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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


t- 


p 


MatheiTiatio» 

ÇA 


L'INTERMÉDIAIRE 


DKS 


MATHÉMATICIENS 


PRIX   DE  L*iiBONNBUENT   ANNUEL  (  12  NUMÉROS)   : 
Paris 7  fr.  I  Dép.  et  Union  poslale 8  fr.  5o 


Les  douze  numéros  forment  chaque  annde  un  Volume  de  3oo  pages 

au  moins. 


L'INTERMÉDIAIRE 


DES 


MATHÉMATICIENS 


DIRIGE  PAR 


C.-A.  LAISANT, 

DOCTEUR    iiS    SCIBNCB8, 


ÉMiLB    LEMOINE, 


INQKNIBUR  CIVIL, 


ANCIENS    ELKVRS     DE     L'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE. 


TOME  V.  -  1898. 


PAIUS, 

GAUTIUER-VILLARS  ET  FII^,  IMPIUMEUUS-LIBUAIUES 

DU     BUREAU    DES    LONGITUDES,    DE    l'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE, 

Quai  des  Grands-Auguslins,  55. 

1898 

(Tons  droit»  réserves.) 


l 


}>2éûti.Ù4- 


LISTE  ALPHABÉTIQUE 

DES    ABRÉVIATIONS    CONVENTIONNELLES 

EMPLOYÉES  POUR  DESIGNER  LES  PRINCIPAUX  RECUEILS  ('). 


A.  A.  M.  —  Abhandiungen  dcr  Konigl.  Bayerischen  Akadeniie 
lier  Wîssenschaflen  zu  iMûnchcn  (Munich). 

A.  A,  N.  —  Atli  deirAccademia  dellc  Scienze  fisiche  e  matema- 
tiche  di  Napoli  (Naples). 

A.  D.  M,  —  Annali  di  Malematica  pura  ed  applicata  (Torlo- 
lini,  elc.)  (Rome). 

A.  E.  N.  —  Annales  scienlifiqucs  de  l'École  Normale  supérieure 
(Paris). 

A.  F.  —  Association  française  pour  Tavancement  des  Sciences. 
Comptes  rendus  des  Congrès  (Paris). 

A.  G.  —  Annales  de  Mathématiques  (Gergonne)  (Nîmes). 

A,  Gr.  —  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  (Archives  de  Gru- 
nert)  (Leipzig). 

A,  J.  M.  —  American  Journal  of  Malhematics  (Baltimore). 

A,  M.  —  Acla  maihematica  (Stockholm). 

A.  M.  C,  —  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab  (Chris- 
tiania). 

A.  Af.  F.  —  Archiv  Mathematikv  a  Fisiky  (de  M.  Em.  Weyr) 
(Prague). 

A.  P.  C.  —  Commentarii  Academisc  impcrialis  Scicntiarum  Pe- 
tropolîtanx  (Saint-Pétersbourg). 

A.  T.  —  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

A.  \V.   —  Archives   de   la   Société   mathématique  d'Amsterdam. 

B.  A.  —  Bulletin  des  Sciences  astronomiques  (Paris). 

B.  A.  B.  —  Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique  (Bruxelles). 


(')  Les  abréviations  que  nous  adoptons  sont  celles  qui  ont  été  arrêtées 
par  la  Commission  du  Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathé- 
matiques et  qui  paraissent  entrer  dans  l'usage  international  des  mathé- 
maticiens; c'est  une  entente  qui  offre  des  avantages  sur  lesquels  il  est  inu- 
tile d'insister.  Nous  profitons  de  l'occasion  pour  recommander  à  nos 
lecteurs  le  Répertoire  dont  s'occupe  ladite  Commission;  il  est  publié 
sous  forme  de  fiches,  réunies  par  séries  de  cent.  (  Paris;  librairie  Gautliier- 
Villars  et  fils.  ï'rix  de  la  série  :  a''.)  Cinq  séries  sont  déjà  on  vente;  elles 
donnent  Pindication  de  /|5oo  à  5ooo  Mémoires.  L.v  Utdaction. 
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/i.  Bon.  —  Bullcttino  di  Bibliografia  e  di  Sloria  délie  Scienze 
matematichc  c  fisiche,  pubblicalo  dal  P.  B.  Boncompagni  (Rome). 

B,  D,  —  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  rédigé  par 
M.  Darboux  (Paris). 

B.  M.  —  Bibliothcca  matbematica  (de  M.  G.  Enestrôm)  (Stock- 
holm). 

B.  M,  E .  —  Bulletin  de  Mathématiques  élémentaires  de  M.  Nie- 
wenglowski  (Paris). 

B,  .\f.  S.  —  Bulletin  de  Mathématiques  spéciales  de  M.  Niewen- 
glowski  (Paris). 

C.  G.  Q.  —  Correspondance  mathématique  et  physique,  par  Gar- 
nier  et  Quetelet  (Bruxelles). 

C.  M.  J.  —  Cambridge  Mathematical  Journal  (Cambridge). 

C.  R.  —  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
(Paris), 

Cr.  —  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik  (Jour- 
nal de  Crellc)  (Berlin). 

D.  V.  M.  —  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker  Verci- 
nigung  (Berlin). 

E.  T.  /?.  —  Educational  Times  Reprint  (Londres). 

G.  B.  —  Giornale  di  Matematichc  (Battaglini)  (Naples). 

/,  M.  —  Intermédiaire  des  Mathématiciens  (Paris). 

J,  B.  —  Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathematik  (Berlin). 

/.  E.  —  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de  MM.  de 
Longchamps  et  Bourget  (Paris). 

/.  E.  P,  —  Journal  de  l'École  Polytechnique  (Paris). 

/.  E.  V.  —  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de  Vuibert 
(Paris). 

/.  M,  —  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (Paris). 

/.  B.  S.  —  Journal  of  the  Royal  Institution  of  Great-Britain 
(Londres). 

J.  S.  —  Journal  de  Mathématiques  spéciales  de  M.  de  Longchamps 
(Paris). 

/.  S.  Af,  —  Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astronomicas  de 
M.  Gomes  Tcixeira  (Coïmbre). 

J.  T.  —  Journal  de   la  Société  physico-mathématique  de  Tokio. 

M.  —  Malhesis  (Gand). 

jVf.  A.  —  Mathematische  Annalen  (Leipzig). 

M.  A.  A.  —  Mémoires  de  l'Académie  rovale  des  Sciences  d'Am- 
sterdam. 

M.  A.  B.  —  Mémoires  de  l'Académie  de  Belgique  (Bruxelles). 

M.  A.  L.  /?.  —  Memorie  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei  (Rome). 

M.  A.  P.  —  Mémoires  de  l'Académie  de  Paris. 

Af.  H.  —  Monatshefte  fur  Mathematik  und  Physik  (Vienne). 

\f.  M.  —  The  Messenger  of  Malhemalics  (Londres  et  Cambridge). 

M.  S.  B.  —  Mémoires  de  la  Société  nationale  des  Sciences  natu- 
relles et  mathématiques  de  Bordeaux. 
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M,  S.  L.  —  Mémoires  delà  Société  Royale  des  Sciences  de  Liège. 
M.  U.  Ka.  —  Mémoires  de  l'Université  de  Kasan. 
M.  U.  M.  —  Mémoires  scientifiques  de  l'Université   impériale   de 
Moscou  (section  physico-mathématique). 
N.  A.  —  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (Paris). 
/V.  C.  —  Nouvelle  Correspondance   mathématique  de  M.  E.  Ca- 
talan (Bruxelles). 

N,  L.  M.  —  Memorie  dclla  Accademia  Pontificia  dei  Nuovi  Lincei 
(Rome). 
;V.  M.  A.  B.  —  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles. 
P.  L.  M.  S.  —  Proceedings  of  ihe  London  Mathematical   Society 
(Londres). 

P.  M.  —  The  Philosophical   Magazine,  or  Annals   of  Chemistry, 
Mathematics,  etc.  (Londres). 

P.  M.  R.  —  Periodico  di  Matematica  per   Tinsegnamento    secon- 
dario  (Rome). 

P.  M,  S.  —  El  Progreso  Matematico,  de  M.  Z.-G.  de  Galdeano  (Sa- 
ragosse). 

P.  R.  S.  E.  —  Proceedings  of  the   Royal   Society  of  Edinburgh 
(Edimbourg). 

P.  R.  S.   L.   —  Proceedings  of  the   Royal   Society  of  London 
(Londres). 

Q.  /.  —  The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied   Mathematics 
(Londres). 
R,  A.  L.  R.  —  Rendiconti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei  (  Rome). 
R.  A.N.  —  Rendiconti  délia  Reale  Accademia  délie  Scienze  fisiche 
e  matematiche  di  Napoli  (Naples). 

R.  B.  A.  —  Reports  of  the  British  Association  for   the   advance- 
ment  of  science  (Londres). 

R.  C.  M.  P.   —   Rendiconti   dei   circolo   matematico  di    Palermo 
(Palerme). 

R,  M.  —  Rivista  di  Matematica  (Turin). 
R.  M.  S.  —  Revue  de  Mathématiques  spéciales  (Paris). 
R.  Q.  S.  —  Revue  des  questions  scientifiques  (Bruxelles). 
S.  A.  B.  —  Sitzungsberichte  der  Kgl.  preussischen  Akademie  der 
Wissenschaften  (Berlin). 

5.  A.  M.   —   Sitzungsberichte   der   Mathematisch-Phvsikalischen 
Kl.  der  Kgl.  Akad.  der  Wiss.  zu  Munchen  (Munich). 

S.A.   IV.  —  Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien  (Vienne). 
S.  E.  —  Mémoires  des  Savants  étrangers  (Paris). 
S.  M.  —  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (Paris). 
5.  M.  A,  —  Société  mathématique  d'Amsterdam. 
S.  M,  Am.   —   Bulletin   of  the   American   Mathematical   Society 
(New- York). 

5.  M,  //.  —  Mittheilungen  der  Hamburger  Malhematischen   Ge- 
sellschafl  (Hambourg  et  Leipzig). 
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.s.  M.   Ka.    —   Bulletin   de   la   Société  mathématique  de  Kasan. 

5.  M.  Kh.  —  Société  mathématique  de  Kharkow. 

S.  M.  M.  —  Société  mathématique  de  Moscou. 

5.  ;V.  J.  —  Sitzungsberichte  der  Naturforchergeselischaft  bei  der 
Universitât  Jurjew  (Dorpat). 

5.  P.  —  Bulletin  de  la  Société  philomathique  de  Paris. 

T.  M.  —  Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik  (Copenhague). 

T.  B.  S.  L.  —  Fhilosophical  Transactions  of  the  Royal  Society 
of  London  (Londres). 

W.  O.  —  VViskundige  opgaven  met  de  Oplossingen( Amsterdam). 

Z,  H,  —  Zeitschrift  fur  mathematischen  und  naturwissenschaftli- 
chen  Unterricht  (von  Hoffmann)  (Leipzig). 

Z,  S.  —  Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Pkysik  (von  Schlomilch) 
(Leipzig). 


OBSERVATIONS  IMPORTANTES. 


I.  —  Les  indications  qui  précèdent  l'énoncé  de  chaque  question 
sont  celles  qui  en  donnent  la  classification  d'après  l'Index  du  Ré- 
pertoire bibliographique  des  Sciences  mathématiques. 

H.  —  Le  signe  S  après  une  question  indique  que  c'est  un  sujet 
d'étude  et  non  une  question  proprement  dite. 

U\.  —  Le  signe  (S)  après  une  question  indique  que  l'auteur  en  a 
déjà  une  solution,  mais  qu'il  voudrait  en  obtenir  une  autre. 

IV.  — Gomme  nous  l'avons  déjà  fait  en  1897,  nous  continuons  à 
indiquer  les  réponses  multiples  par  l'indication  entre  parenthèses  du 
millésime  et  de  la  page  où  a  été  publiée  chaque  réponse  précédente- 

Avec  la  même  notation,  et  pour  faciliter  les  recherches,  nous  indi- 
querons aussi,  pour  chaque  réponse,  l'endroit  où  a  été  publiée  la 
question  correspondante. 

V.  —  Beaucoup  de  nos  Correspondants  nous  demandent  de  repro- 
duire les  questions  déjà  anciennes  qui  sont  restées  jusqu'ici  sans  ré- 
ponse. Nous  commençons  à  leur  donner  satisfaction,  et  nous  con- 
tinuerons à  le  faire  dans  la  mesure  du  possible,  c'est-à-dire  autant 
que  nous  le  permettront  les  questions  nouvelles  adressées  à  la  ré- 
daction, et  la  place  dont  nous  disposons. 

Pour  CCS  questions  rééditées,  nous  indiquerons  également  entre 
parenthèses  leur  publication  primitive. 
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MATHÉMATICIENS. 


QUESTIONS. 


10.  (1894,3)  [G6a]  M.  Poincaré,  dans  son  Mémoire 
sur  tes  fonctions  fuchsie  fines  (A,  M.,  1. 1,  p.  199)  s'exprime 
ainsi  :  «  ....  Nous  trouverons  en  général  que  leurs  coeffi- 
cients (de  n  substitutions  fondamentales  d'un  groupe  discon- 
linii)  doivent  satisfaire  à  certaines  égalités  et  à  certaines  iné- 
galités. Ces  coefficients  pourront  alors  s'exprimer  ration- 
nellement en  fonctions  de  p  paramètres  arbitraires  W|, 
#/2,  . .  -,  lip^  assujettis  seulement  à  rester  réels  et  à  satisfaire  à 
certaines  inégalités.  »  Où  trouver  une  démonstration  rigou- 
reuse de  la  proposition  soulignée? 

18.  (1894,5)  [T2a]  M.  Mathieu,  dans  sa  Théorie  de 
r élasticité  des  corps  solides  (*),  donne  (II®  Partie,  Ch.  X) 
la  théorie  de  l'équilibre  élastique  d'un  prisme  rectangle,  en 
disant  que  ses  procédés  sont  trop  compliqués  pour  avoir  une 
application  pratique. 

Je  veux  demander  aux  Correspondants  de  V I ntermédiaire 
lies  Mathématiciens  :  i"  si  personne  n'a  jamais  fait  aucun 
essai  de  rendre  tes  formules  plus  utiles  à  l'Ingénieur;  2"  si 
Ton  n'a  jamais  fait  aucune  expérience  ayant  pour  objet  de 


(  ')  Paris,  Gauthier-Villars  cl  (ils,  »8(jo. 
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déterminer  le  degré  de  concordance  entre  la  théorie  et  la 
pratique. 

Il  me  semble  que  les  formules  de  M.  Mathieu  n'ont  pas 
attiré  Tattention  autant  qu'elles  le  méritent;  on  fait  habituel- 
lement usage  en  Angleterre  du  modulas  of  rupture^  coeffi- 
cient de  rupture.  Si  les  formules  de  M.  Mathieu  étaient  ren- 
dues d'un  maniement  plus  facile,  on  abandonnerait  évidem- 
ment les  procédés  si  peu  scientifiques  auxquels  on  doit  avoir 
recours  actuellement. 

R.  E.  Synge  Cooper  (Diggle  Oldham). 

22.  (1894,6)  [02c]  L'arc  de  certaines  courbes  clas- 
siques se  ramène  à  un  arc  d'ellipse  ou  à  un  arc  d'hyperbole. 
Pour  quelles  courbes  a-t-on  démontré  cette  propriété  au 
moyen  de  considérations  cinématiques? 

J.  Neuberg  (Liège). 

1191.  [K13b]  Je  demande  s'il  existe  un  Ouvrage  ou 
Mémoire  donnant,  d'une  manière /?/éc£5e  et  complète^  les  for- 
mules d'angles  et  de  distances  en  coordonnées  télraédriques 
(soit  normales,  soit  barjcentriques,  soit  de  tout  autre  sys- 
tème). L.  Ripert. 

1192.  [K6a].  Je  désire,  s'il  est  possible,  une  solution 
explicite  de  la  question  suivante,  qui  n'a  d'autre  difficulté 
que  la  longueur  des  calculs  :  Etant  données  les  coordonnées 
barjcentriques  d'un  point  M'  dans  le  triangle  podaire  d'un 
autre  point  connu  M,  dont  les  coordonnées  barjcentriques 
sont  données  dans  le  triangle  fondamental,  trouver  les  coor- 
données de  M'  dans  le  triangle  fondamental? 

Juan  J.    Duran-Loriga  (La  Corogne). 

1193.  [V9]  Tous  les  collègues  de  Napoléon  Bonaparte 
à  l'Institut  d'Egypte  et  à  l'institut  de  France  ont  témoigné  de 
sa  vive  intelligence  des  questions  mathématiques.  Pourrait-ou 
avoir  sur  ce  sujet  quelques  renseignements  autres  que  des 
fragments  plus  ou  moins  anecdotiques?  Sur  Napoléon  ma- 
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ihématicîen,   ou  sur  Tactlon  scientifique  de  Napoléon,  il  y 
aurait  à  faire  une  étude  certainement  intéressante  et  originale. 

H.  Brocard. 

1194.  [M' 8g]  Il  ne  paraît  pas  y  avoir  beaucoup  de 
questions  de  Géométrie  dont  Tétude  amène  à  la  détermina- 
tion de  courbes  du  cinquième  degré.  Je  désirerais  en  con- 
naître d'autres  exemples  que  ceux  du  J.  S.  i884,  p.  i3y-i4o 
et  i888,  p.  17-19-  H.  Brocard. 

119o.  [M*  8g]  Pourrait-on  signaler  des  questions  de 
Géométrie  dont  Tétude  amène  à  la  détermination  des  courbes 
du  7",  du  9*  du  II*'  degré,  et  généralement  de  degré  impair, 
plus  grand  que  le  7*?  H.  Brocard. 

1196.  [Aie]  Je  voudrais  savoir  comment  trouver  en  va- 
leur absolue  le  plus  grand  terme  du  développement  de 
(a  -}-  6 -+-. .  .-h  /)'",  où  m  est  entier  et  positif.  J'exclus  de 
ma  question  le  cas  de  deux  variables  a  et  6,  qui  est  très  facile. 

G.  Maupin. 

1197.  [L^5c]  Trouver  dans  un  ellipsoïde  trois  plans 
diamétraux  conjugués  faisant  entre  eux  des  angles  égaux. 

Grip, 

1198.  [L^5c]  Par  un  diamètre  A  A'  d'un  ellipsoïde,  on 
fait  passer  des  plans;  dans  chaque  section  de  ces  plans  et  de 
Tellipsoïde  on  détermine  les  diamètres  conjugués  égaux; 
peut-on  trouver-ia  surface  engendrée  par  ces  diamètres? 

Grip. 

1199.  [L'5c]  Par  un  diamètre  AA'  d'un  ellipsoïde  on 
fait  passer  des  plans;  dans  chaque  section  de  ces  plans  et  de 
rdUpsoïde  on  détermine  les  axes;  trouver  la  surface  engen- 
drée par  ces  axes.  Grip, 

1200.  [V]  Quel  géomètre  a  le  premier  posé  et  résolu  la 
question  très  connue  de  la  droite  mi  ni  ma  passant  par  un 
point  donné  P  et  limitée  aux  deux  côtés  d'un  angle  donné? 
Je  ne  demande  pas  une  solution,  mais  un  renseignement  bi- 
bliographique. IIvcr.E  (Schleswig). 
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1201.  [M8]  Pourrait-on  trouver  toutes  les  lignes  fer- 
mées dont  on  peut  exprimer  le  périmètre  total  et  l'aire  en 
fonction  d'un  même  paramètre  Hxe  a  et  de  telle  façon  que  la 
fonction  de  a  exprimant  le  périmètre  soit  la  dérivée  de  celle 
qui  exprime  l'aire? 

Je  possède  deux  exemples  de  cette  nature.  Le  premier 
m'est  fourni  par  un  cercle  de  rajon  a,  le  second  par  un  carré 
ayant  2a  pour  côté.  A.  Buhl. 

1202.  [KlOe]  Deux  cercles  ont  un  point  commun  D. 
Le  premier  passe  en  A  et  B  le  second  en  A'  et  B'.  Peut-on 
trouver  au  moyen  de  la  règle  seule  \e  second  point  D|  d'in- 
tersection des  deux  cercles?  Je  puis  résoudre  le  problème 
suivant  :  deux  coniques  ont  trois  points  commun  D,  D',  D*'; 
la  première  passe  en  A  et  en  B,  la  seconde  en  A'  et  en  B'  ;  déter- 
miner rti'ec  la  règle  seule  leur  quatrième  point  commun  D|  ; 
mais  si  D'  et  D"  sont  les  deux  points  circulaires  de  l'infini, 
c'est-à-dire  si  les  deux  coniques  sont  des  cercles,  je  ne  vois 
plus  comment  o|)érer.  Mire, 

1203.  [V]  Un  correspondant  pourrait-il  m'indiquer  de 
bonnes  Tables  des  valeurs  naturelles  des  lignes  trigonomé- 
triques,  à  six  décimales  au  moins  et  procédant  par  inter- 
valles assez  petits?  Hewuy  Bourget. 

120i.  [V]  Quelque  correspondant  pourrait-il  me  donner 
une  liste  aussi  complète  que  possible  des  bons  classiques 
français  (mathématiques)  traduits  en  langue  russe? 

Vosstokoff, 

1203.  [119]  L'équation  j^'"+ 7  "=  5"-f.  <"  est-elle  pos- 
sible, en  nombres  entiers,  pour  Ai  >►  4? 

E.  Fauquembergle. 

1206.  [12]  La  proposition  suivante  :  «  La  moitié  du 
produit  de  n  nombres  entiers  consécutifs,  soit 

{a{a-\-  \)  («-h  -j),  .  ,(^a  -i-  n  —  i), 
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est   loujours    une    somme    d'entiers    consécutifs    »    est-elle 
exacte?  Combien  de  solutions  pour  un  cas  déterminé? 

G.    DE  KoCQUlG^'Y. 

1207.  [V]  Quel  est  le  plus  ancien  journal  ou  la  plus 
ancienne  revue  de  Malhémaliques,  en  France?  en  Europe? 

G.    DK  KoCQUlG>Y. 

1008.  [19]     Quelle  est  la  meilleure  Table //'«//fa/^^?  de 
nombres  premiers?  la  plus  complète? 
Même  question   pour  V étranger, 

G.   DE  UocQi]ir;j\Y. 

12C9.  [05  è]  Trouver  Téquation  des  lig-nes  tracées  sur 
une  surface  S  et  telles  que  les  axes  de  l'indicatrice  en  ces 
points  forment  une  surface  développable?  Alauda, 

1210.  [V7]  Dans  sa  Correspondance,  Descartes  s'est 
occupé  du  problème  suivant  : 

Dans  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  on  inscrit  un 
carré  DEGF  (D  sur  AB,  E  sur  AC,  F  et  G  sur  BC).  On  joint 
DC  et  EB,  et  l'on  donne  les  segments  interceptés  sur  ces 
droites  par  les  cercles  inscrits  dans  les  triangles  rectangles 
BDF,  EGC.  On  demande  les  côtés  du  triangle. 

Si  Ton  prend  pour  inconnue  la  tangente  de  Tangle  C,  on 
arrive  à  une  équation  du  sixième  degré,  qui  a  toujours  deux 
racines  positives,  l'une  plus  grande,  l'autre  plus  petite  que 
l'unité. 

Je  désirerais  savoir  si  les  quatre  autres  racines  sont  lou- 
jours imaginaires,  et  en  tous  cas  quelle  est  leur  interpréta- 
tion. Paul  Tanneky. 

1211.  [V7]  Dans  la  Correspondance  de  Descartes  (à 
partir  de  i63^),  est  mentionnée  à  diverses  reprises,  et  comme 
une  courbe  dont  les  géomètres  se  seraient  déjà  occupés,  une 
spirale  qui  est  la  spirale  logaritlimique,  définie  parla  propriété 
de  sa  tangente.  Connait-on  une  mention  plus  ancienne  de  cette 
spirale  ?  Il  semble  qu'on  ait  di\  la  considérer  à  peu  près  eu 
même  temps  que  la  Loxodromie.  Paul  Tamvery. 
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1212.  [05e]  On  considère  fréquemment  en  Géométrie, 
et  en  particulier  en  Géométrie  descriptive,  la  courbe  de 
contact  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  surface; 
il  serait  utile,  pour  simplifier  le  langage,  de  donner  un  nom 
à  chacune  de  ces  courbes.  Verrait-on  un  inconvénient  à  les 
appeler  respectivement  collier  pour  un  point  donné ^  et 
collier  pour  une  direction  donnée  ?  Le  nom  de  collier  est 
déjà  employé  par  beaucoup  d^auteurs  modernes,  pour  dési- 
gner un  cercle  de  gorge  dans  une  surface  de  révolution. 

Les  noms  Ae  courbe  d^ombre  et  de  courbe  de  perspective 
qui  ont  déjà  été  employés  pour  les  courbes  dont  il  s'agit  ne 
nous  semblent  pas  pouvoir  convenir,  parce  que  ces  courbes 
n'appartiennent  pas  toujours,  ni  en  entier,  ni  en  partie,  à  la 
séparation  d'ombre  et  de  lumière  ou  au  contour  apparent  de 
surface  que  l'on  considère.  F.  Chômé  (Bruxelles). 

1213.  [D2e]  Je  désirerais  des  renseignements  biblio- 
graphiques sur  la  fonction  F. 

1**  Existe-t-il  un  Ouvrage  plus  complet  que  ceux  des  au- 
teurs classiques  Serret,  Jordan? 

2°  Relations  finies  :  je  ne  connais  que  r(^)  =:y/7:,  et  des 
Tables  numériques  ? 

Z^  La  fonction  F  a-l-elle  été  définie  pour  des  valeurs  ima- 
ginaires  de   la    variable,   c'est-à-dire    mise   sous  la   forme 

r(xH-(v)=/(x,j)4-t>(^,r)? 

M.-R.  DE  ^lONTESSUS. 

1214.  [I19c]  Trouver  un  nombre  premier  />,  autre 
que  2,  pour  lequel  l'équation 

en  nombres  entiers  donne  au  moins  deux  solutions  distinctes. 
Je  crois  qu'il  n'y  en  a  pas.  Les  deux  solutions  pour 
P=:2;j:=:2;j'  =  2;j7=ii;j^=5  ont  été  données  par 
Fermât.  ISovus. 


>»eo< 
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RÉPONSES 


i76.  (189^1  94)  (G.  DE  Rocquigny).  —  Plus  grand  nombre  pre- 
Tnier  connu  (1894,  ao3;  1895,  217,  4o3).  —  Dans  ses  Recherches 
sur  plusieurs  Ouvrages  de  Léonard  de  Pise  (Rome,  1877),  p.  26, 
Ed.  Lucas  dit  :  a  J'ai  vérifié,  aiais  une  seule  fois,  je  l'avoue,  que  Je 
nombre  7}^' — i  est  un  nombre  premier  ».  Dans  les  lignes  qui  sui- 
vent, Lucas  indique  le  raisonement  sur  lequel  est  fondé  son  calcul; 
et  un  peu  plus  loin  (p.  39),  il  done  le  procédé  qu'il  a  employé. 

Ce  n'est  donc  pas  par  erreur  que,  dans  la  N.  C.  (1876,  p.  96), 
Lucas  cite  le  nombre  s^^^ —  i  corne  premier.  Mais  les  mots  une  seule 
foiSf  qui  se  trouvent  dans  la  frase  reproduite  ci-dessus,  expliquent 
pourquoi,  dans  Mathesis  (1887,  p.  45),  il  cile  2**  —  i  come  le  plus 
grand  nombre  premier  conu^  c'est-à-dire  come  le  plus  grand  nombre 
dont  la  propriété  d'être  premier  ait  été  vérifiée  d'une  façon  certaine. 

Dans  une  Note  sur  l'application  des  séries  récurrentes...  (C  R.j 
janvier  1876,  p.  167),  Lucas  dit  encore  :  a  ...  C'est  à  l'aide  de  ces 
théorèmes  que  je  pense  avoir  démontré  que  Je  nombre  2*'"'—  i  est 
premier.  »  A.  Goulard. 

623.  (1895,  284)  (J.-L.-W.-V.  Jensen).  —  J'ai  donné  la  démon- 
stration de  cette  formule  dans  le  Nyt  Tidsskrift  for  Mathematilr, 
1896,  p.  3i;  elle  est  trop  longue  pour  être  insérée  dans  Vlntermé- 
diaire,  mais  voici  quelle  marche  générale  j'ai  suivie. 

La  fraction  en  question  peut  s'écrire 

ar"  (ar-hi)'*         (:r -h  2)'* 


r(ar)    r(x>       r(a7-n>       r(yH-a) 

r(r>     r(7-hi)     r(^H-2) 

Soient  Up  et  Vp  les  termes  généraux  au  Dumérateur  et  au  dénomina- 
teur respectivement.  Je  démontre  suceessivement  les  propositions 
suivantes  :  On  peut  trouver  deux  nombres  Gnis/?i  et  n^  tels  que,  n 
étant  plus  grand  que  /ii,  il  y  ait  dans  chacune  des  deux  séries  i^^,,, 
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Up^-^.\y  ...  ;  i'/,,,  ^;>,+i,  ...  un  seul  terme  donl  le  module  soit  plus  grand 
que  ceux  des  termes  voisins.  Soient  Up  et  t'p,  ces  termes,  o  et  pi  crois- 
sent indéfiniment  avec  «,  mais  p  —  pj  reste  fini.  On  a 

lim  -  —  I  SI  h  m  -      -   —  o. 

«-=«  ''p,i:w  //   roc       p 

Je  prends  m  =  v^P  ^^  je  désigne  par  ijt  le  plus  «•rand  nombre  entier 

contenu  dans  /p. 

Maintenant,  je  partage  la  srrie  du  numérateur  en  trois  parties 

p  — [X  p  ■♦-  pi-  1  «0 

2"'"  2  ""  ^       "'" 

;,_^0  /,^p_|x  +  l  /'  =  p-+H- 

La  partie  mo>cnne  con\eii;e  vers 

p.-^ii-i 


2 


/'5 

quant  au\  deux  autres,  je  démontre  que  le  module  de  leur  somnu^ 
est  plus  petit  que  \up\  multiplié  par  un  nombre  convenablement 
choisi;  il  n'y  a  plus  alors  de  difficulté.  Erik  Schol'. 

702.  (1896,  8.)  (A.  HoLTiN).  —  A',  B',  C  cfanl  les  points  de  re~ 
broussement  de  renvcioppe  des  droites  de  Wallace,  AA',  BB',  CG' 
concourent-elles?  (1896,  \\\).  —  J'ai  donné,  t.  II,  p.  330,  les  coor- 
données d'un  point  P  de  la  circonférence  du  cercle  circonscrit 

l   :r,-r--2asin(]3r-4-B)sin(^^— C); 
(i)  i  x^—      7,  K  sin(-i^ -h  B)  sin  J^; 

[  x^—       'i\\<\n{\l3 — G)sinl^, 

et  l'équation  de  la  droite  de  Wallace  (ou  de  Sinison)  associée  à  ce 
point 

{'!)     axi  tang.}3r  -h  bx^  lang^S"  —  C)  -h  0x3  tang(J^  -h  B)  =  o, 

dans  laquelle  2r  désigne  l'angle  que  le  rayon  OP  fait  avec  OA,  angle 
compté  à  partir  de  A  dans  le  sens  ABC.  La  question  proposée  re- 
vient alors  à  déterminer  le  point  P  de  façon  que  la  droite  de  Wal- 
lace associée  passe  par  le  centre  du  cercle  des  neuf  points.  On  a  donc, 
à  cause  de  (2),  la  condition 

sin  A  cos  (  B  —  C )  l ang  î  ^  -h  sin  B  vo< (  C  —  A  )  tang  (  J  2r  —  G  ) 

-r   sinGros(  A  —  B  )  tang(J2r  -h  B)  =  o. 
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Développanl  et   ordonnant  selon  les   puissances  de  tangjd,  on 
en  tire,  après  quelques  réductions  faciles, 

cos(B  —  C)  lang3|&  -h  3sin  (B  —  C)  lang« \^ 

—  3cos(B  —  G)  tangl^  —  sin(B  —  C)  =  o, 

d'où 

/T>       i-v  3tang7&  —  tane^l^r  ,-. 

tang(B-C)  = ^ -^%^  =-tang|&. 

1  —  3tang*Y^ 

On  en  conclut  les  trois  valeurs  de  ^ 

&,  =  — |(B~G),     3r,=  ,2o°-|(B-C),     2r3=  24o«-|(B  -  C); 

il  suit  de  là  que  les  trois  points  A\  B',  G'  sont  les  sommets  d'un 
triangle  équilatéral,  inscrit  dans  le  cercle  circonscrit  de  ABG.  En 
substituant  ces  valeurs  de  ^  dans  les  équations  (i),  db  obtient  comme 
coordonnées  de  A' 

xt=      2Rsin[6o"-f-|(G  — A)]sin[6o"— |(A  — B)]; 
:r,  =  --!iRsin[6o'»— i-(A— B)]sinî(B  — G); 
Xi  =      îR  sin[6o°-i-  i(G  —  A)]  sini(B  —  G), 

et  ainsi  de  suite  pour  B'  et  G'  par  permutation  C3xlique.  Les  équa- 
tions de  AA',  BB',  GG'  étant  conséquemmcnt 

a-,sin[6o°-+-  |(G  — A)]H-ir3sin[6o«— |(A  — B)]  =  o, 
Xi  sin [60" -f-  ^(  A  —  B)]  -+-  371  sin [60"—  i( B  —  G)]  =ï=  o, 
xi  sinCGo-'-f-  i(B  —  G)]  -h  x^  sin  [60°—  ^(G  —  A)]  =  o, 

on  voit  que  ces  droites  ne  sont  pas  concourantes, 

Stoll  (Bensheim). 

722.  (1896,  12)  (C.  Grante).  —  Dans  son  Cours  d'Analyse  de 
l'École  Polytechnique  (p.  38;),  M.  Hermite  dit  que  la  règle  de 
Gauss  qui  sert  à  déterminer  la  signification  algébrique  de  l'intégrale 
ff{x)  dxj  étendue  à  toute  une  courbe  représentée  par  l'équation 
y  =y(a7),  a  été  donnée  par  Gauss  dans  ses  Œuvres,  d'où  elle  a  été 
signalée  par  M.  Ossian  Bonnet.  A.  Buhl. 

756.  (1896,  37)  (E.-B.  Escott).  —  Triangles  à  côtés  et  mé- 
dianes commensurables  (1898,  237;  1897,  68).  —  Depuis  que  j'ai 
proposé  cette  question,  j'ai  rencontré  deux,  solutions  qui  peuvent 
donner  des  triangles  plus  petits  que  ceux  qui  ont  été  signalés  par 
M.  Tesch. 

I. 
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Dans  Tapplication  de  J'analyse  des  sections  angulaires  à  la  solution 
d'un  problème  indélcrminé  du  second  degré,  par  Chas.  Gill  (New- 
York,  1848)1  on  a  la  solution  suivante: 

a?  ==  t[i  —  (cosA  -t-  sin  A.)(cosB  -4-  sinB)], 
y  =  ^[cosB  —  sinB  -+-(cosA  —  sin  A)(cosB  -H  sinB)J, 
z  =  <[cosA —  sin  A  -i-(cosB  —  sinB)(cosA  -h  sinA)], 

lorsqu'il  existe  une  des  quatre  relations  suivantes 

^-.  I   .         16 -h  1 3  sin  B  —  8cosB  —  5  sin  2 B  —  2sin*B 

(I)  tang  -  A  = ; i, .- ;: ; . ; g-  » 

"2  (2 -h  sinB -i- '2  cosBjp -f- 4  sinB  —  4  cosB) 

nn     tnnf>  '  A  -     ('  — ^'"^)(^— <^»^^^-^4sinB) 
^11;      lang-A       (sinB-hcosB;(i-+-3cosB  — sinB)' 

,__,.  I.  16  —  i3  cosB -4- 8  sinB  —  5  sin 2 B  —  2COS*B 

(111)      cot-A=—  1 ; — irm f   '   p 7 D~;  » 

'  2  (2  —  cosB  —  2  sinB)(5 -H  4  SinB  —  4cosB) 

,,»,.  i.  (n- cosB)(5  H- sin  B  —  4  cosB) 

(iV)       cot- A  = 


2  (sinB -h  cosB)(i -h  cosB  —  3  sinB) 

Soient,  dans  la  formule  (  II  ),  sin  B  =  |,  cos  B  =  —  |,  alors 

tang|A=  — V, 
07  =  262,     ^  =  3i6,     -5  =  264,     mx=26i,     my=2o4,     m-=  255. 

Dans  le  Recueil  The  Gentleman' s  Mathematical  Companiony 
London,  i824i  p.  35o,  on  trouve  la  solution  suivante  ; 
Soit  z  ^  X  -^y  —  d^ 

4/11?  =  x^ — ixy -¥-  y^ ->r 'id{x  -V- y) —  </*, 
^m}=  ^x^-^-  ^xy  -\-  y*—  ^d(x  -hy)-^2d*, 
4//iJ=    x*-h  ^xy  ^  iy*—  ^d{x  -^y)-{-id^. 

Soit  \x^-\-  ^xy  -hjK'-—  ^d(x  -^y)-^  2^*  =  {ix  -hy  —  /w)*;  alors 

2 rf*  —  idy  -\-  2. nxy  —  m*  xd^  —  !^dx  -\-  h-  4 /^la?  —  m* 

X  •=. . — -— ,      y  =  — — . 

Soit  a?* 4- 4^-+-  iy*—  ^d{x  -\-y)  -h  2rf*=  (a?-h  2j  —  n)*;  alors 
id^—  idy  -hiny  —  «'  7.d^ — ^dx  -h  o.nx  —  n* 

X  =    7-3 y  y  =    — -, ; ■  > 

id  —  2/1  *^  4û?  —  4/1 

rf*(4  n  —  2m)  -+-  2ûf(m' —  n*)  —  mn{im  —  n) 
X  =  


y  = 


^d{m  -h  n)  —  6/?î/i 
d*(im  —  in)  —  idim^  —  n^)  —  mn{'?.n  —  m) 


z  =x  -hy  — .  ^  =  — 


4 ^( //i  H-  n)  —  6 //î/i 

y.d^im  -h  n)  —  6 mn d  h-  mn {m  -\-  n) 


^d(m-h  n)  ~  Qmn 
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Nous  pouvons  négliger  le  dénominateur  commun 

4rf(/?H-  n)  — 6//1/1. 
Nous  avons  alors  à  salisfaire  à  la  condition 

—  i'îdmn{mH-n){2m^—5mn  +  2n«) 

=  un  carré. 
On  a  ainsi 

=  r      6d^{m  —  n) 

—  idy      "'"^  )(2m'— 5/nrtH-  2/1*)  —  3mn{ni  —  n)\  , 


d*où 


,      3(m  +  n)(/?i  —  7i)« 
a  =  -. — 


5  w*  —  8  mn  -+-  5  n' 
Soient 

m  =  3,      n  =  2,          c?  =  1  ?,         ar  =  656,        J^  =  4 14,  ^  =  290, 

/7ij=i49.,       niy=463j  m3=529, 

m  =  3,      /i  =  i,          ^=H,         a:  =  174,        j^=i7o,  iî=i36, 

/nj;=  127,      /ny=  i3i,  /n2=  i58, 

m  =  3,      /j=  — I,      c/  =  |-?,         a7  =  6jo,        7  —  318,  3  =  628, 

ma:=377,      mj.=  6i9,  m.  =  404, 

m  =  5,     /i  =  4,         ^=h         37  =  892,       j^=:554,  i?  =  gM, 

/Wx  =  64O,      my=  881,  m2=569. 

E.-B.  EscoTT  (Cambridge,  U.  S.  A.). 

803.  (1896,  81)  (G.  KoENiGs).  —  Note  à  propos  de  la  question.  — 
Le  quotient  sera  compris  entre  les  nombres  a  etan-i,  si  p  est 
compris  entre  les  nombres  6  et  c  suivants  : 

a     a  -h  I  b  c 


0 

I 

1 

<^) 

I 

2 

■^œ- 

K^) 

2 

3 

• 

•^  (")  -  ■ 

Kï) 

3 

0 

1 

K  ( -M 

^■m 

et  ainsi  de  suite. 
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On  voit  donc  qu'on  obtiendra  à  volonté,  au  moins  au  début,  non 
seulement  tous  les  nombres  premiers,  mais  encore  tous  les  nombres 
naturels.  Cependant,  comme  nous  allons  le  voir,  des  lacunes  fini- 
ront par  se  présenter;  mais,  à  ce  moment,  des  nombres  premiers 
continueront  à  apparaître  parmi  les  termes  de  la  série. 

Pour  plus  de  simplicité  et  pour  mieux,  fixer  les  idées,  prenons 
maintenant  un  exemple  numérique. 

Soient  m  =  7,  n  =  9901.  Nous  aurons 


Quotients. 

Lii 

mites  des  nombres  />. 

0  à   1 

1  à  1414 

I  à  2, 

]4i5  à  2828 

'X  à  3 

2829  à  4243 

3  à  4 

4244  à  5657 

4  à  5 

5G58  à  7072 

et  ainsi  de  suite;  puis,  par  exemple, 

2820  à  2821         3988688  à  3990103. 

2821  n'étant  pas  premier,  cela  veut  dire   qu'aucun  des  nombres 
premiers,  compris  entre  3988688  et  3990103,  ne  donnera  de  nombre 

premier  pour  E  (  — ^  )>   mais,,  si  nous  prenons  un  nombre  premier, 

comme  2833,  nous  aurons 

2833  à  2834         4007076  à  4008490. 

P-ar  conséquent,  celte   fois,  nous    pouvons   conjecturer  avec  une 
grande  probabilité  qu'il  existe   un   nombre   premier  pour  lequel   le 

quotient  E|— ^J  est  égal  à  2833.   L'existence  de  ce  nombre  n'est 

pas  absolunfent  certaine,  car  il  n'est  pas  prouvé  qu'il  y  ait  un  nombre 
premier  entre  les  nombres  4007076  et  4008490;  mais  il  suffira  qu'il 
en  existe  un  pour  que  la  question  soit  résolue.  Or,  c'est  précisé- 
ment ce  qui  a  lieu;  il  en  existe  même  plusieurs;  ce  sont  les  nombres 

4007        077,     099,     123,     i3i,     14 1,     ..., 
40084         21,     27,     37,     39    et    61 

(voir  les  Factor  Tables  de  J.  Glaisher,  1880). 

Cela  veut   dire  que  pour   tous  les   nombres  premiers /?  de  cette 

liste,  on  a  E  (  ]  =2833,   nombre  premier.    En  eiïet,  le  premier 

\99oi/  '  » 
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de  ces  nombres  est  4007077,  pour  lequel  on  a  2833  avec  6  pour 
reste,  et  le  dernier  est  40084G1  pour  lequel  on  a  '2833  avec  9644  pour 
reste. 

On  est  donc  amené  à  formuler  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné   un  nombre  premier  A,  on   formera  les  quotients 

E  {—\  =  B,  E  /(JL±^\  ^  c.  Cela  posé,  à  tous  les  nombres 
premiers  />i,  />j,  .  .,^pr  compris  entre  B  et  G  correspondra  le  nombre 
E  ( — —\  =  A,  qui,  étant  premier,  sera  la  solution  demandée. 

La  possibilité  du  problème  consiste  uniquement  dans  le  fait  de 
l'existence  d'un  nombre  premier  p  entre  les  nombres  B  et  G,  dont 
l'intervalle  sera  vraisemblablement  toujours  >  3.  Or,  dans  l'état  de 
la  notion  des  nombres  premiers,  on  est  fondé  à  admettre  que  le 
nombre  des  groupes  de  deux  nombres  impairs  premiers  consécutifs 
est  indéfini;  on  peut  donc  affirmer  que,  pour  une  valeur  de  A  suffi- 
samment grande,  il  existera  toujours  plusieurs  nombres  premiers 
répondant  à  la  condition  posée. 

Il  pourra  se  faire,  mais  cela  assez  rarement  et  tout  à  fait  par  ex- 
ception, qu'il  n'existe  pas  de  nombre  premier  dans  l'intervalle 
G  —  B;  dans  ce  cas,  on  en  sera  quitte  pour  essayer  un  nombre  pre- 
mier autre  que  A  et  >  A,  mais  on  finira  toujours  par  aboutir. 

Par  la  méthode  qui  vient  d'être  exposée,  on  évitera  tout  essai  in- 
fructueux et  Ton  obtiendra  de  suite  les  limites  B  et  G  entre  les- 
quelles tous  les  nombres  premiers  existants  seront  autant  de  solu- 
tions de  la  question. 

Les  développements  qui  précèdent  nous  amènent  à  conclure  que 
le  problème  est  toujours  possible  et  qu'il  ne  parait  pas  probable 
que  la  suite  des  nombres  qi  de  l'énoncé  de  la  question  cesse  de 
renfermer  des  nombres  premiers.  H.  Brocard. 

817.  (1896,  85)  (P.  Taxnery).  —  Liste  des  courbes  ayant  reçu 
dçs  noms  particuliers  {i%^l ^  io3).  —  La  liste  que  j'ai  donnée  (/oc. 
cit.,  p.  io3)  était  très  incomplète^  nonobstant  son  étendue  appa- 
rente. Mais,  depuis  sa  publication,  je  dois  à  l'obligeance  de  MM.  les 
Rédacteurs  et  de  plusieurs  Collaborateurs,  notamment  de  MM.  Au- 
bry,  d'Avillez,  de  Longchamps,  Gino  Loria,  Retali,  Wolffing,  Ziwet, 
Ripert,  Muirkead,  H.  Bourget,  NovuSy  la  communication  d'impor- 
tantes remarques.  Leurs  diverses  listes,  auxquelles  j'ai  eu  également 
l'occasion  d'ajouter  beaucoup  d'autre?  noms,  m'ont  servi  à  la  rédac- 
tion des  deux  calalogcics  suivants. 
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Colle  nouvelle  addilion  augmente  singulièrenicnl  la  lislc  déjà  pu- 
bliée; j^aime  à  croire  que,  maljjré  des  lacunes  inévilables,  il  ne  res- 
tera plus  prand'chose  à  ajouter.  H.  Brocard. 

Premier  supplément, 

Acamplc.  —  Aclasie.  —  Anacamlique  (ou  Réflectoire).  —  Angle 
(de  doux  droites,  variété  de  conique).  —  Antevoluia.  —  Arbelos 
d'Archiméde. 

Caractéristique.  —  Cartésienne. —  Caustique  secondaire.  —  Cein- 
ture. —  Centroïde.  —  Cercle  d'Adams.  —  Corde  de  courbure.  — 
Cercle  de  Joachimsihal.  —  (^iCrcle  de  Tinfini.  —  Cercle  de  Bosco- 
wich.  —  Cercle  de  Fuhrmann.  —  Cercle  do  Miquel.  —  Cercle  des 
moments  égaux.  —  Corel»;  de  Taylor.  —  Cercle  de  Torricelli.  — 
Cercle  ortholoniique.  -  -  Cercle  osculatour.  —  Cercle  potentiel.  — 
Chaîne  cinématique.  —  Chaînette  elliptique.  —  Chaînette  hyperbo- 
lique. —  Chaînette  parabolique. —  Chainelte  sphérique.  —  Circon- 
férence primitive.  —  Cochloïde.  —  Compagne  de  la  réfracloirc.  — 
Couchale.  —  Conchoïde  elliptique.  —  Conchoïde  hyperbolique.  — 
Conchospirale.  —  Conique  anorthotomique.  —  Conique  cayleyennc. 

—  Conique  complémentaire.  —  Conique  confocalo. —  Conique  con- 
jointe. —  Conique  conjuguée.  —  Conique  de  Battaglini  (des  qua- 
torze éléments).  —  Conique  dos  neuf  points.  —  Conique  concen- 
trique. —  Conique  focale.  —  Conique  gauche.  —  Conique  homofocalc. 

—  Conique  normogène  ou  orthogèno.  —  Conique  satellite.  —  Co- 
nique supplémontaîro.  —  Contravariant  quartique,  sextique.  — 
Contour  apparent.  —  Contour  d'intégration.  -  Convolutc.  — 
Courbe  adjointe.  —  Courbe  affine.  —  Courbe  à  flèches  propor- 
tionnelles. —  Courbe  algébrique.  —  Courbe  anliconjuguée.  — 
Courbe  à  n  ventres.  -  -  Courbe  asiatique.  —  Courbe  bipartie.  — 
Courbe  bicursalo.        Courbe   bitangente.  —  Courbe  bitangentielle. 

—  (iOurbe  caractéristique.  —  Courbe  complémentaire.  —  Courbe 
concomitante.  —  Courbe  convolule.  -  Courbe  corrélative.  — 
(«ourbe  de  dérivation.  —  Courbe  de  hauteurs.  —  Courbe  d'addi- 
tion. —  Courbe  do  Kepler.  —  Courbe  de  Siobeck.  —  Courbe  de 
Woierstrass.  -  Courbe  décomposable.  —  Courbe  do  coïncidence.  — 
Courbe  de  réçlomontation.  —  Courbe  de  contact.  —  Courbe  d'en- 
tréo.  —  (^lourbe  de  sortie.  —  (iourbo  do  jour.  —  Courbe  de  lati- 
tude. —  Courbe  dos  \itossos.  —  Courbes  dos  ofTorts  tranchants. 
Courbe  rlo>  sécantes  ouvorlo»i.  —  Courbe  de  po^c.  —  Courbe  de 
pni*«sancc  constante.  —   Courbe  de  déplacement.  —   Courbe   de  ré- 
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fraction.  —  Courbe  de  sousLraciion.  —  Courbe  (rélambot.  —  Courbe 
de  Zeuthen.  —  Courbe  du  métaccntre.  —  Courbe  du  temps  moyen. 

—  Courbe  dianodalc. —  Courbe  d'involulion.  —   Courbe  elliptique. 

—  Courbe  épicyclique.  —   Courbe  évanouissante  (ou  de  transition). 

—  Courbe  en  cœur.  —  Courbe  en  œuf.  —  Courbe  équitangentielle. 

—  Courbe  focale.  —  Courbe  fondamentale.  —   Courbe  harmonique. 

—  Courbe  hermitienne.  —  Courbe  hyperelliptique.  —  Courbe  ima- 
ginaire.—  Courbe  inverse.' —  Courbe  invariantivc.  —  Courbes  iso- 
métriques. —  Courbe  isopérimétrique.  —  Courbe  isotrépente.  — 
Courbe  magnétique.  —  Courbe  monoïdale.  —  Courbe  multiple.  — 
Courbe  /i-gonale.  —  Courbe  normale  (d'un  espace  linéaire).  — 
Courbe  oligorhrone.  —  Courbe  opposée.  —  Courbe  orthocentroi- 
dale.  —  Courbe  orthoptique.  —  Courbe  orthotomiquc.  —  Courbe 
polyzomale.  —  Courbe  radiale.  —  Courbe  rationnelle.  —  Courbe  sa- 
tellite. —  Courbes  singulières.  —  Courbe  symétrique.  —  Courbe 
synacample.  —  Courbe  synlrépente.  —  Courbe  tétraédrale  symé- 
trique. —   Courbe  triangulaire.  —   Courbe  triangulaire  symétrique. 

—  Courbe  tritangente. —  Courbes  techniques  diverses.  —  Courbe  uni- 
partie.  —  Cubique  équianharmonique.  —  Cubique  gauche.  —  Cu- 
bique harmonique.  —   Cubique  imaginaire.  —  Cubique  sizygétiquc. 

—  Cubique  trilatère.  —  Curbœ  multigibbœ.  —  Curva  (ou  courbe) 
descensus   a;quabilis.  —   Cycloïde  conique.  —  Cycloïde  cylindrique. 

—  Cycloïde  réductible.  —  Cycloïde  sphérique. 

Deuxièmes  polaires  pures  (et  mixtes).  —  Développante  de  cercle 
allongée,  —  accourcie.  —  Développante  du  point.  —  Didonia.  — 
Dioclea.  —  Double  spirale  logarithmique. 

Ellipse  de  Cassini.  —  Ellipses  de  divers  ordres.  —  Ellipse  de  Fré- 
gier.  —  Ellipse  de  Lemoine.  —  Ellipse  de  Longchamps.  —  Ellipse 
gauche. 

Fantôme  magnétique.  —  Focale  à  nœud. 

Graphiques  des  machines. 

Hermitienne. —  Hyperbole  d'Apollonius.  —  Hyperbole  gauche.  — 
Hyperbole  parabolique.  —  Hyperbole  parabolique  gauche.  —  Hy- 
perboliformis. 

Lemniscate  de  Gerono.  —  Lemniscate  logarithmique.  ^-^  Lemnis- 
cale  projective.  —  Lemnisceros.  —  Ligne  d'alignement.  —  Ligne 
halysique.  —  Ligne  de  Sumner.  —  Ligne  multiple.  —  Ligne  robcr- 
vallicnne.  —  Logistique. 

Mésochronc. 
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Ogives.  —  Orycyclc. 

Parabole  de  Kiepert.—  Parabole  de  Mandart.  —  Parabole  gauche. 

—  Parabole  semi-cubique.  —  Paraboloïde  de  Descartes.  —  Paracy- 
cloïde.  —   Parallèle  (des  surfaces  de  révolution).  —  Péricaustique. 

—  Péricycloïde.  —    Pippienne.  —  Polaire   harmonique.  —  Poloco- 
nique. 

Quadrifolium.  —  Quartique  cuspidale.  —  Quartique  gauche  de 
première  espèce  (dépendant  de  deux  quadriques).  —  Quartique 
gauche  de  deuxième  espèce  (indépendante  de  deux  quadriques).  — 
Quartique  gauche  (de  Chasies  ou  Sylvester).  —  Quartique  symé- 
trique à  deux  axes.  —  Quasi-développée. 

Rectifîante.  —   Réflectoire.  —  Réseau.  —  Rhodonacée  de  Grandi. 

—  Ridge-line.  —  Rosette  de  La  Gondamine.  —  Rotoïde. 
Salinon  d'Archimède.  —  Sextique  bicursale.  —  Spirale  algébrique. 

—  Spirale  de  Cotes.  —  Spirale  de  Fermât. —  Spirale  de  Norwich. — 
Spirale  de  Pascal.  —   Spirale  harmonique.  —  Spiriques  de  Persée. 

—  Steiner-hessienne.  —  Stéroïde.  —  Strophoïdale.  —  Syntractrice. 

—  Système  de  courbes. 
Tangenloïde.  —  Trèfle.  —  Trombe. 
Velaria.  —  Vésicoïde.  —  Visiera  (*). 

993.  (1897,  3o)  (G.  de  Rocquigny).  —  Décomposer  en  trois  trian- 
gulaires les  nombres  de  la  forme  /l'-h  4-  —  ÏI  est  facile  de  dé- 
montrer que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
nombres  de  ta  forme  /i*-ha  puissent  être  décomposés  algébrique- 
ment en  une  somme  d'au  plus  trois  triangulaires  est  que  a  soit  égal 
à   une  somme  de  trois  triangulaires   dont  deux  sont   égaux,  c'est- 

è-ilirc  de  la  forme 

a(a-f-i)  P(3-M) 

1  1 

a  ou  p  pouvant  être  égal  à  zéro. 

Or,  4  n'étant  pas  de  cette  forme,  il  n'existe  pas  de  formule  de  dé- 
composition pour  les  nombres  /i*-i-4-  H  n'en  existe  pas  non  plus 
quand  a  =  II,  i4,  19, E.  Fauquembergue. 

1011.  (1897,  5o)  (G.  DE  Rocquigny).  — (1897,  ^33).  —  M.  de  Roc- 
quigny nous  fait  observer  que  si,  dans  l'énoncé  de  la  question,  on 


(')  Le  deuxième  supplément  sera   publié   dans  l'un  des  prochains  nu- 
méros. 
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met  some  algébrique  au  lieu  de  somc,  la  (iécomposilion  est  toujours 
possible  en  venu  de  l'ideutité  n  =  (-2/1  -4- i)' —  n^-k-  ri^ — (/i-f- 1)'. 

Ë.  Lemoine. 

1020.  (1897,  52)  (Servant).  -  (1897,  23G).  —  Suite  de  la  Biblio- 
graphie de  la  Géométrie  à  n  dimensions  :  G.  P'ontenk,  Lhyper- 
espace  à  (n  —  i)  dimensions;  Propriétés  métriques  de  la  corré- 
lation générale,  Gauthier-Viliars,  Paris,  1892. 

Je  me  permets  de  citer  encore  une  Note  insérée  dans  les  N.  A.  (fé- 
vrier 1897),  dans  laquelle  j'ai  indiqué,  au  moyen  d'une  simple  con- 
struction linéaire,  un  critérium  pour  reconnaître  si  n  points  donnés 
sont  situés  dans  un  espace  k  n  —  i  dimensions  (qu'ils  déterminent) 
ou  dans  un  espace  d'ordre  inférieur.  F.  Farjon. 

1047.  (1897,  gS)(Botciv).  —(1897,  190).  —  A  propos  de  la  réponse 
donnée  page  190,  je  ferai  observer  que  le  problème  de  Viviani  tel  qu'il 
est  reproduit  dans  la  question,  c'est-à-dire  tel  qu'il  est  énoncé  ordi- 
nairement, à  peu  près  partout,  me  semble  incorrectement  présenté; 
il  devrait  Tétre  évidemment  ainsi  :  détacher  d'une  surface  hémi- 
sphérique deux  fenêtres  telles  que  la  surface  restante  soit  exacte- 
ment carrable. 

Je  ne  connais  pas  l'historique  de  ce  problème  mais  il  serait  inté- 
ressant d'avoir  l'énoncé  sous  sa  forme  primitive. 

Chômé  (Bruxelles). 

lOoi.  (1897,  99)  (Rosace).  —  La  réponse  donnée  (1897,  255)  ne 
peut  me  satisfaire.  Elle  se  réduit  à  faire  voir  que  la  formule  proposée 

T.     .    27:.    'î  r               {n  —  I ) TT         y  n 
sin  —  sin  —  sin  —  •  •  •  sin = 


xn        in        'in  m  '± 


n-\ 


est  une  conséquence  de  la  relation 


iw    .    2 7:   .    3 ~           ,    in  —  i) TU  n 

sjn  —  sin  —  sin  —  •  •  •  sin •  - 


.,«-1 


n         n  n  n  1 

Mais  comment  démontre-t-on  celle-ci?  11  est  vrai  (\uil  est  très 
facile  d'établir  que,  si  elle  est  vérifiée  pour  une  valeur  de  /i,  elle 
subsiste  pour  le  double  de  celte  valeur;  mais  cela  ne  suffit  pas> 
pour  démontrer  qu'elle  est  vraie  pour  toute  valeur  de  n.  S'il  on 
était  ainsi,  rien  n'empêcherait  d'appliquer  le  même  procédé  à  la. 
relation  proposée,  mais  on  parviendrait  seulement  à  faire  voir  que 
celte  relaiion  est  vraie  quel  que  soit  /z,  si  elle  est  vraie  pour  les 
valeurs  impaires  de  n.  Rosace. 
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1098.  (1897,  i49)   (G.  de  Rocquigny).  —  (1897,  2G2).  —  i"  Lé- 

quation  à  résoudre  (a:  -f-  1)' —  {x  —  1)'  =  - — est  impossible  en 

nombres  entiers.  En  effet,  elle  peut  s'écrire  48^*-+- 17  =  (2^ -^  1)*; 
le  premier  membre,  étant  de  la  forme  3  N  -t-  2,  ne  peut  être  un  carré. 

2"  L'équation  à  résoudre  (x-\-\y  —  x^  =^  - — revient  à  la 

'1 

suivante  :  6(23?  -\-  ï)*-+-  3  =  {iy  h-  i)*.  Soit  2 j  -h  1  =  3-5,  2ar  -m  =  m; 

elle  devient 

(l)  32«~2W»=I. 

Or,  Zpy  Up  étant  une  solution  de  l'équation  a-3' — 6£*'=i,  une 
nouvelle  solution  est  donnée  par  les  formules 

Zp^x  =  Zp(azf,-h3bul)y         Wy^,  =  Up{3azJ,-h  bul). 
Ces  formules,  appliquées  à  l'équation  (i),  deviennent 

On  déduit  de  là,  pour  les  premières  solutions  de  l'équation  proposée, 
a?  =  o,  5,  54,  . . .,  j^  =  I,  i3,  i33,  ....  Elles  forment  deux  suites  ré- 
currentes, Xn+\  =  lOXn—  Xn-l  "+-  4,  J^/i+l  =  lO^/,  — ^«_i  -+■  4- 

E.  Fauquembergle. 

1123.  (1897,  ig3)(J.  Hadamard). —  Je  ne  prétends  pas  donner  une 
réponse  à  cette  question,  qui  me  semble  très  difficile,  même  en  la 
bornant  aux  courbes  planes.  Je  veux  seulement  faire  remarquer  que 
la  proposition  énoncée  par  M.  Hadamard  n'est  exacte  qu'en  général; 
car  elle  peut  être  en  défaut  lors  même  qu'on  suppose  la  courbe  douée 
de  tangente  unique  en  tous  ses  points,  pourvu  qu'elle  possède  des 
points  de  rebroussement  aussi  éloignés  qu'on  le  veut  d'un  point  fîxc. 
On  sait,  en  effet,  que,  pour  pouvoir  écrire  l'égalité 

lim    —  =  lim  -^-> 

J-r=oc    X  a-— ao  ((X 

il  ne  suffit  pas  que  le  second  membre  existe,  il  faut  encore  que  les 
équations  dx  =  o,  dy  =  o  ne  soient  pas  vérifiées,  en  même  temps, 
pour  des  valeurs  de^,  aussi  grandes  qu'on  le  veut.  Ainsi,  par  exemple, 
dans  la  courbe  représentée  par  les  équations 

X  =  {t  -h  sin  t  cos  /)c''"',        y  z=  t  -h  sin  t  cos  /, 

la  tangente  tend  à  devenir  parallèle  à  Taxe  des  -r,  lorsque  le  point 
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dfi  contact  s'éloigne  à  l'infini;  mais  le  rayon  vecteur  ne  cesse  d'os- 
ciller entre  deux  droites,  qui  sont  divisées  en  une  infinité  de  parties 
égales  parles  points  de  rebroussement  de  la  courbe. 

Cësàro  (Naples). 

1132.  (1897,  196)  (A.  Goulard).  —  Dans  la  progression  géo- 
métrique I  4- <7 -H  ^*-l-. .  .-h  ^'"~S  le  produit  de  deux  termes  à 
égale  distance  des  extrêmes  étant  constant^  leur  somme  va  en  dimi- 
nuant à  mesure  qu'on  s'éloigne  des  extrêmes;  on  en  déduit 

1  -»-  y  -f-  <7*  -^ . . .  -{-  <y"»-*  <  —  { I  -h  7'«-*  ). 


•À 


De  là  et  de  l'égalité 


(-i)"— i[(-ir-(-j.r- -] 


on  conclut 


\         m/  m        'i    L\         '"/  J 


ou 


et,  a  fortiori^ 


•(-ir<'-(-i)" 


ou 


( 


I  \"' 

-+--)     <3. 


On  en  déduit,  par  exemple,  que  pour  m  ^3  on  a 

yjm  >      y 


/n  -H  I. 

H.  Dellac. 


Autre  réponse  de  M.  L.  Gérard. 


Soient  aj,  a^,  ...,  a„i  des  nombres  positifs  dont  la  somme  est 
égale  à  1.  £n  multipliant  ai+ aj-f-. . .+ a,^  par  lui-même,  on  a 
iZaïaj-^  X*  =  I, 

(i)  laiaj<-' 

En  multipliant  par  aiH- aj-f-..  .4- «/n  = 'ï  on  trouvera  trois  fois 
chaque  produit  ataja^^  et,  en  outre,  d'autres  termes.  Donc, 

(  1)  laiajai,  <  — -  <  — . 

'2.3  '2' 
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On  aurait,  de  même, 

(3)  ,  ^aiajai,ai  <       ..    ,  <  —, 

el  ainsi  de  suite.  Ceci  posé,  considérons  le  produit 
II  =(i  -4-  a{)(\  -h  ^2). .  .(i  -f-  afn)=  I  -h  Sa/-h  2a/Cfy-h...-+-(ai...a„;'). 
On  a,  d'après  ce  qui  précède, 

n  — I  — 2«/r=  ii_.2<  -  -h  i-  -^...-'' ^—  <i, 

n  <  3. 

Si,  en  particulier,  on  fait  ai  :=«*=..  .=  a„,  =  — » 

m 


( 


//?/  C.-A.  Laisant. 


1.  La  quantité  (  i  h )     croît  avec  m. 

\         m/ 

Soit  n  >  /?i.  Décomposons  n  -^  i  en  w  parties  égales,  leur  produit 

/          I  \  '*        .                                                       .                        ^n  -f- 1 
est  (  I  H )   •  Décomposons  /i  -h  1  en  m  parties  égales  à  el 

en    n  —  ni    partie»    égales  à  i  ;  le  produit  de  toutes  ces  parties  rsl 

(IH )      et,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 
m/ 


(-i)" 


-^~y"<  (  '-^r  )   '         (m</*). 


n 


2.  La  quantité   (  1  H — -  I  décroît  avec  m. 

Décomposons  n  en  n  -h  1  parties  égales,  leur  produit  est 

( 

Décomposons  n  en  //i  4-  i  parties  égales  à  — — —  et  en  n  —  m  par 

(^i     \  «n-l 
■ —  )  ^^ 

l'on  a,  en  vertu  du  théorème  invoqué  plus  haut, 


7t  -T-  I  , 

m 


ffi 


;/!-+- 


»  ^  /    71   y'-+-' 


77t    -t-  1 

OU 

I     \  ///  +  1  /  j  W/  f  i 


/  I        \ 


3.  Comme  on  a,  de  plus,  (11 j     <  (  i   î    — j         y  ^'i  l'on  dé- 
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montre  qu'il  y  a  une  valeur  de  m  telle  que  l'on  ait 

on  aura  pour  celte  valeur  de  m  et   toutes  les   autres  valeurs  supé- 
fiH I     <3;    or  c'est  ce    qui    arrive    pour    m  =  5,    car 


rieures 


6^ 
6«  =  46.65C,  5«  =  i5.6ij,  5«.3  =  46.875et  -  <3.    D'autre  part,    on 


:)6 


vérifie  sans  peine  l'inégalité  proposée  pour  m  =  i ,  2,  3,  4- 

Henry  Bourget. 

Soit  u,n.  =  f  I  H 1    j  tn  étant   un    nombre    entier    positif.    On 

peut  démontrer,  d'une  façon  élémentaire  et  sans  utiliser  la  formule 
du  binôme  (sauf  dans   le  cas   où   l'exposant  est  égal  à  deux)  : 

1°  Que  Um  croît  constamment  avec  m; 

2"  Que  u,n  est,  pour  toute  valeur  de  /n,  inférieur  à  3. 

En  efTet,  on  a,  pour  toute  grandeur  positive  /), 

(1)  (i-h/0"*>  i-f-mA, 

et,  pour  une  grandeur  positive  çr,  inférieure  à  i, 

(2)  (i  — /7)'">i  — m^r. 

Ces  inégalités  sont  vraies  pour  m  =  2;  on  les  admet  pour  l'expo- 
sant m  et  l'on  fait  voir  qu'elles  subsistent  pour  l'exposant  m-hi. 
La  seconde  inégalité  est  d'ailleurs  évidente  si  mq  >  i. 

On    a    identiquement  1  —  /î  =  -. —  j  d'où  résulte 


<'■  (.-'0-.^ j-r^< j-; 


( 


I  H r  I  -+-  m 


v  —  hj  •        '    i  —  h 

en  vertu  de  l'inégalité  (i),  de  l'expression  de  Um  on  lire 

"m  L  { /«  -t-  I  )2  J      \  m  -+-  1  / 

et,  en  appliquant  l'inégalité  (1), 


IH h 


Um  (  //*  H-  I  )-       \  fn  -h  I 
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c'est-à-dire 

>      I  H 1 Ti     (  IH 

u,n  L         AAi -i- 1        (m-»-i;*J  \         m -h  I 

ou 

i^^^>i4- ' 

u,n  (m  4-1)» 

Um-\-\  est  donc  >  m,,»,  m,«  croît  constamment  avec  m. 
De  l'équation 

on  tire  maintenant,  en  appliquant  Finégalité  (3), 


W/7-H1    ^  ï 


«/,,  ni  H-  I 


(/n-f-i)* — I 
ou 


W/«-4-i  ^     (m -i-i)(/?i -4- 9.)  I 

<^  -, ; r — ^ — — — ; — -   =  I  -f 


u,n         m  (  //n-  '2  )  -h  /?i  -H  I  '    /n*  -h  3  m  -4-  i 

et,  à  plus  forte  raison, 

(4)  ^<<+        ' 


u,n  (m-f-i)» 

3 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  it„,  <  3 ^  il  en  résultera 

*^  "^  ni 

\         ''V    \         (  /n  4-  I  )*  \         m  -h  I  / 

Or  l'inégalité  «m  <  3  (  i \  est   exacte   pour   m  =  g,  puisque 

I  —  I    <  —  ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque 


On  a  donc 


v'3<>.(-^)'=.,r>8. 


à  partir  de  m  =  9  et,  par  conséquent,  quel  que  soit  /i?,  Um  <  3. 

Des  propositions  qui  viennent  d'être  démontrées  résulte  facile- 
ment que  u„i  tend  vers  une  limite  déterminée  quand  ni  augmente 
indéfiniment.  J.  Fraxel  (Zurich). 
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On  trouve  une  répunse  à  cette  question  dans  VAnalisi  algebrica 
de  M.  Cesàro  (p.  i  lo).  Soient  2,  P»  Y^  ••*  ^^^  quantités  positives 
quelconques,  inférieures  à  l'unité.  11  est  aisé  de  voir  que 

(I— a)(I-?)(l-Y)...>l-2:a-f-la?-Sa§Y• 
En  particulier,  si  les  quantités  a,  ^,  ^i  -  •  *}  ^"  nombre  de  /t,  sont 
toutes  égales  à  —9  on  obtient 

d'où  l'on  déduit  successivement,  en  posant  /i  =  /7i  +  1, 

(— :r>v  (-=)"<'• 

Rosace, 

La  proposition  13  du  paragraphe  7,  partie  II,  t.  I  du  Formulaire 
de  Mathématiques  est 

/  I  \  '"       /         I  \  '*"*"* 


/  I  \  '«       /         I  \  '*■ 


(-^) 


m 


Pour  n  =  10  on  a  (  I  H )     <  2 ,8 j 


L'inégalité  en  question  est  démontrée,  sans  employer  la  formule 
du  binôme,  et  sans  considérations  de  limites,  par  exemple,  dans 
mes  Lezioni  di  Analisi  infinitésimale^  1893,  §  23. 

G.  Peano  (Turin). 


on   a 


I 

-  =  mx.  En  eiïectuant  la  division  des  deux  polynômes 


Soit  X  une  valeur  numérique  telle  que  (  n )     =  i-i-ar, 

du  premier  membre,  on  a  le  polynôme  suivant  à  m  termes 

Groupons  deux  à  deux  les  termes  de  ce  polynôme,  le  premier  avec 
le  dernier,  le  second  avec  l'avant-dernier,  etc.;  d'une  façon  géné- 
rale le  y?'*^*  avec  le  (m— /?)•'"»*.  Il  est  facile  de  voir  qu'un  groupe 
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quelconque  ainsi  formé  a  une  valeur  numérique  plus  grande  que  le 
groupe  qui  le  suit  immédiatement,  autrement  dit  que  Ton  a 

{'■^T.)     -('-7«)    >{^^7r,)      -('-;;7J' 

iH )  >{iH 1       j  ce  qui 

mj  \        ni]  ^ 

est  vrai  pour  toute  valeur  de  m  entière,  tant  que  p  est  inférieur  à 

—  •  Dans  le  cas  où  m  est  pair  on  peut  donc  former  ainsi  — groupes, 

tels  que  chaque  groupe  soit  inférieur  numériquement  au  précédent, 
et  inférieur,  par  conséquent,  au  premier  de  tous.  Dans  le  cas  où  m 
est  impair  =2/1-1-1,   il   reste,   une   fois  les  n   groupes  formés,  un 

terme  isolé  qui  est  (  i -f- -     )       •  Or  on  a.  évidemment, 

\        m  j 

c'est-à-dire  qu'en  considérant  ce  terme  isolé  comme  un  demi-groupe, 
il  est  plus  petit  que  la  moitié  du  groupe  précédent,  et,  par  consé- 
quent, plus  petit  que  la  moitié  du  premier  de  tous  les  groupes. 

Donc,  d'une  façon  générale,  il  est  prouvé  que  le  polynôme  consi- 
déré est  plus  petit  que  —  fois  la  valeur  du  groupe  composé  du  pre- 

m  \  {          \  \'«-î         "1 
niier  et  du   dernier   terme.   Donc  —     (  i  -^ )         -+-  i      >  nix\  or 

I   \'n-\  1 


ni }  I 

I  -i 

/// 


En  substituant,  cette  éiîalilé  devient 


--  \niK\  '\-  jc)  -\-{m  -\-  I )]  ;r. •  r ( /n  -f-  I )• 


'>. 


D'où  l'on  lire 


1 

0 


'}. 


* 


et  f[-h-*    )'"<  3(1 ^) 

\         m  /  \         m  -h  2/ 


A.  Dlpont. 


M.  GÂUTHIER-VILLARS. 


Le  numéro  de  février  de  V Intermédiaire  était  déjà 
tiré  quand  nous  avons  appris  une  bien  douloureuse  nou- 
velle, celle  de  la  mort  de  M.  GAUTHIER-VILLARS 
père,  décédé  le  5  février  dernier,  à  l'âge  de  69  ans. 

Les  relations  si  cordiales  que  nous  avions  avec  lui 
depuis  longues  années  nous  ont  fait  ressentir  cruelle- 
ment l'étendue  de  la  perte  que  nous  venons  de  faire. 

Ici,  nous  avons  particulièrement  à  rappeler  qu'il  fut 
avec  nous  fondateur  de  ce  Journal.  Sans  le  concours 
précieux  qu'il  nous  apporta  dès  l'abord,  sans  les  conseils 
affectueux  et  utiles  dont  il  ne  cessa  de  nous  aider, 
nous  n'aurions,  sans  doute,  jamais  pu  mettre  à  exécu- 
tion le  projet  que  nous  avions  conçu,  et  qui  répondait 
cependant,  la  suite  l'a  montré,  à  un  besoin  scientifique 
incontestable. 

Du  premier  jour,  M.  Gauthier- Villars  comprit  l'im- 
portance de  notre  œuvre,  nous  encouragea  et  mit  à 
notre  disposition,  avec  sa  bonté  et  sa  bienveillance  ha- 
bituelles, les  moyens  dont  il  disposait  et  qui  nous  ont 
tant  facilité  la  tâche. 

Tous  les  lecteurs  de  X Intermédiaire  s'associeront  à 
l'hommage  de  reconnaissance  que  nous  devons  à  la  mé- 
moire de  M.  Gauthier- Villars;  et  nous  sommes  assurés 
d'être  leurs  interprètes  fidèles  en  exprimant  du  fond  du 
cœur,  à  tous  les  membres  de  sa  famille,  la  part  que 
nous  prenons  à  leur  deuil,  qui  est  aussi  le  nôtre. 


C.-A.  Laisant,  E.  Lemoine. 
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QUESTIONS. 


23.  (1894,  6)  [M'ib]  On  sait  qu'une  courbe  gauche 
quelconque,  sans  points  singuliers,  d'ordre  rf,  avec  h  points 
doubles  apparents,  peut  se  représenter  comme  intersection 
d'un  cône  de  sommet  arbitraire  (j:,  y^  zY=  o  avec  une  sur- 
face  monoïde  de  même  sommet  o>  =  ^r  =  -^'^'  ^\ — ,  où 

n  (caractère  introduit  par  Halphen  )  désigne  l'ordre  du  cône 
d'ordre  minimum  qui  passe  par  les  A  droites  doubles  du 
cône  (.^,  J^,  zY=o. 

En  écrivant  nd  =  2  A  -h  6,  le  nombre  9  est  nul  ou  positif, 
le  nombre  A  est  égal  au  plus  èi\(d —  i)(^ —  ^)  ^^  8^"  moins 
à  l'entier  le  plus  grand,  égal  ou  inférieur  à  ^(d —  i)^. 

Cela  étant  posé,  en  prenant  pour  (rf,  A,  n)  des  valeurs 
données  quelconques  qui  satisfont  à  ces  conditions,  il  existe 
prima /acie,  mais  pas  toujours,  une  courbe  correspondante 
(rf,  A,  /i)  ;  et  quand  cette  courbe  existe,  elle  peut  exister  non 
pas  pour  la  configuration  générale  des  A  droites,  comme 
définie  par  le  nombre  n,  mais  seulement  pour  des  configu- 
rations particulières  de  ces  droites.  Par  exemple,  pour 
(rf,  h^  n)^  (9,  16,  4)î  les  seize  droites  sont  situées  sur  un 
cône  du  quatrième  ordre. 

Il  semble  qu'il  doit  y  avoir  une  courbe  (9,  16,  4);  mais 
cette  courbe  n'existe  pas,  à  moins  que  les  seize  droites  ne 
soient  les  intersections  de  deux  cônes  du  quatrième  ordre 
(voir Cayley,  Collected maihem. papers,i.\ ]  li^i:  Notes 
and  références;  Zo^-io^). 

Il  s'agit  de  déterminer  généralement  dans  quels  cas  il 
existe  réellement  une  courbe  (rf,  A,  n). 

A.  Gayley  (Cambridge). 
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2o.  (1894)  7)  [M* 5a]  Trouver  Téquation  intrinsèque 
générale  des  cubiques  planes,  et  s'en  servir  pour  la  classifica- 
tion de  ces  courbes.  Cesàro  (Naples). 

27.  (1894,  7)  [Q4a]  Dans  un  Mémoire  sur  le  problème 
des  aspects  publié  en  1882  (S.  il/.),  j'ai  élé  amené  à  classer 
les  configurations  de  n  points  dans  un  plan,  d'après  la  valeu  r 
d'un  certain  entier  caractéristique  e,  qui  peut  se  définir 
comme  il  suit  :  Supposons  tracées  toutes  les  droites  qui  joi- 
gnent les  n  points  deux  à  deux;  chacune  d'elles  sera  divisée 
par  les  deux  points  qu'elle  joint  en  trois  segments,  deux  ex- 
térieurs et  un  intérieur;  le  nombre  total  des  points  de  ren- 
contre d'un  segment  intérieur  avec  un  segment  extérieur 
sera  précisément  3e.  Cette  caractéristique  e  est  nulle  quand 
les  n  points  forment  un -polygone  convexe  et  ne  peut  dé- 
passer dans  les  autres  cas  une  limite  au  plus  égale  à 
Yii^ — 3)(/i'  —  3/1^ —  10/14-48);  mais  quelles  valeurs  peut- 
elle  prendre  en  réalité  pour  les  diverses  formes  de  configu- 
rations géométriquement  possibles?  Quel  est  le  maximum 
réel  de  ces  valeurs  et  à  quelle  configuration  correspond-il? 
Autant  de  questions  qui  restent  à  résoudre  et  qui  paraissent 
présenter  assez  d'intérêt.  Le  maximum  de  e  permettrait  no- 
tamment de  définir  le  polygone  le  plus  différent  possible 
d'un  polygone  convexe  ayant  le  même  nombre  de  côtés. 

R.  Perrin. 

31.  (1894,  8)  [Q4b]  J'ai  présenté  aux  Congrès  de  l'As- 
sociation française  (A.  F.,  Marseille,  1891;  Pau,  1892) 
deux  études  sur  le  Problème  du  cavalier  aux  échecs  5  si 
quelque  lecteur  français  ou  étranger  connaissait  des  marches 
du  cavalier  en  carrés  semi-magiques,  non  comprises  dans  la 
collection  des  1 10  dessins  donnés  dans  ces  deux  études,  je 
lui  serais  reconnaissant  de  vouloir  bien  me  les  communiquer 
avec  leur  provenance,  c'est-à-dire  le  nom  de  leur  auteur  et 
autant  que  possible  le  lieu  et  la  date  de  leur  première  pu- 
blication. Général  Parmentier  (*). 


(<  )  L'adresse  de  M>  le  général  Parmentier  est  :  5,  rue  du  Cirque,  Paris. 
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33.  (1894,  9)  [T2b]  Les  roues  de  vélocipèdes  sont 
montées,  .comme  on  le  sait,  non  par  des  bras  rigides,  mais 
par  des  (ils  métalliques  tendus  qui  réunissent  la  jante  au 
mojeu.  Il  serait  fort  intéressant  d'étudier  les  conditions  de 
résistance  de  ces  roues  montées  en  tension  lorsqu'elles  sont 
chargées  en  leur  centre  et  soutenues  par  un  plan  horizontal. 
C'est,  en  somme,  l'étude  de  l'équilibre  d'une  pièce  à  section 
constante,  sous  l'action  de  forces  dirigées  vers  un  centre 
fixe  ;  on  pourra  même,  pour  simplifier  la  question  et  vu  le 
très  grand  nombre  de  rais,  supposer  les  forces  réparties  uni- 
formément le  long  de  la  jante.  H.  Léauté. 


1215.  [B3d]     Si  la  résultante  des  équations 

a?* —  5yx^-{-5zx^ —  5  (a  — y*)x  —  5yz  —  p  =  o, 

y^  —  j (xz  -t-  a)y^ H-  5 (^* -4-  ax^ )y^  —  5 {axz  —  x^z^  —  a^)y 

-+-  5(a*ar*-h  az^  —  xz^ —  ax^z) —  7  =  0, 

z^ —  5 aj'-s' -f- 5 a' a:z*  —  5û'(a  — y^)z  —  Sa^xy  —  r  =  o, 

OÙ  deux  des  variables  x^  y^  z  doivent  être  éliminées,  est  trop 
laborieuse  à  calculer  (ce  qui  est  probable),  pourrais-je  avoir 
le  degré  et  la  forme  de  cette  résultante? 

G.  RiGÀLDE  (Merida,  Yucatan). 

1216.  [I9c]  La  proposition  suivante  est-elle  vraie  ou 
non?  Et  si  elle  ne  l'est  pas,  comment  doit-elle  être  modifiée? 

Si  N  appartient  à  l'exposant  m  >  i  par  rapport  à  a,  et  à 
l'exposant  n  >  i  par  rapport  à  6,  et  si  nous  représentons 
par  a  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  b,  et  par  ^ 
le  plus  petit  commun  multiple  de  m  et  de  n,  le  même 
nombre  N  appartient  à  l'exposant  a  x  (î  par  rapport  au  divi- 
seur ax  b^  excepté  quand,  a  étant  égal  à  6,  on  a 

W^rr:  l -\-  mult  a*. 

G.  RicÂLDE  (Merida,  Yucatan). 

1217.  [L*  15e]  Une  bille,  lancée  sur  un  billard  ellip- 
tîquei  ira-trelle  passer  dans  le  voisinage  de  tout  point  du  bil- 
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lard?  On  suppose,  bien  enlendu,  que  la  bille  ne  part  pas  d'un 
foyer,  sans  quoi  elle  ne  saurait  évidemment  passer  que  dans 
le  voisinage  de  tous  les  points  de  l'axe  focal.       Rosace. 

1218.  [Q4b]  A-t-on  pensé  à  employer,  dans  le  jeu  du 
taquin  (Lucas,  Récréations,  t.  I,  p.  191),  des  lettres  au 
lieu  des  pions  numérotés?  Le  jeu  pourrait  avoir  pour  but  la 
composition  d'une  phrase,  ce  qui  est  toujours  possible  sur 
le  taquin  ordinaire,  pourvu  qu'il  y  ait  au  moins  une  lettre 
répétée.  Une  seule  répétition  suffît,  en  effet,  pour  faire  dis- 
paraître toute  distinction  de  classe  entre  les  permutations, 
et,  par  suite,  toute  impossibilité  de  position  sur  l'échiquier. 
Le  jeu  prendrait  un  aspect  assez  intéressant  si  l'on  pouvait 
former  deux  phrases  avec  les  mêmes  lettres,  toutes  diffé- 
rentes;  ce  qui  ne  semble  pas  facile  avec  cinq  voyelles  et 
onze  consonnes.  Il  pourra  se  faire  que  le  joueur  ne  sache  pas 
a  priori  quelle  phrase  il  finira  par  pouvoir  composer,  ou 
bien  que  le  jeu  se  réduise  à  la  construction  d'une  anagramme. 

Rosace. 

1219.  [I19c]  Au  Dictionnaire  philosophique,  article 
Géométrie,  on  trouve  cette  réflexion  de  Voltaire  : 

«  Lorsque  Archimède  trouva  la  pesanteur  des  corps,  il 
rendit  service  au  genre  humain;  mais  de  quoi  vous  servira 
de  trouver  trois  nombres  tels  que  la  différence  des  carrés  de 
deux  ajoutée  au  cube  des  trois  fasse  toujours  un  carré  et  que 
la  somme  de  trois  différences  ajoutée  au  même  cube  fasse 
un  autre  carré?  »  —  Nugœ  dijjlciles.  D'après  la  connaissance 
que  Voltaire  avait  des  Mathématiques,  on  ne  s'étonnera  pas 
de  l'extrême  indétermination  d'un  problème  qui  a  dû  être 
proposé  au  hasard  de  l'improvisation.  Mais  la  question  méri- 
terait peut-être  un  nouvel  examen  et  il  serait  intéressant, 
au  moins,  de  savoir  à  quelles  équations  on  peut  la  ramener 
et  de  chercher  comment  il  faudrait  modifîer  cet  énoncé  pour 
le  rendre  résoluble  et  d'en  indiquer  une  solution  en  nombres 
entiers.  H.  Brocard. 

1220.  [M*  8g]     Une  droite  A  de  longueur  constante  s'ap- 
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puîe  sar  deux  droites  fixes  faisant  entre  elles  un  angle  donné. 
L'enveloppe  de  A  est  une  courbe  analogue  à  l'hypocycloïde 
à  quatre  rebroussemenls.  Je  désire  avoir  l'expression  de  Taire 
de  cette  courbe,  ainsi  que  son  équation  ou  au  moins  son 
degré.  E.-N.  Barisien. 

1221.  [E5d]  On  donne  une  circonférence,  un  point  A 
fixe  sur  cette  circonférence,  un  point  M  fixe  dans  son  plan  ; 
par  M  on  mène  une  sécante  qui  coupe  la  circonférence  en  B 
el  en  C.  Peut-on,  avec  la  règle  et  le  compas,  déterminer  les 
maxima  de  Taire  du  triangle  ABC?  Grip, 

1222.  [V]  De  quelle  époque  date  la  Perspective  ou  le 
premier  Traité  de  Perspective  ?  G.  de  Rocqdigny. 

1223.  [V]     Dans  la  proportion  harmonique  ,_     =  -> 

dans  la  division  harmonique  d'une  droite,  .  .  .,  quelle  est 
Torigine  de  cette  expression  :  harmonique? 

G.  DE  ROCQUÏGNY. 

1224.  [13]  Je  voudrais  les  valeurs  entières  de  x  el  àe  y 
telles  que  x-  -{- y^  soit  exactement  divisible  par  x  4-^? 

G.  DE  ROCQUIGNY. 

1223.  [V7]  Où  sont  les  vingt-deux  propositions  de 
Fermât  annoncées  à  la  page  xxxii  de  Tlntroduction  de  la 
Théorie  des  nombres  d'Ed.  Lucas?     G.  de  Rocquigny. 

1226.  [I25b]  La  proposition  suivante  :  «Tout  nombre 
polygonal  de  p  côtés  est  la  somme  de  p  triangulaires  effec- 
tifs, aucun  des  composants  n'étant  égal  à  zéro  »,  est-elle 
exacte?  G.  de  Rocquigny. 

1227.  [I17b]  La  proposition  suivante  :  «  Tout  carré 
entier,  excepté  i,  est  toujours  aussi  somme  de  deux,  de 
trois  ou  de  quatre  carrés  »,  est-elle  exacte? 

G.  DE   RoCQUIGNY. 

1228.  [Q4a]     Pourrait-on  me  faire  savoir  si  le  problème 
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suivant  a  été  traité  ou  s'il  y  a  des  personnes  qui  s'en  occu- 
pent actuellement  : 

«  Étant  donnés  n  points  entre  lesquels  on  a  constitué 
a  communications  arbitraires,  joignant  chacune  un  de  ces 
points  directement  à  un  autre;  combien  de  fois  peut-on,  le 
long  de  ces  communications,  aller  d'un  point  à  l'autre  en  les 
touchant  tous,  chacun  une  seule  fois?» 

Or  FiTTiNG  (Gladbash). 

1229  [H2c]     Trouver  une  substitution 

^  =  ?(",«')>      y  =  ^{u,v). 
telle  que  l'équation  différentielle 

du  dv 


se  ramène  à  une  équation  de  Clairaut 

R,  de  Crès. 

1230  [L*6a]  A  qui  doit-on  la  construction  du  centre 
de  courbure  d'une  conique,  connaissant  la  normale  et  les 
foyers?  Je  viens  de  trouver  cette  construction  dans  un 
Ouvrage  publié  à  Naples  en  181 4  '  Trattato  analitico  délie 
sezioni  coniche^  del  sig^  N.  F,  (Nicola  Fergola),  prop. 
LXXVII,  p.  1^^^  Jig.  54»-  F.  Amodeo  (Naples.) 

1231  [V9]  J'ai  remarqué  qu'il  est  difficile  de  trouver 
des  indications  sur  les  sujets  des  prix  mathématiques  propo- 
sés ou  décernés  par  les  Académies  des  diverses  nations. 

"L'Intermédiaire  ne  pourrait-il  combler  cette  lacune?  Je 
crois  que  cela  intéresserait  beaucoup  de  lecteurs  (*). 

Em.  Lasker  (Berlin). 

(')  Nous  donnerons  suite  bien  volontiers  à  la  demande  du  célèbre  joueur 
d'échecs  (champion  du  monde),  qui  est  en  même  temps  un  mathématicien 
de  mérite.  Mais  ce  n'est  possible  qu'à  deux  conditions  :  la  première,  c'est 
que  nos  correspondants  veuillent  bien  nous  communiquer  les  renseigne- 
ments dont  il  s'agit,  et  que  nous  ne  pouvons  trouver  de  nous-mème  dans 
les  divers  pays  ;  la  seconde,  c'est  que  les  indications  en  question  soient 
fournies  et  publiées  sous  une  forme  absolument  sommaire.  {Voir  aussi  ques- 
tion 1079.) 
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1232.  [K9b]  Je  désirerais  une  démonstration  ^^omé- 
trique  du  théorème  suivant  : 

Si  un  cercle  et  un  polygone  régulier  sont  concentriques 
et  si  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  côtés  du  polygone,  l'aire  du 
polygone  formé  en  joignant  les  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires est  constante, 

E.-B.  EscoTT  (Cambridge,  U.  S.  A). 

1233.  [Elle]  Étant  donnés  trois  cercles  de  centres  A, 
B,  C  et  de  rayons  R^,  R^,  R^,  on  prend  : 

Un  point  arbitraire  a  à  l'intérieur  de  A(Ra\ 
Un  point  arbitraire  ^  à  l'intérieur  de  B(R6), 
Un  point  arbitraire  y  à  l'intérieur  de  C(R<r\ 

et  Ton  décrit  le  cercle  a^y.  Peut-on  déterminer  les  régions 
du  plan  où  se  trouvent  les  points  qui  ne  sont  à  Tinlérieur 
d'aucun  cercle  a^Y?  Alauda. 

1234.  [I19a]  Les  équations  indéterminées  dites  de 
Pelly  x^-f-  I  =  2j-*,  x^ —  I  =  ^y^i  ont  fait  l'objet  de  nom- 
breux travaux,  et  Ton  sait  déduire  des  solutions  a:  =  i ,  ^=  i 
de  la  première,  une  infinité  d'autres  solutions  par  voie  récur- 
rente; de  même,  pour  la  seconde,  on  en  déduit  une  infinité 
d'autres  des  solutions  j?  =  i,  j^  =  o.  Je  désire  savoir  si  l'on 
a  démontré  que  toutes  les  solutions  de  ces  deux  équations 
sont  obtenues  ainsi.  Je  ne  demande  pas  une  démonstration, 
mais  un  simple  renseignement  bibliographique. 

Plusse, 

1235.  [P].  Je  désirerais  avoir  une  liste  aussi  complète 
que  possible  des  principaux  Ouvrages  (en  français,  anglais, 
allemand  ou  italien)  traitant  in  extenso  la  théorie  de  la  trans- 
formation des  figures. 

J.-J.  DuRAN-LoRiGA  (La  Corogne). 

1236.  [Dlb].     On  sait  que  la  fonction  de  Gauchy 

1^ 
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a  la  propriété  que,  quoique  la  fonction  et  ses  dérivées  soient 
continues  pour  toute  valeur  de  x^  si  Ton  applique  le  théo- 
rème de  Maclaurin,  le  développement  se  réduit  au  reste, 
puisque  la  fonction  et  toutes  ses  dérivées  sont  nulles  pour 
j?  =  o,  et  l'on  a,  pour  /i  =  oo, 

lim  <p"(6ir)  =  » 
et 

R  =  lim— j-<p'»(ea')  =  <p(ar). 

Pourrait-on  m'indiquer  diverses  autres  fonctions  ayant  la 
même  propriété? 

J.-J.  DuRAN-LoRiGA  (La  Corogne). 

1237  [Rie]  Quelque  correspondant  connaît-il  un  moyen 
de  parvenir  sans  frais  particuliers  à  réaliser  matériellement 
un  modèle  de  système  articulé  gauche?     E.  Dovorcq. 

1238  [K2c]  Le  théorème  du  contact  du  cercle  inscrit 
avec  le  cercle  des  neuf  points  est  connu  sous  le  nom  de 
Théorème  de  Feuerbach.  Il  y  a  beaucoup  de  démonstra- 
tions de  ce  théorème,  mais  je  désire  connaître  la  démonstra- 
tion originale  de  Feuerbach. 

Un  correspondant  pourrait-il  me  donner  des  renseigne- 
ments bibliographiques  sur  ce  théorème  et  biographiques 
sur  Feuerbach.  A. -S.   Ramsey  (Cambridge). 

1239  [M^ast]  Quels  sont  les  principaux  Mémoires  qui 
ont  été  écrits  sur  les  épicycloïdes?       A.  Gob  (Hasselt). 

1210.  [I2ba]  Dans  deus  opuscules  parus  en  1867  et 
1869,  M.  Landry  done  les  résultats  vraiment  étonants  d'une 
métode  nouvèle  pour  la  décomposition  des  grands  nombres 
en  facteurs  premiers;  mais  il  ne  dit  rien  de  la  métode  èle- 
méme.  A-t-èle  été  publiée  depuis,  et  où  pourai-je  en  prendre 
conaissance;  ou  bien  en  quoi  consiste-t-èle? 

A.  GOULARD. 


»•••• 
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RÉPONSES. 


74.  (1894,  26)  (Artemas  Martin).  —  (1894,  167).  —  Note.  —  En 
attendant  qu'on  trouve  un  bicarré  égal  à  la  somme  de  trois  ou  de 
quatre  bicarrés,  ou  qu'on  puisse  en  démontrer  l'impossibilité,  voici 
une  identité  qui  donne  une  infinité  de  bicarrés  égaux  à  la  somme  de 
cinq  bicarrés  : 

(4^*-*-^*)*=  (4x^— ^*)*-f- (407»^)*-»- (4a:»^)*-f- (2«"7*)*-+- (aar^»)*. 
En  faisant  x  r=y  —  i,  on  obtient 

5*=3*-i-4*-H4*-ha*-4-2S 

identité  plus  simple  que  celle  de  M.  A.  Martin,  indiquée  dans  sa 
question.  E.  Fauqurmbergue. 

268.  (Gh.  Biochr).  — (1894,  i49)-  —  Construire  un  triangle  mnp 
connaissant  les  pieds  a,  6,  c  des  bissectrices  intérieures,  —  Le 
problème  sera  résolu  si  nous  déterminons  l'angle  a  de  mp  et  cb.  En 
effet,  connaissant  a,  nous  pourrons  tracer  la  ligne  indéfinie  m/?..  Pre- 
nons sur  mp  deux  points  r  et  q,  tels  que  ar  =  bq  =^  ab;  deux  arcs 
égaux,  tracés  de  a  et  ^  comme  centres,  se  coupent  en  t  sur  la  bis- 


nt 


sectrice  mb;  la  même  construction  avec  b  et  q  nous  donne  s  sur  la 
bissectrice  ap.  Traçant  ces  bissectrices,  nous  trouverons  les  points 
m  et  p,  qui  déterminent  le  triangle.  Quand  les  arcs  tracés  de  a  et  6 
comme  centres  ne  coupent  pas  mpj  on  voit  que  le  problème  n'a  pas 
de  solution. 
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Cherchons  donc  à  déterminer  les  angles  a,  p,  y*  Appelant  a,  6,  c 
les  côtés  du  triangle  abcj  on  a 

a  sina  =  c  sin(Y  -t-  9);         6  siny  =  a  sin(p  -4-  e); 
c  sin  p  =  6  sin(  a  -h  0  ). 

Si  l'on  fait  sina  —a?,  sin^  =y,  siny  =  z,  on  aura 

(i)  ar* -cosS.^a: — sin*c -h  t^J'*  =  o, 

(2)  ^' cosE.a^  — sm'E  H j«*^o, 

(3^  .3* cosô.a:-?  —  sm'ÔH ra:'  =  o. 

Eliminons  a:  et  j^  de  ces. équations,  et  faisons  pour  abréger 

a'   .  a* 

sin'6  -^  7— sin*e r-sin'8  =  m: 

6'  c* 

cos2e  -i-  cosaO  —  2  cosS  cos6  cose  =  n\         -r-z  =s; 

5in2  0  —  2  cos8  cose  sinO  =/>;         sin2e  —  2  sinecos8  cos6  =  q  ; 

2COs8  sine  sin6  —  r;         /n' — r*5  =  mi; 

/?*  -h  /•*  (  I  -+-  5  )  -  J-  2  m«  —  q^s  =  nx\         nr  —  /?*  4-  ç''  —  r*  =  /?i  ; 

9.(y/-  —  np)  =  qi\         'i(qrs  -h  mp)  —  rii         z-=u; 

OU  bien 

nii  =  sin*6(4  sin*8  —  3); 

/Il  =  4  sin'SCi  —  2  sin*8  sin*0  —  coso  cos6  cose); 

pi  —  16  cos8  cos6  cose(2  sin*0  —  i): 

^1  =  8  sin6  cos0(sin*6  -+■  2  sin*o  -h  3  sin't  —  4  ) ' 

ri  =  4  sin'0(cos6  -h  coso  cose  —  2  cos6  cos'o ;;         z^=  u. 

Nous  aurons  Téquation  finale  suivante  : 

.  .  j  (/'î-^5'î)'*'^-(2n,/?i— 2yir,  — ^f)u» 

(       —  (nj -i-2/ni/?i  4-2  5riri-4-r})z^2_|_(2mi7ii — r\)  it -\- ml  =  o. 

Pour  construire  les  racines  de  Tcquation  (4),  on  sait  qu'il  suffit 
de  mettre  cette  équation  sous  la  forme  i'*-f-/?jp'-f-/>3t> -f-/?4=  o. 
Les  valeurs  de  r  seront  les  abscisses  des  points  d'intersection  du 
cercle  et  de  la  parabole  qui  ont  pour  équations  respectivement 

(5)  r'-hv*'-^{pz—i)t  -hpiÇ  -hp,,  =  Oj         v^=t. 

Le  cercle  représenté  par  la  première  des  équations  (5)  aura  pour 
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rayon   \/  — — j^ ^'   ®t   P*^"''   coordonnées    du    centre 

—  — et  —  —  •  On  voit  que  généralement  le  problème  n'a  pas 

de  solution  avec  la  règle  et  le  compas. 
Cas  particuliers  : 
1°  Soit  8  =90**.  L'équation  (4)  est  alors 

4(1  — sin*Ê)«[n-i2(sin*e— ^)*]a*-+-8(sin*e  — i)>w-h(i— sin*e)*  =  o, 

d'où  

.   .          (\  —  sin*E*)ridb  sine  i/3(i  —  sin*e)l 
u  ==  sin*Y  =  1 — 1 — L_^ Là , 

I  -h  I2(sin*e  -—  î)' 


ou 


.    o       abz  dz  b  /(a* —  c')5* H-  a* 

ac 

a?  =  sin  a  = : 

a 

a«  o  =  90°;  0  =  2  =  45'.  On  trouve,  pour  l'équation  (4), 

"       "-^76=^'        "=""4~^ 


la  valeur  siny  =  j  V'2 -4- ^^3,  qui  est  la  seule  convenable,  donne 
Y  =  io5%  3  =  3o°,  a  =  45*", 

$•  8  =  6  =  £  =  600.  L'équation  (  {)  donnera 

4  tt*  —  9  a»  -H  -fa' ^  w  =  o. 

4  10 

M  =  o,  «  =  f  ( racine  triple).  La  valeur  m  =  |  donne  a  =  p  =  y  =  6o*. 
La  valeur  u  =  o  correspond  au  cas  où  l'un  des  angles  du  triangle 
est  de  60"  et  où  deux  côtés  sont  parallèles. 

G.  RicALDE  (Merida,  Yucatan). 

363.  (rreôi^).  — (1894,  214).  — (1895,  392).  — Pour  aider  à  faire 
comprendre  la  possibilité  de  la  construction  d'une  machine  algé- 
brique pour  le  calcul  des  déterminants,  je  signalerai,  dans  V Annuaire 
de  VA.  F.  A,  S,  pour  1895  (Bordeaux),  la  description  (p.  90-102). 
par  M.  L.  Torres,  des  machines  algébriques  de  son  invention,  dont 
il  a  été  parlé  dans  la  première  réponse  insérée,  t.  Il,  p.  392. 

H.  Brocard. 
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476.  (1895,  23)  ( Leva VA88EUR).  —  771.  (1896,  55)  (Colonel  Néru). 
—  Géométrie  de  trois  droites  dans  V espace  (1896,  i63^  171  )■  —  'l 
semble  qu'il  existe  une  extension  complète  de  la  Géométrie  du 
triangle  dans  le  sens  indiqué  ;  je  me  propose  de  la  faire  connaître 
en  exposant  les  théorèmes  suivants  dont,  pour  abréger,  je  ne  don- 
nerai pas  les  démonstrations  ;  elles  seront  publiées  dans  le  journal 
danois  :  Nyt  Tidsskriftf,  Matematik. 

Appelons  figure  trilinéaire  la  figure  formée  par  trois  droites  de 
l'espace  a,  6,  c  et  par  leurs  plus  courtes  distances  (^c),  (ca),  (^^); 
a,  6,  c  sont  les  arêtes  et  (ôc),  {ca),  («^)  ^^s  côtés  de  la  figure.  On 
a  cette  proposition  : 

1.  Les  trois  plus  courtes  distances  entre  les  arêtes  et  les  côtés 
opposés  ont  une  normale  commune. 

Appelons  bissectrice  du  côté  ab  la  ligne  perpendiculaire  sur  {ab) 
en  son  milieu  et  faisant  des  angles  égaux  avec  a  et  6;  en  prenant 
pour  a  et  b  des  directions  positives  distinctes,  nous  pouvons  distin- 
guer les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  du  côté.  Alors: 

2.  Les  trois  bissectrices  extérieures  des  côtés  ont  une  normale 
commune. 

3.  Les  plus  courtes  distances  entre  les  arêtes  et  les  bissectrices 
intérieures  des  côtés  opposés  ont  une  normale  commune. 

Tous  ces  énoncés  contiennent  les  théorèmes  plus  simples  de  la 
Géométrie  du  triangle  (les  médianes,  les  bissectrices,  les  hauteurs, 
les  perpendiculaires  aux  trois  côtés  en  leurs  milieux);  chacun  de 
ces  groupes  de  droites  passe  par  un  même  point. 

Mais  toute  la  Géométrie  projective  plane  aura  une  extension  re- 
marquable, comme  on  le  verra  en  observant  le  théorème  suivant, 
que  j'expose  comme  proposition  fondamentale  de  cette  géométrie 
des  droites  : 

4.  Lorsque  deux  figures  trilinéaires  sont  situées  de  manière 
que  les  plus  courtes  distances  des  arêtes  correspondantes  aient 
une  seule  normale  commune,  alors  les  trois  plus  courtes  dis- 
tances des  côtés  correspondants  auront  aussi  une  normale  com- 
mune. 

Cet  énoncé  contient  les  théorèmes  des  triangles  homologiques  et 
celui  des  triangles  orthologiques. 

D'après  cela,  on  peut  constituer  une  Géométrie  nouvelle,  en  opé- 
rant dans  l'esprit  de  la  Géométrie  projective  plane. 

A  une  ponctuelle  ou  à  un  faisceau  de  droites  dans  le  plan  corres- 
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pond  dans  Tespace  un  faisceau  composé  de  toutes  les  normales  à 
une  droite.  Deux  faisceaux  des  normales  peuvent  être  appelés  per- 
spectifs lorsque  les  plus  courtes  distances  des  droites  correspondantes 
ont  une  même  normale  fixe.  D'après  cela,  Tidée  de  faisceaux  pro- 
jectifs  est  facile  à  concevoir. 

Aux  coniques  dans  le  plan  correspondent  des  congruences  inté- 
ressantes, sur  lesquelles  on  peut  établir  un  théorème  analogue  au 
théorème  de  Pascal,  etc.,  etc. 

JouANNES  Petersen  (Copenhague). 

817.  (1896,  85)  (P.  Tannert).  —  Liste  des  courbes  ayant  reçu 
des  noms  particuliers  (1897,  io3;  1898,  i3). 

Deuxième  supplément. 
Branche. 

Caténaire  sphérique.  —  Cercle  de  Lucas.  —  Cercle  des  centres. — 
Cercle  des  hauteurs.  —  Cercle  des  rebroussements.  —  Cercle  in- 
verse. —  Cercle  isotomique.  —  Cercle  orthocentroïdal.  —  Chemin 
d^intégration.  —  Circuit.  —  Conique  de  l'infini.  —  Courbe  conjuguée 
orthogonale.  —  Courbe  de  Salmon.  —  Courbe  de  Serret.  —  Courbe 
des  centres  de  carène.  —  Courbe  excubo-quartique. —  Courbe  funi- 
eulaire.  —  Courbe  géminée.  —  Courbe  mécanique.  —  Courbe  paral- 
lactique.  —  Courbe  ponctuée.  —  Courbe  ponctuelle.  —  Courbe 
réciproque.  —  Courbe  radicale.  —  Courbe  rectiligne.  —  Courbe 
sphérique.  —  Cubique  équilatère.  —  Cubique  simple. 

Déférent.  —  Dérivée. —  Développée  elliptique,  équilatère,  oblique, 
sphérique.  —  Droite. 

Ellipse  de  Mandart.  —  Entrelacs.  —  Étoile. 

Faisceau.  —  Fibre  moyenne.  —  Folium  parabolique  droit,  oblique. 
—  Folium  simple.  —  Folium  sphérique. 

Hyperbole  de  Feuerbach.  —  Hyperbole  sphérique. 

Isodynamique.  —  Isogonique.  —  Isopérimètre.  —  Isoscélienne. — 
Isothermique.  —  Isotrépente. 

Kohlenspitzencurve. 

Luicet.  —  Lieu  géométrique.  —  Ligne  anharmonique.  —  Ligne  cy- 
cloîdale.  —  Ligne  de  courant.  —  Ligne  minimum.  —  Lunule. 

Moulin  à  vent. 

Newtonienne. 

Ombilicale. 

Parabola  nodata.  —  Parabole  hélicoïde.  —  Parabole  sphérique. — 
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Paracycloïde.  —  Pascale.  —  Podoïde.  —  Pseudo-cycloïde.  —  Pseudo- 
unicursale.  —  Pseudo-versiera. 

Raccordement.  —  Réseau.  —  Roulette  gauche. 

Sesquisectrice.  —  Spirale  à  inflexion  proportionnelle.  —  Spirale 
de  Norwich.  —  Spirale  de  Pappus.  —  Spirale  sphérique.  —  Surin- 
dicatrice. —  Système. 

Tangentielle.  —  Tétracuspide.  —  Thalweg.  —  Toupie.  — -  Trajec- 
toire réciproque. 

Observations.  —  I.  Plusieurs  noms  de  chacun  des  catalogues  qui 
viennent  d'être  publiés  n'ont  eu  qu'une  existence  éphémère  et  sont 
tombés  presque  aussitôt  en  désuétude,  mais  il  convenait  de  les  réu- 
nir dans  une  liste  générale.  Plus  tard,  on  pourra  remanier  cette 
nomenclature  et  fusionner  les  diverses  dénominations  proposées  pour 
certaines  courbes  géométriques. 

Nos  lecteurs  ont  vu  (1897,  24^)  qu'une  Commission  permanente 
de  Bibliographie  et  de  Terminologie  a  été  proposée  au  Congrès  de 
Zurich,  pour  la  préparation  d'un  rapport  spécial  en  vue  du  Congrès 
de  Paris  en  1900.  Cette  Commission,  si  elle  est  nommée,  jugera  sans 
doute  utile  de  reviser  la  terminologie  des  courbes  géométriques,  et 
il  est  à  espérer  qu'elle  voudra  bien  consulter  les  répertoires  publiés 
dans  V Intermédiaire . 

II.  Je  ne  crois  pas  indispensable  d'augmenter  la  proportion  de 
dénominations  données  aux  courbes  en  diverses  langues  (latine, 
grecque,  allemande,  anglaise,  etc.).  Je  me  suis  borné  à  celles  qui,  à  la 
rigueur,  pourraient  être  adoptées  et  maintenues  dans  la  nomenclature 
française;  sinon  il  faudrait  établir  des  nomenclatures  comparatives, 
dont  l'urgence  n'est  pas  bien  démontrée  (^).  H.  Brocard. 

1071.  (1897,  122). —  (Garl  Stormer).  — Formule  donnant  toutes 
les  solutions  entières  positives  de  V équation 

(i)  ax  -^  h  y  =  cz, 

a,  b  et  c  étant  des  nombres  entiers  positifs  premiers  entre  eux. 
Divisant  l'équation  (i)  par  z,  on  déduit 

c  —  hv' 
(2)  ax''\-by=c^        d'où        a?' = ; 


(  '  )  J'ai  la  matière  d'un  troisième  supplément  que,  dans  l'ignorance  de 
l'apparition  du  deuxième,  je  comptais  fusionner  avec  celui-là.       H.  B. 
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SI  nous 
vient 


faisons j''=  —  (avec  la  condition  — <r  )  ^^  formule  (a)  d( 


,       en  —  bm  m  en  —  bm 

af  =  et,  par  suite,        y  =  —  z^         x  = z . 

an  '  ^  '        -^        71     '  an 

En  faisant  z  =  an  nous  aurons  la  solution 

ir  =  c/i  —  bm,        y  =  am,        z  ■=■  an. 

Maintenant  je  dis  qu'en  substituant  dans  (a)  des  valeurs  entières 
et  fractionnaires,  à  la  place  de  y ,  qui  soient  égales  ou  inférieures  à 

la  fraction  -r  nous  aurons  toutes  les  solutions  de  Téquation  (i). 

Soient,  en  effet,  ar  =p,  y  =z  q^   z  =  r  un  système  de  solutions; 

faisons^' =  —  dans  (2)  et  nous  aurons 

cr  —  bq  ,,   ,  cr—bq  q 

r  = 9  d  ou         X  = z,         Y  =  -^  z, 

ar  ar  ^        r     ^ 

mais  ap  -{-  bq  =  cr]  par  suite,  si  nous  faisons  ^  =  r,  il  en  résulte 

^=P,      y  =  q,       z  =  r. 

On  voit  donc  que  la  formule  (2)  permet  de  trouver  toutes  les  so- 
lutions entières  positives  de  l'équation  (i). 

J.-J.  DuRAN-LoRiGA  (La  Gorogne). 

Voir  Exereices  mathématiques  de  Cauehy,  1826  et  Exercices 
d'Analyse  numérique  de  Lebesgue,  1859.      E.  Fauquembergue. 

1089.  (1897, 147).  —  (E.-N.  Barisien).— rWa/i^/es  de  périmètres 
masrimums  ou  minimums  inscrits  ou  circonscrits  à  une  ellipse» — 
On  sait  que  le  poligone  de  périmètre  minimum  ayant  ses  somets  sur 
des  courbes  quelconques  planes  ou  gauches  a  pour  bissectrices  de 
ses  angles  les  normales  aus  courbes  aus  points  qui  sont  ses  somets. 

Hermann. 

1090.  (1897,  i47).  —  (A.  Goclard).  —  Sur  un  passage  d*Ed. 
Lucas.  —  La  réponse  se  trouve  à  la  page  3o  du  Mémoire  de  Lucas, 
intitulé  :  Becherches  sur  plusieurs  Ouvrages  de  Léonard  de  Pise. 

€  Il  reste  à  faire  l'addition  par  colonnes  verticales  :  pour  cela,  après 
avoir  retranché  2,  ou  un  pion  (*)  de  la  seconde  colonne,  comme 


(*  )  Go  admet  que  chaque  case  teinlée  est  garnie  d'un  pion. 
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rindique  la  théorie,  on  enlève  ensuite  deux,  pions  de  chaque  colonne, 
pour  en  reporter  un  dans  la  colonne  à  gauche,  et  dans  la  première 
à  droite,  lorsqu'on  arrive  à  la  dernière.  »  Delannot. 

1092.  (1897,  i47)- —  (  J-  DE  Vriks).  —  Décomposition  d'un  nombre 
en  une  somne  de  deux  carrés,  —  Legendre  a  traité  complètement 
cète  question  et  même  un  problème  plus  général  dans  sa  Théorie  des 
nombres,  t.  I,  p.  3o8-3f4.  A.  Goulard. 

Parmi  diverses  recherches,  je  citerai,  par  exemple  : 
L.  LoRENZ,  Tidsskr.  f.  Mat,  (3),  t.  1,  1871,  Sur  la  Théorie  des 
nombres,  où  l'auteur  s'est  proposé  d'évaluer  le  nombre  de  solutions 
de  l'équation  indéterminée  m-  -h  c/i*  =  N  pour  les  valeurs 

c=  I,  a,  3,  4    et    —  ï.  H.  Brocard. 

1099.  (1897,  i49^-  —  (M.-R.  de  Montessus.)— 5ar  une  transfor- 
mation de  l'équation  générale  du  5*  degré.  —  M.  de  Montessus 
trouvera  tous  les  renseignements  historiques  et  développements  sur 
la  transformation  Bring-Jerrard  dans  Klein,  Ikosaeder,  et  dans  le 
Traité  d'Algèbre,  de  M.  H.  Weber  (2  vol.,  Vieweg,  Brunswick  ). 

L.  Laugel. 

La  possibilité  de  faire  disparaître  trois  termes  d'une  équation  du 
5*  degré  a  été  établie  pour  la  première  fois' en  1786  par  le  savant 
suédois  E.-S.  Bring  (né  en  1736,  mort  en  1798),  dans  une  thèse 
publiée  à  Lund;  mais  cette  thèse  restait  à  peu  près  inconnue  jus- 
qu'en 1861,  où  G.-J.  Hill  insérait,  dans  les  Comptes  rendus  de 
V Académie  des  Sciences  de  Stockholm,  une  Notice  sur  la  méthode 
de  Bring.  D'autre  part,  Jerrard  s'était  servi,  en  i833,  du  même  pro- 
cédé et,  comme  on  ignorait  alors  la  découverte  de  Bring,  on  donna 
tout  d'abord  à  ce  procédé  le  nom  de  transformation  de  Jerrard. 

G.  Enestrom  (Stockholm). 

Dans  un  Mémoire  de  J.-J.  Svlvester,  Sur  la  transformation  dite 
de  Tchirnhausen  (Cr.,  t.  G,  p.  465-486;  1887),  l'auteur  a  fait  observer 
que  l'invention  de  la  méthode  n'appartient  ni  à  Tchirnhausen,  ni  à 
Jerrard,. mais  à  E.-S.  Bring,  qui  l'a  publiée  dans  une  thèse  parue  à 
Lund,  en  1786,  et  intitulée  :  Afeletemata  quœdam  mathematica 
circa  transformationem  œquationum  algebraicarum. 

Voir  aussi  F.  Klein,  Vorlesungen  ûber  das  Ikosaeder,  p.  i43  ; 
1884.  H.  Brocard. 

1114.  (1897,  172.)  (L.  Ripert).  —  Dédoublement  d'un  trièdre.  — 
Voir  la  brochure  de  M.  L.  Ripert,  La  Dualité  et  r homographie 
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dans  le  triangle  et  le  tétraèdre,  adressée  comme  supplément  au 
numéro  de  février  1898  aux  abonnés  de  V Intermédiaire. 

C.-A.  L41SANT. 

1116.  (Cyp.  Stephanos  ).  —  Interpolation  des  fonctions  numé- 
riques. —  1°  Interpolation  par  fonctions  interpolaires  -  fonda- 
mentales :  Soient /oi/i» /s '  •••  des  fonctions  arbitraires  de  a:  sa- 
tisfaisant aus  conditions  yo(o;  =  i,  /o(0  =70(2)  =  •  •  •=  o,  et,  en 
général, /rt{n)  =  i  exfn{x)  =  o,  lorsque  x  est  nul  ou  entier  positif 
diférent  de  n;  èles  donent  imédiatement  les  deus  formules  d'inter- 
polation 

(  I  )  y  ^ro/o  -+-ri/i  -^ytft  -+-..., 

si  les  seconds  membres  convergent. 

I                             j      j-        sinitfa?  — 7?)^         ,, 
Liome  exemple,  on  peut  prendre /«= — ^ r—  ,  et  l  on  a,  en 

général,  fn  =  '^—^  >  où  Zn  est  une  fonction  arbitraire  de  a?,  s'anu- 

TZZn 

lant  pour  x  =  n  et  égale  à  un  nombre  entier,  lorsque  x  est  nul  ou 
égal  à  un  entier  positif  diférent  de  n. 
Les  cas  particuliers  les  plus  simples  sont 

(sinrar  sinir(a7  —  i)  sin7c(iJ?  —  1) 

)r      siniïa?            sin7r(a:  —  i)            simzlx — 2)  ~| 

y  =  cosizx\yQ yi — -^ r^-^^i — 7-^ ^ •••    » 


■Infcx  8lnî;<.r— H  sinillx— S) 


(■2) 


\y=yo'^''  x^j^^*--»'  x^/'-»— *'  X..., 

\  r    iln'îZ.r  glnitCr— H  finie  (jf—>)  IcoflU* 


Céte  propriété  des  fonctions  interpolaires  fondamentales  est  ana- 
logue à  cèle  des  fonctions  récurentes  fondamentales  (Lucas,  Théo- 
rie des  nombres,  1891,  p.  3oa)  qui  en  ont  doné  l'idée. 

1^  Interpolation  par  somes  ou  par  diférences  successives,  — 
Soient  z  une  fonction  arbitraire  de  x  et  une  autre  fonction  u  =  yz^ 
de   sorte   que   pour  a*  =  o,    1,2,  ...    on  a   «0=^0^0»   "t  =^t^i» 

u^=y^Zi, Prenons  les  somes  ou  les  diférences  successives  de 

ces  valeurs  de  u  et  posons,  pour  abréger,  So>  ^i?  ^1?  •  ••  ou  Aq,  Ai, 
As, respectivement,  au  lieu  de  uo,  S 2^0»  ^'^o«  •••    ^^  '^o»  ^^o? 
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quelconque  aiusi  formé  a  une  valeur  numérique  plus  grande  que  le 
groupe  qui  le  suil  immédiatement,  autrement  dit  que  l'on  a 

/   _^  I  Y""''^  /  I  V'"*^    /  >  yn-p-i       /         ,     p 

\     '   m/  '    \         m  /        ""    \         m /  \        m  / 

(,  ^  m-p-l       I          ï  \p-\ 
iH )  >(H )       >  ce  qui 

m)  \        mj 

est  vrai  pour  toute  valeur  de  m  entière,  tant  que  p  est  inférieur  à 

—  •  Dans  le  cas  où  m  est  pair  on  peut  donc  former  ainsi  — î^roupes, 

tels  que  chaque  groupe  soit  inférieur  numériquement  au  précédent, 
et  inférieur,  par  conséquent,  au  premier  de  tous.  Dans  le  cas  où  m 
est  impair  =2/i-f-i,   il    reste,   une   fois   les   n   groupes  formés,  un 

/            I   \«-^-' 
terme  isolé  qui  est  (  IH ]        •  Or  on  a,  évidemment, 

c'est-à-dire  qu'en  considérant  ce  terme  isolé  comme  un  demi-groupe, 
il  est  plus  petit  que   la  moitié  du  groupe  précédent,  et,  par  consé- 
quent, plus  petit  que  la  moitié  du  premier  de  tous  les  groupes. 
Donc,  d'une  façon  générale,  il  est  prouvé  que  le  polynôme  consî- 

déré  est  plus  petit  que  —  fois  la  valeur  du  groupe  composé  du  pre- 

j5 


niier  et  du   dernier   terme.   Donc  —  \\\\ )         -^  M 

2  L\        '"/  1 


>  mx\  or 


IH )  = 

m  I 

'  \-\ 

m 


En  substituant,  cette  égalité  devient 


~\n\{\-\-jr)-'T{ m  ■\-  i  )]  "r  •  r  (  m  -h  i  ). 
•À 


D'où  l'on  tire 


3  /  I  \'"       ..  /  1      ^ 


X  C  '?. et  I  I 

m  H-  2  \         /// 


//  /  \         m  H-  2/ 

\.  DlPONT. 


M.  GAUTHIER-VILLARS. 


Le  numéro  de  février  de  V Intermédiaire  était  déjà 
tiré  quand  nous  avons  appris  une  bien  douloureuse  nou- 
velle, celle  de  la  mort  de  M.  GAUTHIER-VILLARS 
père,  décédé  le  5  février  dernier,  à  Tâge  de  69  ans. 

Les  relations  si  cordiales  que  nous  avions  avec  lui 
depuis  longues  années  nous  ont  fait  ressentir  cruelle- 
ment l'étendue  de  la  perte  que  nous  venons  de  faire. 

Ici,  nous  avons  particulièrement  à  rappeler  qu'il  fut 
avec  nous  fondateur  de  ce  Journal.  Sans  le  concours 
précieux  qu'il  nous  apporta  dès  l'abord,  sans  les  conseils 
affectueux  et  utiles  dont  il  ne  cessa  de  nous  aider, 
nous  n'aurions,  sans  doute,  jamais  pu  mettre  à  exécu- 
tion le  projet  que  nous  avions  conçu,  et  qui  répondait 
cependant,  la  suite  l'a  montré,  à  un  besoin  scientifique 
incontestable. 

Du  premier  jour,  M.  Gauthier- Villars  comprit  l'im- 
portance de  notre  œuvre,  nous  encouragea  et  mit  à 
notre  disposition,  avec  sa  bonté  et  sa  bienveillance  ha- 
bituelles, les  moyens  dont  il  disposait  et  qui  nous  ont 
tant  facilité  la  tâche. 

Tous  les  lecteurs  de  V Intermédiaire  s'associeront  à 
l'hommage  de  reconnaissance  que  nous  devons  à  la  mé- 
moire de  M.  Gauthier- Villars;  et  nous  sommes  assurés 
d'être  leurs  interprètes  fidèles  en  exprimant  du  fond  du 
cœur,  à  tous  les  membres  de  sa  famille,  la  part  que 
nous  prenons  à  leur  deuil,  qui  est  aussi  le  nôtre. 


C.-A.  Laisant,  E.  Lemoine. 
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leur  absolue)  serait  a?  =  —  5i  et  la  valeur  correspondante  He  y  se- 
rait y  =  986.  DCJARDIX. 

[Je  signale  à  cète  ocasion  une  faute  d'impression  dans  la  Table  \ 
deLegendre  {Théorie des  nombres,  i83o);  corne  solution  de  Téqua- 
tion  <* — 94  w*  =  I,  au  lieu  de  /  =  2543295,  il  faut  lire  t  =  2143295. 

A.    GOCLARD. 

1123  (1897,  193)  (de  Longchamps).  —  Sur  la  transformation 
quadratique  rationnelle.  —  Le  doute  soulevé  par  M.  de  Long- 
champs  sur  la  priorité  de  Steiner  dans  la  découverte  de  la  transfor- 
mation quadratique  rationnelle  générale  ne  semble  pasjusliné.  Il  est 
bien  vrai  que  le  Mémoire  (français)  de  Magnus,  Nouvelle  méthode 
pour  découvrir  les  théorèmes  de  Géométrie,  inséré  dans  le  Tome  8 
(i83i)  du  /.  de  Crelle  (p.  5i  et  suiv. ),  a  précédé  de  quelques  mois 
le  grand  Ouvrage  de  Steiner,  Systematische  Entwickelung,  etc. 
(1832),  mais,  même  en  ne  tenant  pas  compte  de  cette  circonstance 
que  Steiner  avait  sûrement  composé  son  Ouvrage  avant  Tannée  i83i 
et  que  le  développement  donné  par  lui  à  la  théorie  de  la  transfor- 
mation quadratique  (p.  251-295)  est  plus  ample  et  complet  que  celui 
qu'on  trouve  dans  le  Mémoire  de  Magnus,  il  y  a  un  argument  qui, 
à  mon  avis,  tranche  la  question  en  faveur  de  Steiner;  cet  arguaient 
est  le  théorème  23  du  Mémoire  Aufgaben  u,  Lehrsàtze,  inséré  dans 
le  tome  3  du  /.  de  Crelle  (1828),  et  que  je  reproduis  :  «  Un  qua- 
drangle  complet  de  quatre  points  A,  B,  G,  D  a  trois  couples  de  côtés 
opposés  (ou  diagonales)  AB  et  CD,  AC  et  DB,  AD  et  CB,  qui  se 
coupent  respectivement  aux  points  a,  6,  c.  Menons  par  un  point 
quelconque  /?  aux  points  a,  6,  c  les  droites  />a,  pb^  pc,  et  détermi- 
nons pour  chaque  point  (a,  6,  c)  la  correspondante,  droite  qua- 
trième harmonique  de  aq^  bq,  cq,  c'est-à-dire  une  droite  telle  que 
les  quatre  droites  qui  passent  par  le  même  point  (par  exemple,  a  A, 
ap,  aD^aq)  forment  un  système  harmonique  (c'est-à-dire  qui  soient 
coupées  par  une  droite  arbitraire  harmoniquement);  alors  ces  trois 
droites  aq,  bq,  cq  vont  se  couper  en  un  même  point  q  ;  et,  en  outre  : 
lorsque  le  point  p  décrit  une  droite  quelconque,  le  point  q  décrit 
une  conique  qui  passe  toujours  par  les  trois  points  a,  6,  c,  et  réci- 
proquement. »  L'Ouvrage  de  Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben 
und  Lehrsâtzen  a  us  der  analytischen  Géométrie  der  Ebene 
(i833-i837)  est  un  peu  postérieur  à  celui  de  Steiner  {Syst.  Enttv.) 
et  la  théorie    de   la    transformation    quadratique  qu'on   y  trouve 
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(I.  Abth.,  §  50,  etc.)  n'est  d'ailleurs  que  la  traduction  analytique  des 
développements  donnés  antérieurement  par  Stëiner.  Nous  en  con- 
cluons qu'il  n'y  a  pas  de  raison  de  changer  la  dénomination  de  trans- 
formation Steinérienne  {Steinersche  Verwandtschaft)^  donnée 
en  Allemagne  et  ailleurs  à  la  transformation  rationnelle  quadratique 
générale.  V.  Retali  (Milan). 

Steiner  a  publié,  dans  le  t.  XIX,  p.  87-64,  des  Annales  de  Ger- 
f^onne  (c'est  le  Tome  paru  de  juillet  1828  à  juin  1829),  un  Mémoire 
qui  a  pour  litre  :  Développement  d*une  série  de  théorèmes  relatifs 
aux  sections  coniques.  C'est  dans  le  §  15  que  Steiner  énonce  et  dé- 
montre le  théorème  suivant  : 

e  Par  un  point  quelconque  P  du  plan  d'un  triangle  ABC  soient 
menées  à  ses  sommets  des  droites  PA,  PB,  PC  ;  si  par  les  mêmes 
sommets  on  mène  trois  nouvelles  droites,  faisant  respectivement  avec 
les  côtés  AB,  BC,  CA  des  angles  égaux  aux  angles  PAC,  PBA,  PCB, 
ces  trois  dernières  droites  concourront  en  un  même  point  P';  et  si 
des  points  P,  P'  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  directions  des 
côtés  BC,  GA,  AB  du  triangle,  les  perpendiculaires  PA',  PB',  PC, 
P'A',  P'B',  P'C",  leurs  pieds  appartiendront  tous  à  une  même  cir- 
conférence, ayant  son  centre  au  milieu  de  P'P*.  » 

Dans  les  paragraphes  suivants,  il  continue  ses  recherches,  observe 
que  tout  point  du  plan  d'un  triangle  peut  être  pris  pour  un  des  foyers 
d'une  conique  inscrite  ou  exinscrite,  etc.,  et  enfîn  dans  le  §  28  et 
dernier,  il  énonce  le  théorème  cité  dans  la  question  1125. 

C'est  donc  à  Steiner  et  non  à  Magnus  que,  d'après  cela,  revien- 
drait la  priorité.  Tesch  (La  Haye). 

lui.  (1897,  9.17)  {Grip).  —(1897,  288).  —  L'équation  du  lieu  des 
points  M  tels  qu'on  puisse  mener  à  une  quadrique  F(a7,^,>z)=o 
trois  tangentes  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  d'une  quadrique 

Fi(:f,  7,  3)  =  o, 

s'obtient  en  égalant  à  o  un  invariant  simultané  du  cône  de  sommet  M 
circonscrit  à  la  première  quadrique,  et  du  cône  asymptotique  de  la 
seconde. 
Si 

F(jr,7,  5)=Aar*-t-  A>»H-  A'^î 

-+-  2  Byz-h  2  B'  zx  -H  2  B''xy  -4-  2  Ga:  -f  2  C'7-H  2  C'-s  +  D, 
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les  coefficients  de  Fi  ayant  des  indices,  Téquation  demandée  est 

2(A;A;-BÎ)[A.F-iFÏ*]+22(B;BÎ-A,B0[BF-i-F;F;]  =  o. 

Gh.   BlOGHE. 

Réponse  analogue  de  M.  Welsch. 

La  question  est  identique  à  celle-ci  :  Lieu  des  sommets  M  des  cônes 
du  second  ordre  circonscrits  à  une  quadrique  S  et  sur  lesquels  on 
peut  placer  trois  génératrices  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués  d'une  quadrique  £. 

Soit 

l'équation  de  S.  Soit 


6* 


—  1  =  0 


celle  de  £.  Le  résultat  est  le  suivant  (Painvin,  p.  297)  : 

4/(^,  r,  ^)  (Aa2-h  A'ô*  -f-  A'c«)  —  (a^fj  +  6»/;'  -^  c^f?)  =  o. 

G.  Maupin. 

1143.  (1897,  219)  {Milèse),  —  Les  ovales  de  Descartes  ont  un 
troisième  foyer  en  ligne  droite  avec  les  deux  autres. —  (1897,  aSS). 

Je  ne  sais  où  a  été  publiée  la  démonstration  de  cète  propositioDi 
mais  en  voici  une  très  élémentaire  :  F  et  F'  sont  les  deux  foyers  d'un 
ovale  de  Descartes,  M  un  de  ses  points  ;  posons  MF  =/,  MF'  =y^, 
l'équation  de  la  courbe  est 

s'il  y  a  sur  FF'  un  point  fixe  F',  tel  que  l'on  ait,  pour  tout  point  M, 

{%)  N/H-Ny'=L, 

N,  N',  L  étant  des  quantités  constantes  et  /'  représentant  MF',  le 
téorème  sera  démontré  ;  nous  alons  voir  que  ce  point  existe.  Posons 
FF'  =  a,  F' F"  =  X.  Le  téorème  de  Stewart,  apliqué  au  triangle  FMF', 
donc 

(3)  a7/»-ha/'»  =  (a-i-x)(/'*-+-aar); 

des  équations  (0  et  (2)  tirons/'  et /"et  substituons  dans  (3),  on  a, 
tous  calculs  faits, 

/« [a:/i'« N'» -4- a/i'« N>— /i«(a  4- a?)N'*] 
-+-  if[ln{a  -4-  a7)N'2—  a/i'»NL] 
H- an'» L«  —  a/i'« a?(  a -+- ar)  N'«  —  ( a -f.  ar) /« N'*  =  o. 
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Si  l'équation  {i)  existe,  il  faut  que  cète  dernière  équation  en  /* 
soit  satisfaite,  quel  que  soit/,  d'où  l'on  doit  avoir 

(4;  a»/i'«N«  =  [/i«(a  -+-  x)—  n'*x], 

(5)  //i(«  -+-:c)N'«  =  a/i'«NL, 

(6)  «/i'«L«=r(a-f-x)N'»(/*-+-an'«a:); 

on  tire  de  là  facilement 


Les  valeurs  donées  ainsi  pour  L,  N,  N'et  choisies  de  façon  qu'èles 
aient  toutes  trois  le  même  signe,  et  mises  dans  l'équation  (2),  repré- 
sentent alors  le  même  ovale  de  Descartes  que  celui  de  l'équation  (i); 
F'  est  donc  un  troisième  foyer.  E.  Lemoine. 

Le  théorème  de  Ghasles  est  démontré  dans  VAnalytische  Géo- 
métrie des  hôheren  ebenen  Curven  de  M.  Salmon,  trad.  Fiedler 
(Leipzig,  1873,  p.  3 10  et  suiv.).  Gino  Loria  (Gènes). 

La  propriété  de  ces  courbes  d'avoir  trois  foyers  en  ligne  droite  a 
été  signalée  par  M.  G.  Darboux  {N,  A,,  1864,  p.  i6i)  comme  consé- 
quence d'une  propriété  des  sections  planes  du  tore,  de  pouvoir  être 
définies  de  quatre  manières  différentes  comme  les  courbes  réci- 
proques des  ovales  de  Descartes. 

Elle  a  été  signalée  aussi  en  1866  par  Grofton  (The  Educ.  Times, 
quest.  i924)  :  La  tangente  en  un  point  quelconque  P  fait  des  angles 
égaux  avec  un  rayon  vecteur  quelconque  focal  FF  et  la  circonférence 
passant  par  P  et  par  les  deux  autres  foyers  F',  F';  et  encore  par  Syl- 
vester  (Ibid.j  quest.  1990)  :  Les  trois  points  où  une  cubique  circu- 
laire est  rencontrée  par  une  transversale  quelconque  sont  les  foyers 
d'un  ovale  de  Descartes  passant  par  les  quatre  foyers  de  la  cubique. 

Suit  une  deuxième  Partie,  due  à  Grofton.  Voir  B,D,,  1882,  4o~49) 
la  liste  dressée  par  M.  V.  Lignine,  et  citée,  /.  M,,  1897,  p.  238. 

H.  Brocard. 

On  trouve  une  démonstration  pour  le  cas  général  d'une  quartique 
avec  deux  points  de  rebroussement  en  I  et  J,  dans  les  Courbes 
planes  de  Salmon  (p.  353-354  de  l'édit.  française). 

V.  Retali  (Milan). 

La  propriété  en  question  est  démontrée  dans  mon  Mémoire  :  i?e- 
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cherches  sur  les  coordonnées  multipolaires  {Archives  Ttyler, 
2*  série,  t.  V,  p.  122). 

Si  M.  Milèse  ne  peut  pas  se  procurer  ce  Mémoire,  je  lui  enverrai 
volontiers  un  Extrait.  Mon  adresse  est  D""  J.  de  Vries,  Professeur  à 
l'Université,  Utrecht.  J.  de  VaiBS. 

Dans  une  Note  sur  les  coordonnées  bipolaires  {Nouvelles  Annales, 
1882,  p.  22),  je  prouve  l'existence  du  troisième  foyer  des  ovales 
cartésiens  et  je  donne  sa  position  sur  la  ligne  des  deux  premiers. 

Barbarin. 

Voir  le  Calcul  différentiel  de  Villiamson  ;  on  y  trouve  un  grand 
nombre  de  propriétés  des  ovales  de  Descartes,  et,  entre  autres,  celle 
qui  est  relative  aux  trois  foyers. 

E.  B.  EscoTT  (Ann.  Arbor,  Mich.). 

1145.  (1897,  219)  (Kostik).  —  Un  exemple  de  fonction  qui  n'est 

pas  représentée  par  la  série  de  Taylor  correspondante  a  été  indiqué 

par  Cauchy  à  la  fin  de  la  38*  leçon  de  son  Cours  d'Analyse,  et  cité 

dans  les  Traités  classiques  (Serret,  p.  iSg;  Hermite,  p.  2o3,  etc.). 

_JL 
Il  suffit  de  remarquer  que  e   *'  et  toutes  ses  dérivées  s'annulent 

pour  X  =  o;  par  suite,  si  une  fonction  F(x)  est  développable  en  série, 

1 

la  fonction  F(x)  ■+■  e  -'■*,  qui  conduit  à  la  même  série  que  F(jr),  abs- 
traction faite  du  terme  complémentaire,  n'est  pas  développable;  le 
développement  donnerait  seulement  F(â7).  II  peut  être  bon  d'ajouter 

cette  observation  :  bien  que,  pour  ar  =  o,  toutes  les  dérivées  de  e  •*' 
soient  nulles,  le  terme  complémentaire  ne  tend  pas  verso.  Gela  tient 
à  ce  que,  pour  x  aussi  petit  qu'on  veut  mais  non  nul,  les  dérivées  pren- 
nent des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  et  pouvant  dépasser  toute 
limite  donnée  lorsque  leur  ordre  augmente  indéfiniment.  Miel, 
Réponse  analogue  de  M.  Lémeray. 

Réponse  identique  à  la  précédente.  Voir  Mansion,  Analyse  in/i- 
nitésimale,  1887,  p.  £i8;  Sturm,  Cours  d'Analyse,  2'  édit.,  1888, 
p.  124.  J--J-  DuRAN-LoRiGA  (La  Corogne). 

1159.  (1897,  222)  (Hagge).  —  Propriété  d'un  système  de 
n  droites.  —  Nous  avons  reçu  un  grand  nombre  de  réponses  à  celte 
question,  toutes  identiques  et  que  voici  : 

Il  faut  et  il  suffit  que  les  n  droites  soient  tangentes  à  une  parabole  ; 
le  point  commun  est  alors  le  foyer.  G. -A.  L visant. 


>»«•> 


M.   GAUTHIER-VILLÀRS. 


Le  numéro  de  février  de  V Intermédiaire  était  déjà 
tiré  quand  nous  avons  appris  une  bien  douloureuse  nou- 
velle, celle  de  la  mort  de  M.  GAUTHIER-VILLARS 
père,  décédé  le  5  février  dernier,  à  l'âge  de  69  ans. 

Les  relations  si  cordiales  que  nous  avions  avec  lui 
depuis  longues  années  nous  ont  fait  ressentir  cruelle- 
ment rétendue  de  la  perte  que  nous  venons  de  faire. 

Ici,  nous  avons  particulièrement  à  rappeler  qu'il  fut 
avec  nous  fondateur  de  ce  Journal.  Sans  le  concours 
précieux  qu'il  nous  apporta  dès  l'abord,  sans  les  conseils 
affectueux  et  utiles  dont  il  ne  cessa  de  nous  aider, 
nous  n'aurions,  sans  doute,  jamais  pu  mettre  à  exécu- 
tion le  projet  que  nous  avions  conçu,  et  qui  répondait 
cependant,  la  suite  l'a  montré,  à  un  besoin  scientifique 
incontestable. 

Du  premier  jour,  M.  Gauthier- Villars  comprit  l'im- 
portance de  notre  œuvre,  nous  encouragea  et  mit  à 
notre  disposition,  avec  sa  bonté  et  sa  bienveillance  ha- 
bituelles, les  moyens  dont  il  disposait  et  qui  nous,  ont 
tant  facilité  la  tâche. 

Tous  les  lecteurs  de  V Intermédiaire  s'associeront  à 
rhomraage  de  reconnaissance  que  nous  devons  à  la  mé- 
moire de  M.  Gaulhier-Villars;  et  nous  sommes  assurés 
d'être  leurs  interprètes  fidèles  en  exprimant  du  fond  du 
cœur,  à  tous  les  membres  de  sa  famille,  la  part  que 
nous  prenons  à  leur  deuil,  qui  est  aussi  le  nôtre. 

C.-A.  Laisant,  E.  Lemoine. 


Jnterm.,  V  (Mars  1898). 
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QUESTIONS. 


39.  (1894,  17)  [06h]  Déterminer  toutes  les  surfaces 
mînima  transcendantes  qui  contiennent  une  infinité  continue 
de  courbes  algébriques.  H. -A.  Schwabz  (Berlin). 

54.  (1894,  21)  [T2b]  M.  Phillips  a  étudié  en  1842, 
dans  les  Annales  des  Mines,  le  problème  de  la  résistance 
(l'une  poutre  droite,  posée  sur  deux  appuis  simples  ou  en- 
castrée, sous  l'action  d'une  charge  mobile,  en  ayant  égard  à 
la  fois  à  l'inertie  de  la  charge  et  à  celle  de  la  poutre.  Mais  les 
séries  qu'il  a  employées  sont  d'une  forme  trop  particulière; 
il  se  trouve,  en  effet,  que  toutes  les  arbitraires  qu'elles  com- 
portent sont  épuisées  lorsqu'on  a  exprimé  les  diverses  con- 
ditions du  problème,  sauf  une,  à  savoir  la  nullité  des  vitesses 
initiales  de  la  poutre.  Existe-t-il  une  solution  véritable  du 
problème,  c'est-à-dire  une  solution  satisfaisant  aussi  à  cette 
dernière  condition?  Sinon  il  serait  très  important  de  chercher 
cette  solution.  Les  nouvelles  méthodes  d'intégration  de  Lind- 
stedt,  Poincaré,  etc.,  trouveraient  là,  je  crois,  une  belle  appli- 
cation, que  le  manque  de  temps  m'a  jusqu'ici  empêché  de 
poursuivre  avec  la  continuité  voulue,  mais  que  je  serais  heu- 
reux de  voir  mener  à  bonne  fin  par  quelque  géomètre  s'inté- 
ressant  aux  applications  du  Calcul  intégral. 

Maurice  Lévy. 

58.  (1894,  22)  [H9]     Le  problème  de  l'équilibre  d'une 

plaque   rectangulaire   encastrée    revient  à  l'intégration   de 

l'équation 

A  Àc/  ==  a 

(  d  étant  une  constante  et  A/*  représentant  -7-^  -+-  j^  )»  u  s'an- 


1 
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nulaDt  sur  le  périmètre  du  rectangle,  ainsi  que  la  dérivée  -i- 

prise  dans  le  sens  de  la  normale.  La  solution  de  ce  problème 
peut-elle  être  obtenue  par  des  séries  ou  des  intégrales  dé- 
finies? Emile  Picard. 

1241.  [Via]     Les  adjectifs   minimum  et  minima  me 
semblent  devoir  être  regardés,  le  premier  comme  un  neutre 
singulier,  le  second  comme  un  neutre  pluriel,  de  sorte  que 
Ton  devrait  dire,   sans  distinction  de  genre  :  un  volume 
minimum,  une  aire  minimum,  des  volumes  minima,  des 
aires  minima.  Or,  de  très  nombreux  auteurs  paraissent 
regarder  minima  comme  le  féminin  de  minimum  et  écrivent, 
par  exemple  :  une  aire  minima,  des  volumes  minimum. 
D'autres  vont  même  jusqu'à  écrire  :  des  aires  minimas,  des 
volumes  minimums.  Je  désirerais  avoir,  d'une  part,  des  ren- 
seignements historiques  précis  sur  cette  question  de  gram- 
maire et  connaître,  d'autre  part,  les  raisons  qu'on  peut  faire 
valoir  en  faveur  d'une  manière  de  parler  qui  me  paraît  tout 
ù  fait  incorrecte.  Emile  Borel. 

1242.  [Via]  On  donne  le  nom  générique  de  démon- 
stration par  Vabsurdek  des  méthodes  de  raisonnement  qui 
me  paraissent  présenter  des  caractères  différents.  Ces  dé- 
monstrations, comme  on  sait,  procèdent  toutes  ainsi  qu'il 
suit  :  on  montre  que  les  données  d'une  question  per- 
mettent de  faire  plusieurs  hypothèses,  dont  chacune  exclut 
toutes  les  autres  ;  puis  on  établit  que  toutes  ces  hypothèses 
sont  à  rejeter,  à  l'exception  d'une  seule,  dont  on  est  alors 
forcé  d'admettre  l'exactitude. 

Mais,  pour  établir  qu'une  hypothèse  doit  être  rejetée,  on 
peut  : 

I®  Montrer  qu'elle  conduit  à  un  résultat  faux,  soit  (a) 
d'une  manière  évidente,  soit  (6)  en  raison  des  propositions 
précédemment  acquises,  soit  (c)  parce  qu'il  contredit  les 
données. 

Ce  mode  de  raisonnement  est  très  répandu  en  Mathéma- 
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liques  ;  il  suffit  de  rappeler  les  déraonslrations  classiques  des 
ihéorèmes  élémentaires  suivants,  qui  se  rapportent  respecti- 
vement aux  cas  (a),  (é).  (c)  : 

(a),  La  suite  des  nombres  entiers  est  illimitée  ; 

(6).  Deux  perpendiculaires  à  une  même  droite  ne 
peuvent  se  rencontrer  ; 

(c).  Deux  triangles  sont  égaux  quand  ils  ont  leurs 
côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

2*^  Montrer  qu^elle  conduit  à  un  résultat  qui  contredit 
r hypothèse  elle-même,  dont  Timpossibilité  résulte  alors  de 
ce  qu'on  ne  saurait  l'admettre  sans  être  entraîné  à  une 
absurdité  logique.  Ce  raisonnement  singulier  est  emplojë 
dans  une  démonstration  assez  connue  et  dont,  pour  cette 
raison,  je  rappellerai  simplement  le  principe. 

Il  s'agit  d'établir  le  théorème  suivant  :  Un  triangle  ABC 
qui  a  deux  bissectrices  intérieures  BD  et  CE  égales  est 
isoscèle. 

Les  données  permettent  trois  hypothèses,  dont  chacune 
exclut  les  deux  autres  :  B  >>  C,  B  <;  C,  B  =  C. 

On  montre  alors  qu'en  partant  de  l'hypothèse  B  >-  C,  on 
est  amené  à  la  conclusion  contradictoire  B  <<  C  ;  de  même, 
en  partant  de  l'hypothèse  B  <C  C. . .  ;  chacune  de  ces  hypo- 
thèses est  donc  à  rejeter,  et  il  en  résulte  Texaclitude  du  fait 
B-^C. 

Je  ne  connais  pas  d'exemple  analogue  et  je  demande  : 

1°  Si  l'on  pourrait  m'indiquer  un  théorème,  relatif  à  une 
branche  quelconque  des  Mathématiques,  que  l'on  puisçe 
établir  par  le  même  procédé? 

2"  Si  les  deux  espèces  de  démonstrations  par  l'absurde  que 
je  signale  sont  bien  réellement  distinctes,  ou  si,  daus  Ir 
fond,  elles  se  ramènent  l'une  à  Tautre  (si,  par  exemple,  je  nr 
fais  pas  une  distinction  artificielle  entre  les  données  et  IVii- 
po  thèse)? 

3"  Si  des  remarques  du  même  genre  ont  déjà  été  faîtes? 

Raoul  Bricard. 
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1243.  [M^lb]  Est-il  exact  de  dire  qu'une  courbe 
d'ordre  m  est,  en  général,  de  ]a  classe  n  =^  m(m  —  i)?  Si 
le  fait  est  exact,  il  sera  non  moins  exact,  corrélativement, 
qu'une  courbe  de  classe  n  est,  en  général,  de  Tordre 
in  =  n(n  ^^  i).  Mais  alors,  comment  concilier  les  deux 
faits?  Noël, 

1244.  [19]  Soît/>  un  nombre  premier  et  n  un  diviseur 
de  p  —  I .  On  sait  que  dans  la  suite  1,2,3,4?  •••>/?  —  *  ^ 
il  existe  f{n)  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  n  par 
rapport  au  diviseur/?.  Si  S  est  la  somme  et  P  le  produit  de 
ces  o{n)  nombres^  a-t-on  toujours  : 

i"  S  --rz  I  -4-  mult./7  ou  S  ^=  mult. />; 

a®  P  =  -r- 1  -^  mult. p  (excepté  pour  n^=  2)? 

G.  KicALDE  (Merida,  Yucatan). 

1245.  [D2b]     Soient  deux  séries  récurrentes 


M) 

», 

ai, 

«t, 

«3, 

•  •  •  » 

(a^-f-i  —  aa»—  «/i-i  '• 

il) 

il 

61, 

^., 

63, 

•  .  •  , 

(6/i-n  =  P^/i—  ^«-1). 

Si  a,  pt  6,  et  a  ^  P,  quelles  sont  les  formes  générales  de  ai , 
hf^  tt,  p  pour  lesquelles  les  séries  (i)  et  (a)  ont  deux  ou 
plusieurs  termes  communs?  G.  Ricalde  (Merida,  Yucatan). 

1246.  [V7]  Fénelon,  d'après  Budan  de  Boislaurenl, 
appelait  charme  diabolique,  celui  que  l'on  éprouve,  et  quel- 
quefois malgré  soi,  dans  les  plus  sèches  et  les  plus  épineuses 
recherches  de  l'Algèbre.  Où  et  quand  Fénelon  s'esl-il  servi 
de  cette  expression?  G.  de  Rocquigny. 

1247,  [Q4a]  Un  cube  A.,  de  côté  n  (n  —  i,  2,  S,  . . .), 
étant  partagé  effectivement  en  /i'  petits  cubes,  combien  y 
a-t-il  de  chemins  différents  pour  aller  d'un  sommet  du  cube  A 
au  sommet  opposé?  Le  trajet  doit  se  faire  en  suivant  exclu- 
sivement les  divisions  du  cube  A  et,  pour  un  trajet  déterminé, 
on  ne  doit  pas  passer  deux  fois  par  le  même  point. 

G.    DE    ROCQUIGNY. 
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1248.  [E8b]    Des  deux  égalités 

—  (6*-+-/*-  a«)(£i*H-c*c«)  — (/«-4-a«— 6«)(c*-hc«rf»)  =  o 

ef  =  ac  -\-  bd, 

je  demande  de  conclure  par  une  transformation  algébrique 

que  Ton  a 

e  _  ab  -h  de 
f       ad'\-bc^ 

chose  évidente  si,  passant  par  la  Géométrie,  on  voit  qu^ii 
s'agit  des  propriétés  du  quadrilatère  inscriptible.     Grip. 

1249.  [L-'B  b]  Étant  données  deux  coniques  S  et  S'  sur 
un  même  plan,  je  voudrais  avoir  Téquation  du  lieu  des  points 
M  tels  que  les  cônes  ayant  M  pour  sommets  et  s'appujanl 
sur  S  et  sur  S'  aient  une  direction  commune  pour  leurs 
sections  circulaires.  Grip. 

1250.  [L^6b]  Avec  les  mêmes  données  que  dans  la 
question  précédente,  je  voudrais  avoir  le  lieu  des  points  M, 
tels  que  les  sections  circulaires  aient  les  deux  mêmes  direc- 
tions communes.  Grip. 

1251.  [I12b]  Soient  a,  6,  c  des  nombres  entiers  po- 
sitifs, premiers  deux  à  deux,  n  un  nombre  entier  positif 
quelconque.  Démontrer  que  le  nombre  des  solutions  en- 
tières, non  négatives,  de  Téquation  indéterminée 


est  égal  à 


ax  H-  by  -i-  es  =  71 

n{n  H-  a  H-  6  -4-  c) 
'labc 


on  négligeant  une  quantité  dont  la  valeur  absolue  reste, 
<{uel  que  soit  /i,  inférieure  à  une  grandeur  fixe  assignable. 
J'ai  une  démonstration,  mais  je  serais  heureux  d'en  recevoir 
une  autre.  J.  Franel  (Zurich). 


j 
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RÉPONSES. 


512.  (1895,  i3o).  {Bertha  Clarus).  —  Formation  d'une  balle  de 
paume.  —  La  sphère  n'étant  pas  applicable  sur  le  plan,  il  ne  saurait 
être  question  de  patron  découpé  pour  tracer  la  courbe  demandée. 

Mais  il  est  possible  de  tracer  directement  sur  la  sphère  une  infi- 
nité de  courbes  satisfaisant  à  la  condition  posée. 

La  sphère,  de  rayon  i,  étant  rapportée  à  un  diamètre  AOD  et  à 
deux  tangentes  rectangulaires  A^,  Xz  k  une  des  extrémités  A  de 
ce  diamètre,  désignons  par  M  les  points  de  la  sphère  situés  à  4^"* 
des  deux  plans  ^  ==  o,  z  =  o  et  dans  le  plan  de  profil  parallèle 
àx  =  o.  Soient  N,  P  les  projections  de  ces  quatre  points  sur  les 
plans  ^  —  o,  z  =  o.  Soient  C,  la  courbe  sphérique,  Cy,  Cz  ses  pro- 
jections sur  les  plans  ^  =  o,  .s  =  o.  Il  est  évident  que  les  courbes  Gy, 
C-  devront  être  identiques,  à  l'orientation  près,  mais  elles  devront 

passer,    les    courbes    Cy  par  les    points  N  i  x  =  i,  z  =  -— K^lcs 


'2 


cou 


rbes  G-  par  les  points  P  lx  =  i,y=  ---) 


Cela  posé,  la  courbe  G^  (ou  Cy)  doit  être  au  moins  du  quatrième 
degré. 

L'insuccès  de  toutes  les  recherches  que  j'ai  faites  avec  des  courbes 
algébriques,  et  l'analogie  que  le  problème  présente  avec  celui  de 
Viviani,  et  aussi  avec  une  question  déjà  traitée  dans  Mathesis 
(1892,  p.  :iio  et  '^56),  m*ont  déterminé  à  employer  d'abord  des  com- 
binaisons ou  des  raccordements  d'arcs  de  cercle,  dans  le  genre  de 
ceux  qui  servent  au  tracé  de  l'anse  de  panier  et  d'une  multitude 
d'organes  de  l'industrie  mécanique. 

C'est  ce  que  l'expérience  m'a  permis  de  vérifier  de  la  manière  la 
plus  simple. 

La  description  de  ces  arcs  de  cercle  sur  la  sphère  est  des  plus 
faciles,  et,  pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  la  sphère  divisée  en 
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méridiens  et  parallèles,  comme  le  serait  un  globe  géographique  (on 
trouve  dans  le  commerce  des  balles  de  jeu  de  paume  qui  représenter 
ces  sphères  toutes  préparées). 

Cela  étant,  si  l'on  veut  partager  la  sphère  en  quatre  secteurs  piri- 
formes,  limités  à  des  arcs  de  petits  cercles,  situés  comme  il  a  été  dit 
précédemment,  on  reconnaîtra  que  le  plan  d'un  de  ces  cercles  u'esi 
autre  que  le  plan  mené  par  l'un  des  points  M  et  par  Xz,  Ce  plan  a 

donc  pour  équation  y  =    —  ar,  et  il  rencontre  1  equateur  en  un  poinl 

dont  la  longitude  est  d'environ  i09'3o'= 'Jia.  Les  centres  de  denx 
des  petits  cercles  ont  donc  pour  coordonnées  spliériques  L=i^«, 
X  —  o;  ceux  des  deux,  autres  petits  cercles  arrêtés  et  tangents  au\ 
précédents  aux  points  M  (L  —  :h  90",  X  —  "^  45°)  auront  pour  coor- 
données L  —  180°,  X  —  :'-  a.  Le  rayon  sphérique  de  ces  quatre  cercles 
est  a. 

Il  reste  donc  maintenant  à  définir  une  division  graphique  de  la 
sphère  au  moyen  d'arcs  de  cercle,  donnant  un  tracé  analogue  à  celui 
de  la  podaire  centrale  de  l'ellipse. 

Du  point  M  comme  centre  (L  =  90",  X  —  45"),  avec  un  rayon  S, 
on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  rencontrera  le'  méridien  origine  eo 
deux  points,  dont  l'un,  V,  a  pour  coordonnées  L  =  o,  X  =  y  (y  sup- 
posé voisin  de  90*).  Ce  même  arc  8  rencontrera  l'équateur  en  deux 
points,  dont  l'un,  H,  a  pour  coordonnées  L  —  180* — y,  X  =  o. 

Ensuite,  des  points  V,  H  comme  centres,  avec  8  pour  rayon,  on 
tracera  des  arcs  de  petits  cercles,  arrêtés  aux  points  M,  et  Ton  con- 
tinuera le  tracé  en  prenant  pour  nouveaux  centres  le  point  H', 
symétrique  de  H  par  rapport  au  méridien,  et  le  point  V  symétrique 
de  V  par  rapport  à  l'équateur. 

On  aura  ainsi  deux  courbes  égales,  en  forme  de  podaire  centrale 
d'ellipse,  mais  composées  d'arcs  de  cercle,  et  projetées  sur  les  deux 
méridiens  et  sur  l'équateur  suivant  des  arcs  d'ellipses.  La  sphère 
sera  en  même  temps  divisée  en  deux  parties  équivalentes  et  même 
superposables,  vu  la  symétrie  des  situations  des  points  H,  V  par 
rapport  au  méridien  des  points  M.  Cette  symétrie  rend  compte  du 
fait  de  l'existence  d'une  infînité  de  tracés,  parmi  lesquels  un  des 
plus  simples  est  celui  de  quatre  demi-petits  cercles  ayant  leurs 
centres  aux  deux  pôles  et  aux  deux  points  de  l'équateur  situés  sur 
le  méridien  M,  et  dont  les  rayons  sont  égaux  à  45°.  Leurs  projec- 
tions se  composent  de  demi-cercles  et  de  segments  de  droites. 
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Enfin,  pour  toutes  les  courbes  ainsi  tracées  sur  la  sphère,  les 
raccordements  se  font  aux  quatre  points  M. 

Note,  ~  11  serait  intéressant  de  chercher  les  transformées  des 
courbes  graphiques  sur  une  mappemonde  ou  sur  un  planisphère, 
comme  aussi  de  réaliser  des  surfaces  métalliques  découpées  suivant 
les  courbes  ci-dessus  définies.  H.  Brocard. 

639.  (1895,  3i4).  (F.  Delastejllë).  — Nombres  circulaires  (1896, 
100,  280;  1897,  249).  —  Après  les  multiples  réponses  à  cette  ques- 
tion, je  crois  qu'il  n*est  pas  sans  intérêt  d'exposer  brièvement, .|a 
théorie  des  nombres  circulaires. 

Soient/»  un  nombre  premier  et  a  premier  avec />,  et  de  préférence 
</7.  En  divisant  a  par/?,  multipliant  le  reste  par  a  et  continuant 
ainsi  la  division,  il  viendra 

(1)  a=/>ç,-+-r,,         rtr,  =  />^îH-/'î,       ...,       arn-\  — pçn-^  '„, 
d'où 

(2)  a«  =  /?(a«-i^,  -f-  Gr«-«çrj  4-.  ..-haq„-i  -+-  Çn)  -h  r„, 
et 

(3) =  a«-»^,  H- a«-«^j +  ...-»-  açn^i-hq»' 

Les  quantités  rj,  Tj,  ...  sont  les  résidus  des  diverses  puissances 
de  a  relativement  au  module/?,  et  l'un  d'eux  est  égal  à  l'unité.  En 
outre,  si  a  est  racine  primitive  de  /?,  ces  résidus  sont  au  nombre 
de/?  — i;  dans  ce  cas,  en  faisant  n  =  p  —  i  et  /*,|  =  i,  l'équation  (3) 
devient 

(4)         =  a»-ï^i  -7-  a«-«^2-^-.-  +  «g'«-i  -f-^/M 

P 

le  second  membre  de  (4)  n'est  autre  que  le  circulaire  de-/?,  dans  le 
système  de  numération  dont  la  base  est  a. 

Il  faut  donc,  pour  que  /?  donne  un  nombre  circulaire  dans  le 
système  décimal,  que  lo  soit  racine  primitive  de  /?;  /?  étant  pre- 
mier absolu,  puissance  d'un  tel  nombre  (*)  ou  produit  d'une  telle 
puissance  par  1^  ou  5*,  pourvu  que  a*  ou  5«  soient  plus  petits 
que  p^. 

(')  Pour/?*,  puissance  d'un  nombre  premier  absolu/?,  on  a 

^v-|(p-i)_, 


cire.  /?*  = 

^  P" 


3. 
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Les  nombres  circulaires  me  paraissent  appelés  à  rendre  d'utiles 
services  dans  beaucoup  de  calculs,  notamment  dans  la  recherche 
des  racines  primitives.  Leur  détermination  facile  est  encore  sim- 
plifiée par  la  propriété  dont  ils  jouissent  d'avoir  la  seconde  moitié 
de  leurs  chiffres  formée  du  complément  à  9  (ou,  plus  généralement, 
à  a  —  i)  de  chacun  des  chiffres  de  la  première  moitié. 

F.  Delastelle. 

640.  (1895,  3i4).  (J.  Franel).  —  Note.  —  M.  F.  Proth  a  commu- 
niqué à  l'Académie  des  Sciences,  en  1876,  des  énoncés  de  divers 
théorèmes  sur  les  nombres,  parmi  lesquels  celui-ci  : 

«  Si  /?  est  premier,  le  nombre  ip  —  2  est  divisible  par  j»,  mais  non 
pas  parjo*  ni/>».  »  (C.  R.,  t.  LXXXIII,  p.  1288). 

Ë.  Fauquembergue. 

741.  (1896,  33).  (G.-A.  Laisant).  —  Ed.  Lucas  et  le  théorème 
de  Fermât,  —  Il  existe  une  Note  d'Ed.  Lucas,  publiée  à  part,  à 
l'occasion  du  Congrès  de  Marseille,  et  distribuée  en  juin  1891,  qui 
renferme  quelques  indications  sur  Tobjet  de  la  question  744. 

«  Nous  pensons,  dit  Lucas,  devoir  insister  d'une  manière  spéciale 
sur  les  recherches  concernant  les  suites  récurrentes  et  linéaires  des 
divers  ordres,  dans  leurs  rapports  avec  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  et  abéliennes.  Dans  plusieurs  Mémoires,  publiés  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Association,  aux  Congrès  deClermont,  de  Nancy, 
de  Paris  et  du  Havre,  dans  les  Actes  de  V Académie  royale  des 
Sciences  de  Turin,  et  de  Saint-Pétersbourg,  dans  la  Nouvelle 
Correspondance  mathématique ,  dans  le  Journal  de  Sylvesler,  à 
Baltimore,  etc.,  nous  avons  montré  l'analogie  et,  pour  ainsi  dire, 
l'identité  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques  avec  les  fonc- 
tions numériques  du  second  ordre,  qui  proviennent  des  échelles  de 
récurrence  données  par  une  équation  du  second  degré.  (  Voir  les 
Chapitres  XVII  et  XVIII  de  notre  Ouvrage  :  Théorie  des  Nombres, 
1. 1"").  A  toute  formule  de  la  Trigonométrie  correspond  une  formule 
pour  ces  fonctions,  et  inversement. 

»  Nous  avions  espéré  trouver  dans  cette  étude,  par  la  décompO' 
sition  en  facteurs  premiers  des  expressions  (a^di^^),  une  démon- 
stration du  dernier  théorème  de  Fermât  sur  l'impossibilité  de 
résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  indéterminée 

XP  ^yP  -\-  ZP  =  O, 


—  59  - 

dans  laquelle  il  suffit  de  supposer  que  p  désigne  un  nombre  premier. 
Bien  que  cette  équation  ait  été  depuis  longtemps  traitée  magistrale- 
ment par  Kummer,  elle  n'est  pas  complètement  résolue,  puisque 
beaucoup  des  exposants  p  échappent  à  son  admirable  analyse. 

»  Mais  si  cette  méthode  de  recherche  ne  nous  a  pas  donné,  jusqu'à 
présent,  la  solution  du  célèbre  problème,  elle  nous  a  permis  d'obte- 
nir de  nombreux  théorèmes  wilsoniens,  c'est-à-dire  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  nombre  donné/?,  de  vingt  ou 
trente  chiffres,  soit  premier,  lorsque  l'on  connaît  la  décomposition, 
en  facteurs  premiers^  de  l'un  des  nombres  p  d=  i  qui  le  comprennent. 
D'autre  part,  cette  méthode  conduit  à  la  notion  de  périodes  des 
résidus  pour  les  modules  premiers  ou  composés.  II  y  a  donc  lieu  de 
rechercher  les  formules  analogues  d'addition  et  de  multiplication 
pour  les  fonctions  numériques  qui  découlent  d'échelles  récurrentes 
du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Ces  formules  trouvent  leur 
source  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  Ton  en  rencontre 
déjà  quelques-unes  dans  un  beau  Mémoire  de  M.  Moutard  (PoN- 
cBLET,  Applications  d'Analyse  et  de  Géométrie,  t.  I*"",  addit.  III, 
p.  542-548). 

»  On  retrouve  encore  ces  suites  récurrentes  en  généralisant  la 
théorie  des  substitutions  linéaires,  exposée  par  Serret,  dans  son 
Cours  d'Algèbre  supérieure  (4* édition,  t.  II,  p.  356-4î2),  sous  une 
forme  trop  particulière.  Si  l'on  considère  n  formes  linéaires  et  ho- 
mogènes de  n  variables  x^y^  z^  ...,  fournies  par  les  substitutions 

linéaires 

Xp^x  =  '^\^p  -^  V-xYp  +  v,;?;,  -H. . .  , 

Zp^x  =  y^z^p  ■+•  \^iyp  -»-  Va-Sp  -+- . . .  , 


dans  lesquelles  les  coefficients  X,  fx,  v,  ...  sont  des  constantes,  les 
formes  Xp^i,  yp+i^  ^p+iy  •  •  •  exprimées  en  fonction  de  x^y,  z,  ,.,  y 
et  les  coefficients  des  variables  x,  y,  z,  ...  produisent  des  suites 
récurrentes  linéaires  ayant  pour  échelle  de  récurrence  l'équation 

Xj  —  U      [Il  Vj  ... 

Xi  fJti  —  m    vj 

Xj  fXj  Vj,  — w      ... 


U  = 


•  ••••• 


=  0, 


dans  laquelle  u  désigne  la  variable.  Les  rapports  des  fonctions  con- 
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sécudves,  ou  des  coefficients  correspondants  de  deux  fonctions 
consécutives,  ont  pour  limites,  dans  certaines  conditions  de  conver- 
gence, la  racine  du  plus  grand  module  de  l'équation  U  =  o.  On 
généralise  ainsi,  d'une  infinité  de  manières,  la  méthode  d'approxi- 
mation de  Bernoulli,  pour  le  calcul  des  racines  des  équations.  Cette 
méthode  est  développée  dans  le  Tome  I*'  de  la  Théorie  des  nombres 
de  Legendre,  mais  pour  un  cas  très  particulier. 

»  Dans  l'addition  X  de  notre  Ouvrage  :  Sur  l'extraction  des 
racines  par  les  moyennes  (p.  5o6),  nous  avons  indiqué  un  nouveau 
procédé  d'extraction  des  racines  d'indice  quelconque. 

»  Ce  procédé  se  rapporte  encore  aux  théories  précédentes  et  aux 
substitutions  linéaires.  Nous  pensons,  en  développant  ces  nouvelles 
méthodes,  en  recherchant  les  formules  d'additiou  et  de  multiplica- 
tion des  fonctions  numériques  qui  proviennent  des  suites  récur- 
rentes du  troisième  et  du  quatrième  degré,  en  étudiant  d'une 
manière  générale  les  lois  des  résidus  de  ces  fonctions  pour  des 
modules  premiers/?,  d'après  leur  aspect,  leur  caractère  cubique  ou 
biquadratique  pour  le  discriminant  de  l'équation  U  =  o,  que  i*on 
parviendra  à  de  nouvelles  propriétés  importantes  pour  les  nombres 
premiers.  Et  peut-être  que  la  démonstration  complète  du  dernier 
théorème  de  Fermât  n'est  qu'une  conséquence  du  fameux  théorème 
de  Jacobi,  sur  l'impossibilité  de  plus  de  deux  périodes  pour  les  fonc- 
tions holomorphes  d'une  seule  variable  imaginaire.  » 

La  réédition  de  ces  renseignements  nous  parait  combler,  dans  la 
mesure  du  possible,  la  lacune  signalée  dans  l'énoncé  de  la  ques- 
tion 744.  Voir  aussi  A.  F.,  p.  i5o-i5i;  1891.  H.  Brocard. 

810.  (1896,  83)  {René  Coulime).  —  Systèmes  d'équations  indé- 
terminées. —  La  remarque,  concernant  l'utilité  d'éliminer,  entre 
deux  équations  à  trois  inconnues,  l'inconnue  z  dont  les  coefficients 
Cl  et  Cl  sont  premiers,  est  aussi  applicable  à  un  système  de  n  équa- 
tions à  (/i  -4- 1)  inconnues.  Je  vais  le  démontrer  pour  n  =  4  ;  la  dé- 
monstration est  la  même  pour  le  cas  général.  Prenons  le  système 

ai  :r  -f-  6j  ^  H-  Cl  5  -T-  rfi  M  -h  Cl  t>  =  k\ , 
a^x -^b^y -^  CiZ-^- d^u-^n  €t^>  =  kiy 

^  a^x-{-bzy -^  czz-^  d^u -\- e^v  =  kzy 
ai,x  -^  bi^ y  -^r  c-^z  -^  d,,u  -^  ei,v  -^  ki,^ 

et  supposons  ex  premier  avec  chacun  des  coefficients  e»,  c^,  e^  ;  en 
éliminant  alors  v  et  en  divisant  ensuite  les  coefficients  par  les  plus 


-  61  - 

grands  communs  diviseurs  Oi,  Otj  03,  on  trouve 


l    — j X  H 5 —  y  H 3- Z  H 5- —  u  =  — 5 — 


Ot  ^I  ût  0|  Oj 


Of  Oj  Oj  Oj  Oj 


( 


,    ^ JC  H s ^  -I % -3  -i ^ u  =   -    r,         • 

^  O3  O3  Oj  O3  O3 

Li*é]iminalion  dans  ces  équations  de  l'inconnue  u,  dont  je  suppose 
aussi  le  premier  coefHcient  premier  avec  les  deux  autres,  donne 

(  et(aidi€z)  etibidiCs)  eiicidjCj)  ^  _  eiikid^Cj) 

1>    >  X  -i-  ^    ^  y  H  ^^    «^  z  —  5    5  9 

ÔiOj  OiOj  OiOj  ÔiÔj 

i  îA^A^lîÛr-       ^(_^l^^*)v_.    g|(g|<^igv),_  giC^i^ggy) 

'  O1O3  O1O3  ^1^3  Ûi03 

Si,  après  avoir  supprime  dans  ces  équations  les  plus  g;rands  com- 
muns diviseurs  des  coefficients,  soient  ^1$^  et  ^jOs,  on  élimine  Tin- 
connue  z  dont  les  coefficients  sont  aussi  supposés  premiers,  on  aura 
finalement 

C^/,  e,)(rt|C,//,Cv)  (dxei)(b^Cid^e,,)  (d^et){kiCid^ei,^ 


X 


>î;5-;ï.;j.  ^_       ^  ~" 


Of-OiOsO^Oî  ÔÎÔîOsOfcOs  "^  0JO2O3O465 

ou 

.,.  i^\Ctdze^)       ^    (àiCid^e,,)      _  (kyC^d^e^) 

(a)  ^  ^-  ^;  r-  ^ 

et,  par  suite, 

^-a^ ^ X, 

^^^  ^^  ^• 

Or,  la  substitution  de  ces  valeurs  de  ar  et  de  j^  dans  l'une  des 
équations  (3),  dans  la  première  par  exemple,  donnant,  d'après 
ridentilé 

(aid^ez){bxCtd2e^) 

—  {bid^ez){axc^dzei,)  -  —  (— O^Ccit/j^aXai^jt/jC*), 

réquation 

^'^        i        __  (^i^f^a)  — a(«ifl^2^3)-?(6,6?je3)  ,       .     , 

f        =  -   -7---, =  Y  (entier); 
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on  a  tout  de  suite 

X  =  o-f->/, 

5=Y-+- 1 ^• 

La  substitution  des  valeurs  en  X'  de  t,  j'  et  de  z  dans  l'une  des 
équations  (2),  par  exemple  dans  la  première,  donne  aussi,  d'après 
ridentité 

{aie2){biCidse,,)  —  (bie^XaiCid^ei,)  -+-  {Cx€i)(aibidze^) 

El.— (— i)»(t/i<îj)(ai6jc,<f4), 
l'équation 

[     .    (dxei)(aibiC^e^).,      {diCj) 

I    -T-  r — ^ A   -r  — fx U 

(6)  ' 

~—^  I     ■     —    ■        ■    ■^    -         .-■  .  —      -  ■■  ■  ■         ■      ■  ■    ■      ■ ■    ■    -■  • 

n  '  {^162)  (diet) 

Gomme  nous  avons  suppose  — ^ — -  premier  avec  — ;; — >  en  vertu 

de  la  relation 

=  (t/iCj)[(A:ié'3)~a(«i«3)  —  p(6i«3)— y(ciC3)J 
tirée  de  la  première  des  équations  (3),  le  second  membre  de  Téqua- 

tion  (6)  divisé  par      :^  '    donnera  toujours  un  entier  0,  et,  par  con- 

séquent, 

X'  =  o  -f-  l\ 

y       (f^ibiCze,,)  .„ 

u  =:  fi  —   : A   . 


Par  un  raisonnement  analogue,  la  substitution  des  valeurs  de  j*, 
y,  ^  et  de  e^  en  X'  dans  l'une,  par  exemple  dans  la  première,  des 
équations  (i),  donne 

et 

—  O  -i-  A    , 

V   —    s  — t-   r A     . 

a. 

C'est-à-dire,  en  éliminant  toujours  les  inconnues  à   coefficients 
premiers,  pour  que  le  système  (i)  accepte  des  solutions  entières,  il 


—  63  — 
faut  et  il  suffît  que  le  tableau 

ai     b\     C\     d\  e\ 

eZf     bi    Cf     ^t  ^s 

«3       b^      C3       C?3  «3 

€14      ^4      ^V      ^4  ^4 

des  coefficients  remplisse —^^^ conditions. 


1 .2 


Émine  (Constantinople). 


8^9.  (1896,  i3o)  (P.  Tannery).  —  Sur  Véquation  X*h-  Y*=  aZ«. 
(1897,  85,  271).  —  Les  formules  de  Desboves,  dont  j'ai  parlé  à  la  fin 
de  ma  première  réponse  (1897,  85),  se  trouvent  dans  les  C,  /?., 
année  1887,  t.  GIV,  p.  846  et  i832.  E.  Fauquehbergue. 

869.  (1896,  174)  (Ed.  Hênet).  —  Étude  d'un  complexe  de 
droites.  —  Étant  données  dans  l'espace  trois  surfaces  de  deuxième 
classe  S^^',  S^'^  S^>^  n'appartenant  pas  au  même  faisceau  tangentiel, 
l'ensemble  des  droites,  par  lesquelles,  conduisant  les  plans  tangents 
aux  surfaces  données,  on  obtient  trois  couples  de  plans  appartenant 
à  la  même  involution,  est  un  complexe  de  droites  du  troisième  degré, 
correspondant  à  celui  étudié  largement  dans  mon  Mémoire  Sur  un 
complexe  de  droites  du  troisième  degré ^  contenu  dans  le  Tome  III, 
série  V,  des  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  de 
Bologne;  1893. 

Maintenant,  en  supposant  que  des  trois  surfaces  données  S^*^  soit 
tout  à  fait  arbitraire,  S^*^  soit  le  cercle  imaginaire  à  l'infini  et  S'^^ 
soit  la  gerbe  des  plans  diamétraux  de  S^^^,  comptée  deux  fois,  le 
complexe  précédemment  indiqué  se  réduit  à  celui  pour  lequel 
M.  Hénet  demande  des  renseignements.  Ce  complexe  est  formé  par 
les  génératrices  des  surfaces  du  deuxième  degré  d'une  gerbe  tan- 
gentielle  ayant  en  commun  un  tétraèdre  polaire  et  quatre  plans  tan- 
gents qui  passent  par  un  sommet  de  ce  tétraèdre  et  doivent  se 
compter  chacun  deux  fois.  Le  complexe  correspond  à  celui  consi- 
déré dans  l'article  14,  septième  de  mon  Mémoire  déjà  cité. 

D.  MoNTESANO  (Naples). 

889.  (1896,  178)  (J.  GaiPFiTHs).  —  Théorème  de  Géométrie  tri- 
linéaire.  —  On  peut  consulter  une  Note  de  l'auteur  de  la  question, 
publiée  dans  les  Comptes  rendus  de  la  Soc,  math,  de  Londres, 
vol.  XXV,  n""  498,  499  •  Note  on  four  spécial  circles  0/  inversion 


-  6i  — 

of  a  System  of  generalized  Brocard  circles  of  a  plane  triangle. 

En  outre,  M.  Griffiths  a  bien  voulu  nous  communiquer  les  re- 
marques qui  suivent  : 

«  Les  coordonnées  x,  y,  z  sont  liées  aux  cordonnées  irilinéaircb 
a,  p,  Y  par  les  relations 

X      y       z.         a  sin  A -h  p  sinB -h  Y  s*"^^ 
a  ~  P  ~  Y  ~  Py  ^''^''^  "^  ï*  ^*'*'^  "^^P  sinC* 

d'où  l'on  tire 

2,(^    -j^-3)sin A  —  o. 

»  Par  exemple,  pour  le  centre  du  cercle  circonscrit,  nous  avons 

— «_  =  _i_  =  -J-  • 

cosA       cosB       cosC 
a7=2cosA,  7^  — 2C0SB,  Z  =  -2C0SC.    » 

C.-A.  Laisant. 

917.  (1896,  224)  (E.-M.  Lémeray).  —  L'idée  de  mettre  un  corps 
en  équilibre  uniquement  sous  l'action  de  forces  extérieures,  et  sans 
lui  donner  aucun  point  d'appui  tangible,  remonte  à  la  plus  haute 
antiquité.  Un  pareil  équilibre  pourtant  n'a  jamais  pu  être  réalisé.  Il 
en  est  de  cette  question  comme  de  celle  du  mouvement  perpétuel  : 
elle  parait  avoir  préoccupé  les  anciens  presque  autant,  et  la  solution 
n'en  est  pas  plus  diffîcile  tant  qu'on  ne  sort  pas  des  fictions  de  la 
Mécanique  rationnelle.  Quoi  de  plus  simple  que  de  démontrer  qu'un 
point  matériel  placé,  par  exemple,  dans  une  sphère  dont  tous  les 
éléments  l'attirent  ou  le  repoussent  suivant  une  même  loi,  est  en 
équilibre  au  centre  de  cette  sphère? 

Les  anciens,  je  le  répète,  paraissaient  croire  à  la  possibilité  de 
pareils  équilibres.  Des  récits  merveilleux  sur  ce  sujet  semblent 
avoir  pris  naissance  sur  les  bords  du  Gange.  Les  manuscrits  sacrés 
des  Hindous  parlent  de  temples  où  les  statues  de  fer  des  divinités  se 
tenaient  dans  l'air  sans  support  visible  par  le  moyen  de  blocs  d'ai- 
mant scellés  dans  le  sol  et  dans  la  voûte  et  dont  les  forces  attractives 
se  faisaient  équilibre  (R.  Radau,  Le  Magnétisme).  L'impossibilité  de 
pareils  faits,  bien  que  ne  faisant  doute  pour  personne,  est  plus  facile 
à  constater  qu'à  démontrer. 

Il  semble  qu'elle  tienne  à  la  nature  des  forces  agissantes;  or,  de 
cette  nature  nous  ne  savons  pas  grand-chose.  Laissons  de  côté  Tat- 
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traction  newtonienne,  sur  laquelle  nous  ne  pouvons  expérimenter 
directement,  et  demandons-nous,  par  exemple,  pourquoi  un  morceau 
(le  fer  ne  saurait  rester  en  équilibre  entre  deux  aimants  de  même 
puissance.  Si  nous  considérons  l'attraction  magnétique  comme  la 
résultante  des  mouvements  de  masses  agrégées  d'éther,  animées  de 
mouvements  tourbillonnants  (  >  )  entre  les  atomes  du  fer  et  ceux  de  son 
oxyde  magnétique  (Duponchel),  nous  pourrons  concevoir  ces  mou- 
vements comme  non  réguliers  et  impropres  à  se  faire  équilibre  dans 
(les  espaces  de  temps  excessivement  petits,  bien  que  ces  mouvements 
puissent  représenter  la  même  force  vive. 

Une  comparaison  fera  saisir  ma  pensée.  Que  l'on  suppose  deux 
tiommes  tirant  chacun  sur  un  bout  d'une  même  corde  et  cela  au  moyen 
(le  secousses  absolument  identiques,  données  exactement  ensemble. 
La  corde  ne  viendra  ni  à  l'un  ni  à  l'autre.  Mais  si  l'un  des  hommes 
donne  la  secousse  sans  attendre  celle  de  son  compagnon  la  corde 
sera  arrachée  des  mains  de  celui-ci. 

A  mon  sens  on  peut  comparer  à  la  corde  qui  est  entre  ces  deux 
hommes  le  morceau  de  fer  qui  est  entre  deux   aimants  identiques. 

Les  mouvements  de  Féther.  tendant  à  entraîner  ses  atomes  dans 
deux  sens  opposés,  ont,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi,  des  temps  forts 
et  des  temps  faibles  qui,  pour  deux  aimants  différents,  ne  concorde- 
ront jamais. 

FI  se  peut  donc  que  pendant  un  temps  excessivement  petit,  le 
morceau  de  fer  soit  sollicité  d'un  côté  par  une  vibration  forte,  alors 
qu'il  n'en  sera  pas  ainsi  de  l'autre;  et  non  seulement  il  se  peut..., 
mais  de  pareilles  phases  doivent  forcément  se  présenter.  L'équilibre 
est  alors  rompu.  A.  Buhl. 

Dans  la  question,  j'ai  parlé  d'équilibre  stable  (énergie  poten- 
tielle minimum).  La  réponse  de  M.  Buhl,  dont  j'ai  reçu  communi- 
cation, ne  parait  pas  avoir  égard  à  cette  condition.  Je  ne  vois 
jusqu'ici  que  des  forces,  répulsives  au  voisinage  des  ipasses  fixes  ; 
nulles  à  une  distance  finie  et  devenant  ensuite  attractives  aux  dis- 
tances plus  grandes,  qui  soient  susceptibles  de  répondre  à  la  ques- 
tion; il  resterait  encore  à  établir  les  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  la  distribution  des  masses  fixes.  E.-M.  Lémeray. 


(')  On  sait  que  le  principe  de  cette  explication  se  rencontre  déjà  dans 
l>escartes. 
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1050.  (1897,  gSj  (E.-B.  Escott).  —  Pluspetit  nombre  égal  à  la 
somme  de  deux  cubes  de  deux  façons  (1897,  286).  —  Les  valeurs 
de  m  inférieures  à  100  000  sont  les  suivantes  : 

IJ29  —    i*  i- la' =    9' -T- 10* 

4 104  =  7}  -\-  16'  —  9'  -H  i5» 
i3832=  2'-i-'24»=  18'  T-20» 
2o683  —  10*  ^  27'  —  193  -H  243 
32832-=  4ï-^32»r^  i8»-v-3o» 
39312=3  o3  ^343  =.  ,53-^33» 
4oo33  --  9'  -t-  34»  -^  16»  -t-  33» 
46683  ==  3'  —  36»  -=  27»  -f-  3o» 
64232  =  173  I-  39'  =  26'  -f-  36» 
65728  =  12»  -1-  40»  ^  3i»  H-  33» 


Autre  réponse  de  M.  Fauquemberque. 
On  a  aussi 


G.  MORBAV. 


216027  =  ^'  -+-.3»  =  59»  -f-  22» 

en  dehors  des  solutions  où  les  deux  nombres  auraient  des  facteurs 
communs.  A.  Boutin. 

1079.  (1897,  125)  {Dillettante).  —  1231.  (1898,  3o)  (E.  Laskbr). 
Prix  académiques  (1897,  257).  —  Acadéhib  des  Sciences  de 
Paris.  —  Prix  proposés  pour  1898.  —  Grand  prix  des  Sciences 
mathématiques  :  Ghercher  à  étendre  le  rôle  que  peuvent  jouer  en 
Analyse  les  séries  divergentes.  —  Prix  Bordin  :  Étudier  les  questions 
relatives  à  la  détermination,  aux  propriétés  et  aux  applications  des 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  à  n  variables. 
Indiquer  en  particulier,  d'une  manière  aussi  précise  que  possible,  le 
degré  de  généralité  de  ces  systèmes.  —  Prix  Francœur  :  Découvertes 
ou  travaux  utiles  au  progrès  des  Sciences  mathématiques  pures  et 
appliquées.  —  Prix  Poncelet  :  décerné  à  l'auteur  de  TOuvrage  W 
plus  utile  aux  progrès  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appli- 
quées. —  Prix  extraordinaire  de  six  mille  francs  :  Progrès  de  nature 
à  accroître  l'efficacité  de  nos  forces  navales.  —  Prix  Montyon  : 
Mécanique.  —  Prix  Plumey  :  décerné  à  l'auteur  du  perfectionne- 
ment des  machines  à  vapeur  ou  de  toute  autre  invention  qui  aura 
le  plus  contribué  aux  progrès  de  la  navigation  à  vapeur.  —  Prix 
Fourneyron,  question  de  1897  remise  à  1898  :  Donner  la  théorie  du 
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mouvement  et  discuter  plus  particulièrement  les  conditions  de  stabi- 
lité des  appareils  vélocipédiques  (bicycles,  bicyclettes,  etc.)  en  mou- 
vement rectiligne  ou  curviligne  sur  un  plan,  soit  horizontal,  soit 
incliné.  —  Prix  Fourneyron  :  Perfectionner  en  quelque  point  la 
théorie  des  trompes.  Confirmer  les  résultats  obtenus  par  Texpé- 
rience.  —  Prix  Lalande  :  Astronomie.  —  Prix  Damoiseau  :  Exposer 
la  théorie  des  perturbations  d'Hypérion,  le  satellite  de  Saturne 
découvert  simultanément  en  f848  par  Bond  et  Lassell,  en  tenant 
compte  principalement  de  l'action  de  Titan.  Comparer  les  observa- 
tions avec  la  théorie  et  en  déduire  la  valeur  de  la  masse  de  Titan. — 
Prix  Valz  :  Astronomie.  C.-A.  Laisant. 

Extrait  du  règlement  du  prix  Lobatchefsky .  —  Le  prix  Lobat- 
chefsky  est  décerné  tous  les  trois  ans.  Il  est  d'une  valeur  de  cinq 
cents  roubles  papier.  Il  reste  à  la  volonté  de  la  Société  d'en  aug- 
menter avec  le  temps  la  valeur,  si  l'état  du  capital  le  lui  permet 

Le  prix  Lobatchefsky  est  destiné  aux  Ouvrages  relatifs  à  la  Géo- 
métrie, et  de  préférence  à  la  Géométrie  non-euclidienne  (§  5). 

Sont  admis  à  concourir  à  ce  prix  les  Ouvrages  imprimés  en  russe, 
français,  allemand,  anglais,  italien  et  latin,  adressés  à  la  Société 
physico-mathématique  par  leurs  auteurset  publiés  dans  le  cours. des 
six  années  qui  auront  précédé  le  jugement  de  la  Société  concernant 
le  prix  (§6). 

Dans  aucun  cas  le  prix  ne  peut  être  partagé  entre  deux  ou  plu- 
sieurs auteurs  concurrents.  Dans  le  cas  où  se  présenteront  plusieurs 
Ouvrages  d'égale  valeur   c'est  le  tirage  au  sort  qui  en  décidera  (§7). 

Le  prix  sera  décerné  pour  la  seconde  fois  le  3  novembre  1900. 
Selon  le  §  11  du  règlement,  les  Ouvrages  destinés  au  concours 
doivent  être  adressés  à  la  Société  physico-mathématique  de  Kasan 
jusqu'au  3  novembre  1899. 

Le  Président  de  la  Société  physico-mathématique, 

A.  Vassilief  (Kasan). 

Dans  la  séance  du  5  février  1898,  l'Académie  royale  des  Sciences 
de  Belgique  a  proposé,  pour  le  concours  des  Sciences  mathéma- 
tiques et  physiques  de  1899,  les  trois  questions  suivantes  : 

Première  question.  —  On  demande  de  nouvelles  recherches  sur 
la  conductibilité  calorifique  des  liquides  et  des  dissolutions. 

Deuxième  question.  -     Apporter  une  contribution   importante 
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à  la  Géométrie  de  la  droite  (complexes,  congruences,  surfaces 
réglées). 

Troisième  question.  —  Discuter  d'une  manière  approfondie,  au 
point  de  vue  théorique,  la  question  des  variations  de  latitude,  de 
leurs  causes,  et  du  sens  que  l'on  doit  y  attacher. 

Faire  la  critique  des  travaux  des  géomètres  sur  ce  sujet,  depuis 
Laplace  jusqu'à  nos  jours. 

Les  Mémoires  peuvent  être  rédigés  en  français  ou  en  flamand.  Ils 
devront  être  adressés  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel,  au  Palais  des 
Académies,  avant  le  17  août  1899.  H,  Braid. 

Ii06.  (1897,   170)  (A.  Boutin).  —  Une  tangente  à  Vhypocy- 
cloïde  à  quatre  rebroussements  recoupe  la  courbe  en  P  e<  N;  lieu 
des  points  de  concours  des  tangentes  menés  enP  et  Ti  à  la  courbe 
(1897,  239).  —  La  lemniscate  projective(quartique  avec  trois  points 
doubles  d'inflexion)  et  l'astroïde  projective  (courbe  de  la  quatrième 
classe  avec   trois  tangentes  doubles  cuspidales)  étant  réciproques, 
chaque  propriété  (projective)  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  en  donne 
une  de  l'astroïde  ordinaire  (*).  Si  GJ  est  une  lemniscate  et  O  son 
point   double    réel,    les    quatre   points    de    contact    des   tangentes 
menées  à  la  courbe,  par  un  de  ses  points  P,  sont  sur  une  droite/?  et 
forment,  sur  la  courbe  et  sur  la  droite  p,  un  groupe  équianharmo- 
nique;  celte  droite  p  est  orthogonale  à  celle  qui  unit  P  avec  O. 
Lorsque  P  décrit  G},  l'enveloppe  de  p  est  une  hyperbole  équilatère 
ayant  pour  asymptotes  les  tangentes  en  0,  et  pour  foyers  les  foyers 
de  la  lemniscate.  En  d'autres  termes,  cette  hyperbole  touche  les  six 
tangentes  aux  points  doubles  de  G{.  Ges  propriétés  sont,  je  crois, 
connues;  on  les  démontre  aisément  en  recourant  à  la  représentation 
paramétrique  de  la  courbe.  Nous  en  concluons,  par  dualité,  que  les 
tangentes  menées  à  l'astroïde,  aux  quatre  points  où  elle  est  coupée 
par  une  tangente  arbitraire  />,  concourent  en  un  même  point  P  et 
forment  sur  la  courbe  et  dans  le  faisceau  P  un  groupe  équianhar- 
monique.  La  droite  qui  unit  ce  point  P  avec  le  centre  O  de  l'astroïde, 
et  la  parallèle  menée  par  O  à  la  tangente  p  sont  également  incli- 
nées sur  les  deux  bitangentes  réelles.  Lorsque/?  enveloppe  l'astroïde, 


(')  ^ous  préférons  cette  dénominatioD  à  celle  d'hypocycloïde  à  quatre  re- 
broussements, car  la  courbe,  outre  les  quatre  rebroussements  réels,  en  a 
deux  imaginaires  conjugués  aux  points  cycliques  de  son  plan. 
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le  lieu  de  P  est  une  conique  passant  par  les  six  points  de  rebrousse- 
ment,  c'est-à-dire  le  cercle  circonscrit  à  Tastroïde.  Nous  avons,  de 
la  sorte,  une  construction  très  simple  du  point  P  correspondant  à 
une  tangente  donnée /7.  V.  Retali  (Milan). 

1119.  (1897,  173)  (de  Montessus).  —  En  ce  qui  concerne  les  gé- 
néralisations de  la  formule 

f(x)  -  (X  -  a)(x  -  b). .  .(x  -  l)P, 

il  semble  que  les  analystes  aient  travaillé  dans  deux  directions  : 

1**  Kn  ne  parlant  que  du  cas  de  deux  variables,  on  a  démontré  qu'on 
pouvait  mettre  la  fonction  entière /(ar,^)  sous  la  forme 

y,  =r^  o,  yi  =  o  définissant  des  systèmes  {xi^yt)  pour  Iesquels/(a7, ^) 
s*annule.  Voir  à  ce  sujet  les  travaux  de  Nœther  (M.  A.),  Halphen 
(S.  M. y  t.  V,  1877),  Kronecker  (S.  A,  B.  et  Cr.  passim)^  IVIolk 
(^Thèse),  Méray  {A,  E.  N.,  i"  s.,  t.  IV,  1867),  Laurent  (iV.  A.). 

'?.'*  Dans  un  Mémoire  très  remarquable  (-<4. -£*.  A^,  3*  s.,  t.  II,  i885). 
AI.  Méray  a  démontré  qu'on  pouvait  représenter  toute  forme  quadra- 
tique à  trois  variables  par  une  somme  de  trente  produits  de  quatre 
facteurs  chacun.  Ces  facteurs  sont  des  déterminants  du  troisième 
ordre,  tout  à  fait  analogues  aux  facteurs  xyt — yxi  de  la  forme  qu'on 
obtient  en  rendant  y(2*)  homogène.  La  démonstration  de  M.  Méray 
s'étend  d'ailleurs,  comme  il  le  dit  lui-même,  à  une  forme  d'un  nombn^ 
quelconque  de  variables  et  d'un  degré  quelconque. 

Henry  Bourget. 

1139.  (1897,  217)  (Lkheray).  -  Intégrales  interpolant  les 
sommes  des  produits  des  x  premiers  nombres  x-  p  à  x  —  p.  —  La 
fonction  constituée  par  la  somme  des  produits  des  x  premiers 
nombres  entiers  x  -~ p  àx  —  p  s'interpole  à  l'aide  de  certaines  fonc- 
tions 9n(m)  qui  sont  des  généralisations  des  nombres  de  Bernoulli. 
Ou  a  fn(— i)  =  B«.  La  théorie  est  trop  longue  pour  pouvoir  être 
exposée  ici,  mais  on  la  trouvera  en  détail  dans  le  Traité  d'Analyse 
de  M.  H.  Laurent  (t.  III,  p.  43o  à  436).  A.  Bohl. 

1155.  (1897.  221)  (G.  DE  RocQUiGNY).  —  Triangulaire  somme  de 
deux  autres  triangulaires.  —  Comme  semble  le  pressentir  M.  de 
Rocqaigny,  il  y  a,  en  effet,  une  corrélation  entre  la  recherche  des 
carrés  égaux  à  la  somme  de  deux  carrés  et  celle  des  triangulaires 
égaux  à  la  somme  de  deux  triangulaires. 
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On  peut  résoudre  le  premier  problème  à  l'aide  de  la  formule 

où  Ton  dispose  des  entiers/?  et  q  de  telle  façon  que/>^  soit  carré.  Le 
second  se  résout  par  cette  même  formule,  mise  sous  ia  forme 


(p^qY—i  _  (p  —  qy—\ 
8  8 


El 

3 


Cette  fois /?  et  q  doivent  être  deux  entiers  dont  Tun  est  pair,  l'autre 
impair  et  dont  le  produit  est  égal  à  celui  de  deux  entiers  consécutifs. 

On  a  ainsi,  très  rapidement,  un  grand  nombre  de  solutions  de  la 
question. 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  de  chercher  les  triangu- 
laires sommes  de  deux  triangulaires  consécutifs.  Deux  triangulaires 
consécutifs  ayant  pour  somme  un  carré,  il  faut  alors  chercher  les 
nombres  à  la  fois  carrés  et  triangulaires.  Ce  sujet  a  déjà  été  traité 
dans  Y  Intermédiaire  (t.  IV,  p.  227)  à  propos  de  la*question  595. 

A.  BuiiL. 

L'équation  à  résoudre  en  nombres  entiers  est 

(a)  /n(/n -h  1)  =  n(/i-4- i) -h/>(/? -Hi). 


Si  l'on  pose 

m  — 

z  —  I                        X  —  \ 

y  —  ï 

^            2 

2                                          2 

elle  devient 

(0 

z*-4-  i  —  ar*-+-^*. 

' 

L'équation 

(2) 

5*4-  u*      x^-\-y^ 

est  complètement  résolue  par  l'identité 

{aa'  -h  bb'  )«  -+-  {ab'  —  ba'  )»  =  {aa'  —  bb')*  -\-  {ab'  -t-  ba'  )«. 

Si,  dans  cette  identité,  on  choisit  les  entiers  indéterminés,  a,  a\ 
b,  b'  de  manière  que 

(3)  ab'—ba'=i, 

(i)  sera  complètement  résolue,  ainsi  que  la  question  posée. 

En  portant,  dans  (a),  les  valeurs  de  ar,  ^,  m,  z,  de  l'identité  indi- 
quée, on  aura  la  formule  demandée;  il  suffira  d'y  joindre  la  restric- 
tion (3).  A.  BouTix. 
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L'équation  à  résoudre  est 

a?»  H-  a?  =  ^«  -f.  ^  H-  z«  -f-  z. 

jy  et  js  étant  inférieurs  à  or,  on  peut  poser 

y  =  X  —  m,        z  =  x  —  /i, 

m  et  n  étant  positifs.  L'équation  devient 

x*  —  (a/n-+-2/i  —  ï)a7-h/?i«-4-/i* —  m  —  /i  =  o, 

<roù 

im-^  in  —  i  -f-  ^Hmn  -h  i 
a:  =-. 

<  Tautre  racine  donnerait  pour  y  et  z  des  valeurs  négatives). 

Pour  que  x  soit  entier,  il  faut  et  il  suffît  que  8/n/i  +  i  soit  un 
carré.  Soit  8/w/ih-  i  =  (!iaH-  i)*;  il  en  résulte 

mn  =^  —    — -  y 

2 

x=m-r-n-+-a,        y  =  n-^  a^        z  =  m  -^  a. 

Donc,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  du  problème,  on  prendra 
successivement  la  suite  des  nombres  triangulaires;  on  décomposera 
chacun  d'eux,  de  toutes  les  manières  possibles,  en  un  produit  de 
deux  facteurs  et  Ton  prendra  l'un  d'eux  pour  m  et  l'autre  pour  n. 

Ë.  Fauquembergue. 

ii2$6.  (1897,  22i)(G.  DE  Rocquigny).  —  Nombres  premiers  diffé- 
rant de  deux  unités.  —  Edouard  Lucas  {Théorie  des  Nombres, 
■  ^i>  P-  '^^^)  considère  comme  inaccessibles,  dans  l'état  actuel  de  la 
Science,  les  propositions  suivantes  : 

I.  Exisie-t'il  une  infinité  de  groupes  de  deux  nombres  pre- 
miers  dont  la  différence  soit  égale  à  2? 

II,  Tout  nombre  pair  est-il  la  somme  de  deux  nombres  pre- 
miers? (  Waring).  Euler  déclare  considérer  ce  théorème  comme  tout 
â  fait  certain,  bien  qu'il  ne  puisse  le  démontrer. 

II  f.  Tout  nombre  pair  est-il  la  différence  de  deux  nombres  pre- 
miers? (A.  de  Polignac). 

Ces  propositions  ont  été  vérifiées  sur  les  Tables  jusqu'à  certaines 
limites.  A.  BouTiN. 

H85.  (1897,  268)  {H,  Braid),  —  Newton  parle  déjà  des  expo- 
sants fractionnaires  dans  son  «  Epistola  ad  Oldenburgium, 
i3  junii  1676  ». 
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L'introduction  de  ces  exposants  est  attribuée  à  STEViN(i585)par 
KlugeLi  Math.  Wôrlerbuchy  t.  I,  p.  43;  et  à  Oresme  (i323-i382; 
par  M.  Gantor,  VorL  û,   d.  Geschichte  der  Mathem.,  t.  II,  p.  ii;. 

G.  Peano  (Turin). 

i209.  (1898,  5)  {Alauda),  —  La  question  est  le  résultat  d'une  im- 
pardonnable distraction;  ces  lignes  sont  par  définition,  pour  ainsi 
dire,  les  lignes  de  courbure  de  la  surface.  Alauda. 

Diverses  autres  réponses,  que  la  précédente  nous  dispense  d'insérer. 

1223.  (1898,  !29)  (G.  de  Rocquignti.  -  -  Sur  le  mot  harmonique. 
—  Un  ensemble  de  deux  ou  plusieurs  sons  simultanés  est  harmo- 
nieux, quand,  pour  un  même  espace  de  temps,  leurs  nombres  de 
vibrations  sont  entre  eux  comme  deux  nombres  pris  au  commen- 
cement de  la  suite  des  nombres  naturels,  i,  •>,  3,  4?  ^t  6» 

Mais  alors,  à  égalité  de  toutes  autres  circonstances,  les  longueur^ 
des  cordes  qui  rendent  ces  sons  sont  entre  elles  comme  deux  frac- 
tions prises  au  commencement  de  la  suite  des  inverses  des  nombres 

,    i     I     I      I     r     I  ,     , 

naturels  -?->->->  t>7»»''»  suite  qui  a  reçu  pour  cela  le  nom 
I     '2    3     4     3     b  * 

de  série  harmonique. 

Et  trois  termes  consécutifs  de  cette  série  forment  toujours  le  genre 
«le  proportion  que,  pour  celte  raison,  l'on  a  de  même  nommée  Art/ - 
monique.  Gh.  Berdellé. 

1231.    Voir  ci -dessus,  p.  66. 

1238.  (1898,  3-2)  (A.-S.  Kamsey).  -  Sur  Feuerbach.  —  Charle- 
Guillaume  Feuerbach  est  né  à  léna,  le  3o  mai  i8oo;  il  était  fils  de 
Anselm  Feuerbach,  criminaliste  très  célèbre.  Il  est  mort  le  la  mar^ 
i834)  à  Erlangen,  où  il  était  attaché  comme  professeur  de  Mathé- 
matiques à  l'école  secondaire  appelée  Gymnase.  Feuerbach  a  publié 
deux  petits  Ouvrages  : 

Eigenschaften  einiger  merkwûrdigen  Punkte  des  geradli- 
nigen  Dreiecks;  Nurnberg,  189/2  (Propriétés  de  quelques  fwints 
remarquables  du  triangle  rectiligne),  et  Grundriss  zu  anal/- 
tischen  Untersuchungen  der  dreieckigen  Pyramide;  Nurnberg, 
18*27  {introduction  à  des  recherches  analytiques  concernant  lo 
pyra  m  ide  triang  u  la  ire  ) . 

G'est  dans  le  premier  Opuscule  qu'on  trouve  le  cercle  des  neuf 
points.  Maurice  Gantor  (Ueidelberg). 
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QUESTIONS. 


62.  (1894,  23)  [R8a]  L'étude  des  petites  oscillations 
d'un  système  abandonné  à  luî-mêrae,  après  avoir  été  dérangé 
très  peu  d'une  position  d'équilibre  stable,  a  donné  lieu  à  de 
nombreuses  recherches. 

La  solution  a  été  étendue  depuis  longtemps  au  cas  très 
simple  où  l'on  applique^  en  outre,  au  système,  des  forces 
très  petites  constantes. 

Dans  une  Communication  à  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris  (i  a  janvier  1891),  j'ai  abordé  le  cas  où  ces  forces  per- 
turbatrices sont  des  fonctions  quelconques  du  temps  ainsi 
que  des  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  premières.  J'ai 
montré  que,  eu  égard  au  degré  d'approximation  que  la  ques- 
tion comporte,  l'influence  de  la  variation  des  coordonnées 
est  négligeable,  et  l'on  doit  considérer  les  forces  perturba- 
trices comme  fonctions  du  temps  seulement.  J'ai  donné  deux 
théorèmes  relatifs  au  cas  où  ces  fonctions  sont  périodiques. 

Ce  cas  est  très  important.  Il  comprend,  par  exemple,  en 
Physique,  la  démonstration  de  l'égalité  du  pouvoir  émissif 
et  du  pouvoir  absorbant,  pour  une  même  radiation.  A  ce 
point  de  vue  particulier,  il  a  donné  lieu  à  de  nombreuses 
recherches  théoriques  et  expérimentales,  notamment  de 
Kirchhoff. 

Exisle-t-il  des  travaux  où  il  ait  été  traité,  d'une  manière 
purement  mécanique,  soit  pour  un  système  de  points  en 
nombre  fini,  soit  pour  les  corps  continus  ?       E.  Vicaire. 

66.  (1894,  2I)  [D6a]     Soit 
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une  expression  où  les  exposants  a,  P,  .  • .  sont  des  entiers 
positifs,  ou  zéro,  Uq  étant  du  même  degré  en  Xi,  x^j  ...,.''«• 
De  Uq  déduisons  Wj,  112,  ...  en  y  faisant  toutes  les  permu- 
tations possibles  entre  X| ,  Xj,  •  • . ,  Xff  La  somme 

est  une  fonctioli  symétrique  de  x^^  x^,  , ,  ,^  x„  qui  peut  être 
identiquement  nulle.  Est-il  possible  de  trouver  des  condi- 
tions simples  que  doive  remplir  Uq  pour  que  cela  ail  lieu? 
Par  exemple,  s'il  existe  une  permutation  qui  change  seule- 
ment le  signe  de  Uq,  la  somme  sera  nulle  ;  mais  ce  cas  est-il 
le  seul  possible?  JuLirs  Peteusen  (Copenhague). 

67.  (1894,  24)  [M* 6]  Une  courbe  plane  générale 
d'ordre  4  a  6  invariants  ;.  quelle  est  leur  signification  géo- 
métrique, ou  encore,  peut-on  déterminer  6  quantités  géo- 
métriques indépendantes  les  unes  des  autres  et  qui  soient 
des  invariants?  Voici  des  résultats  connus  qui  peuvent 
mettre  sur  la  voie.  On  sait  que  les  a8  tangentes  doubles  se 
répartissent  en  1008  groupes  de  6;  les  tangentes  doubles  de 
chaque  groupe  touchent  une  même  conique.  Les  trois  rap- 
ports anharmoniques  des  6  tangentes  d'un  même  groupe, 
prises  4^4»  sont  évidemment  des  invariants.  On  peut  dé- 
montrer que  les  1008  coniques  se  répartissent  en  63  groupes 
de  16  coniques;  les  coniques  d'un  groupe  donnent  lieu  aux 
trois  mêmes  invariants.  G.  Humbeht. 

69.  (1894,  25)  [M-^]  Quel  est  le  nombre  maximum  de 
droites  qui  peuvent  être  situées  sur  une  surface  algébrique 
d'ordre  n  non  réglée?  Une  question  plus  générale  peut  être 
posée  pour  les  courbes  d'un  ordre  donné  situées  sur  une  sur- 
face algébrique  d'ordre  n.  Hurwitz  (Zurich). 

70.  (1894,  25)  [M^lb]  Quel  est  le  nombre  maximum 
de  points  doubles  que  peut  avoir  une  surface  algébrique 
d'ordre  n  sans  ligne  double  ?  Hurwitz  (Zurich). 


■TV 
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1252.  [I19c]  Le  problème  :  Trouver  n  entiers  en  pro- 
gression arithmétique  et  tels  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit 
un  carré,  quand  il  est  possible  pour  une  valeur  de  /i,  admet 
pour  cette  valeur  une  infinité  de  solutions.  Jusqu'à  n  =  5o, 
je  trouve  que  les  seules  valeurs  n  pour  lesquelles  le  problème 
est  possible  sont 

2,  4,  9,  II,  i6,  2'J,  a4,  25,  -^.6,  33,  36,  4;,  49,  5o. 

An  delà,  j'ai  reconnu  la  possibilité  pour  /i  =  Sg  et  107,  l'im- 
possibilité pour  n  =  55,  66,  71,  83,  91,  io5,  i52. 

J'ai  démontré  que  le  problème  est  toujours  possible  quand 
n  est  un  carré  Â'^. 

Je  désirerais  savoir  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
que  doit  remplir  n  pour  que  le  problème  soit  possible. 
Pourrait-on,  tout  au  moins,  indiquer  des  cas  généraux  de 
possibilité  ou  d'impossibilité,  en  dehors  du  cas  de  possibilité 
signalé  :  n  =  A"^? 

Induction?  On  peut  remarquer  que,  pour /i^ 66,  aucun 
cas  de  possibilité  n'a  été  reconnu  pour  n  triangulaire  (sauf 
36  qui  est  carré)  ou  double  d'un  triangulaire. 

A.  BOUTIN. 

1253.  [I19c]     Les  équations 

x^ -f-  or  dr,  i  =z  y^ 

ont-elles,  en  nombres  entiers,  d'autres  solutions  que 

18. 19 -H  1  =  7',        36.37  —  1  =  113? 

A.  BoUTIN. 

1254.  [L^BOb]  Quelle  est  l'enveloppe  d'un  plan  qui 
détache,  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  un  segment  de 
volume  constant  donné?  A.  Bol  tin. 

12oo.  [I19b]  Si  l'équation  x''-' =y"~^  z"  sl  des  solu- 
tions entières  jr,,  j'j,  Zi  il  en  sera  de  même  de  l'équation 
nxP"*  =yP-^  zP  quel  que  soit  n,  puisque  cette  dernière 
équation  sera  satisfaite  pour  x  =  Xin,  y  =  Vk  /î,    z  =z  z^  n. 
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On  en  conclut,  par  exemple,  que  l'équation 

(i)  nx^=y* -h  z^ 

est  satisfaite  pour  x  :=  'in., y=  2n,  z  =  2/1  puisque 

(2)  a7*  =  ^3_^-3 

a  pour  solution  a:  =  3,y  =  2,  5  =  1.  Je  demande  si,  quel  que 
soit  77,  réqualion(i)  a  d'autres  solutions  entières  que  celles 
qui  sont  données  par  les  solutions  entières  de  l'équation  (2). 

Alauda. 

1256.  [K2c]     Afin  de  pouvoir  entreprendre  une  nou 
velle  étude  sur  le  cercle  dit  des  neuf  points  d'un  triangle, 
je  désirerais  connaître  quels  sont  les  points  remarquables 
déjà  connus,  situés  sur  ce  cercle.  Neisirab. 

1257.  [M*  5k]  Dans  un  article  intitulé  :  Sur  la  courbe 
de  Rolle,  sa  construction  par  points  et  par  tangentes 
(/.  «S.,  p.  32;  1896),  M.  dç  Longchamps  nomme  ainsi  la 
courbe  dont  l'équation  est  xy^  =  a{y  +  xY,  L'auteur  ne  se 
rappelle  plus  exactement  où  il  a  pris  ce  nom  ;  il  croit  cepen- 
dant que  c'est  dans  VEducational  Times;  un  correspon- 
dant pourrait-il  me  dire  qui  a  donné  ce  nom  à  la  courbe  con- 
sidérée? GiNo  LoRiA  (Gênes). 

1258.  [Dla]  La  règle  pour  la  dérivation  des /oncrio/i* 
de  fonctions  subsiste-t-elle  dans  le  cas  d'une  infinité  de 
fonctions?  À-t-on  fait  des  études  sur  les  expressions  qui 
résultent  d'une  infmité  d'opérations  fonctionnelles?  Sail-on, 
en  particulier,  si  une  fonction  discontinue  peut  être  consi- 
dérée comme  résultant  d'une  infinité  d'opérations  fonction- 
nelles continues,  appliquées  successivement? 

Rosace. 

1259.  [M- 6c a]  La  surface  signalée  dans  la  ques- 
^/on  1108  (1897, 1 70)  a  été  lobjet  d'une  étude  de  M.  del  Pezzo, 
publiée  dans  les  Rendiconti  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Naples  (23  octobre  1897).  Ce  travail  me  conduit  à  poser 
une  autre  question  :  Quelles  sont  toutes  les  surfaces  dit 
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sixième  ordres  à  sections  planes  du  genre  un,  dont  la 
ligne  singulière  se  compose  de  neuf  droites? 

Rosace. 

1^0.  [Illa]     Peut-on  démontrer  que  la  somme 

r—  n 

OÙ  30  est  un  nombre  positif  incommensurable ,  est  égale  h 

(/n- 1)          n 
n X , 

-2  2 

en  négligeant  une  quantité  qui  croît  avec  n  (en  valeur 
absolue)  moins  rapidement  que  /z^,  Texposant  e  étant  une 
grandeur  positive  fixe,  mais  aussi  petite  qu^on  le  veut? 

J.  Franel  (Zurich) 

4261.  [I9c]  Soient/>un  nombre  premier  absolu  et  a,  6, 
c,  •  .  -  ses  racines  primitives.  En  écrivant  la  suite  a,  a',  a', 
a*,  ..  .,  aP~^  et  en  retranchant  de  chaque  terme  tous  les 
maltiples  de  p  qu^il  peut  contenir,  on  obtient  la  suite  natu- 
relle des  nombres  de  \  k  p  —  i  disposés  dans  un  ordre  quel- 
conque. Les  autres  racines  b^  c^  d^  ...  donneront  cette 
même  suite  dans  des  ordres  différents.  Ceci  posé  : 

I**  La  somme  des  puissances  n^^'^^^  de  a,  6,  c,  .  r  .  est 
congrue  avec  zéro,  relativement  au  module  />,  lorsque  n 
est  diviseur  ou  multiple  d^un  diviseur  de  p  —  i , 

î2®  La  somme  des  n  racines  de  a"  jouit  de  la  même 
propriété,  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  ces  racines, 
à  l'exclusion  de  celles  qui  sont  égales  à  n  ou  multiples 
de  ce  nombre. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  : 

Dans  toute  suite,  calculée  comme  il  est  dit  plus  haut, 
la  somme  des  nombres  équidistants  est  toujours  congrue 
avec  zéro  pour  le  module  p. 
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Peut-on   donner    une  démonstration    élémentaire  de  ce 
théorème?  F.  Delastelle. 

1262.  [I9c]  Lorsque  le  module  est  puissance  d'un 
nombre  premier/?,  la  suite,  qui  contient/?^"*  {p  —  i)  termes, 
jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  la  question  précé- 
dente ;  mais  il  faut  alors  que  n  ait  un  facteur  commun  avec 
P^~^{P  —  Oî  lorsque  ce  facteur  est  égal  k  p  —  i,  p{p  —  i}, 
p^{p — i),  . .  .,1a  somme  des /?^~*,  /?^~^,  . ..  termes,  congrue 
avec  zéro  pour  le  module/?,  ne  Test  pas  pour  le  module />^; 
elle  a  pour  valeur  les  multiples/?,  ip,  ...,  p{p^~*)ou  p^^ 
^.p'^  . . . ,  /?',  2/?',  . . . ,  chacun  augmenté  du  plus  petit  des 
termes  trouvés. 

Peut-on  démontrer  ce  théorème?         F.  Delastelle. 

1263.  [Dlb]     La  série 


n—  8 


0(^)  = 


y    sin»7r;;  1 •  1 


définit  une  fonction  0(3)  qui  existe  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  z  et  qui  admet  pour  racines  réelles  les  nombres 
premiers,  et  les  nombres  premiers  seulement  (positifs  ou 
négatifs).  Elle  admet  probablement  des  racines  imaginaires. 
Quelqu'un  aurait-il  le  moyen,  non  pas  de  trouver  ces  racines, 
ce  que  je  crois  difficile,  mais  de  limiter  un  champ  contenant 
ces  racines?  H.  Laurent. 

1284.  [I19c]     Je  désirerais  la  solution  de  la  question 
suivante  :  On  a  les  congruences 

4!    -ui=^o    (mod    52), 
ri!  -h  I  =  o     (mod  i3*). 

Peut-on  découvrir  une  règle  quelconque  permettant  d^ 
trouver  les  nombres  premiers  p  tels  que  l'on  ait 

(p  —  i)!-hi--o    (mody?')? 

(Voir  Mvthevvs,  Tlieory  of  Numbers,  p.  3i8). 

li.B.  EscoTT  (  Vnn  Arbor,  Michigan). 
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126d.  [K7c]  Soient  a  et  B  deux  points  dont  les  coor- 
données sont  x^  y\  x^^  ys\  et  A',  B'  deux  autres  points  dont 
les  coordonnées  sont  x! ^ y  \  x\^ y\ ;  A  et  A',  B  et  B'  sont  des 
points  respectivement  correspondants  de  deux  figures  sem- 
blables, AB  et  A'B'  étant  deux  droites  homologues.  Je  vou- 
drais avoir  une  expression  explicite  des  coordonnées  du 
point  double  S  de  ces  deux  figures  : 

1°  Si  elles  sont  directement  semblables; 

2°  Si  elles  sont  inversement  semblables. 

La  question  n'offre,  par  la  méthode  que  j^ai  essayée, 
d'autre  difficulté  que  la  longueur  des  calculs  à  efTectuer, 
longueur  devant  laquelle  j'ai  reculé.  Alauda, 

i266.  [I9c]  Dans  une  lettre  datée  de  Toulouse,  le 
7  avril  1643,  Fermât  répondait  au  P.  Mersenne  :  «  Vous 
me  demandez  si  le  nombre  100895598169  est  premier  ou 
non?  et  une  méthode  pour  découvrir  dans  l'espace  d'un  jour 
s'il  est  premier  ou  composé.  A  cette  question,  je  réponds 
que  ce  nombre  est  composé  et  se  fait  du  produit  de  ces  deux 

8984^3    et     ii2  3o3 
qui  sont  premiers.  » 

A  l'aide  d'une  méthode  personnelle ,  j'ai  ramené  la  question 
de  savoir  si  le  nombre  100895598  169  est  premier  ou  non 
à  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

iooar*-f-  ^24  a? -f-  S^ïGqoi  ySS  193*  =  j^*. 

Un  lecteur  pourrait-il  me  résoudre  cette  équation? 

E.  Barbette  (Liège). 

1267.  [M'^la]  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  sur- 
face S.  Par  ce  point  M  et  par  chacun  des  trois  cercles 

i  ^  =  O,  (  r  =  O»  i    >5  =  O, 

on  fait  passer  une  sphère.  M'  étant  le  second  point  commun 
à  ces  trois  sphères,  on  demande  quelle  doit  être  la  surface  S 
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pour  que  M'  soit  la  projection  de  l'origine  sur  le  plan  langent 
en  M  à  la  surface  S.  R.  de  Crès. 

1268.  [Hllb]  Soit  F  une  fonction  telle  que  l'on  sache 
exprimer  F(  w  +  i>)  par  une  formule  non  symétrique  enF(i/) 
F(p).  Tel  est  le  cas  de  p{u).  Que  faut-il  faire  pour  obtenir 
une  formule  symétrique  d'addition?  Lémerat. 

1269.  [Hllb]  Je  suppose  qu'il  existe  une  fonction 
pouvant  s'écrire  sous  forme  finie  au  moyen  des  signes  ordi- 
naires de  l'Analyse,  et  satisfaisant  à  un  théorème  d'addition 
donné.  Exîste-t-îl  une  méthode  un  peu  générale  pour  obtenir 
cette  foncrion  sous  forme  finie?  Lémeray. 

1270.  [H  12]  Existe-t-il  un  Traité  français  de  Calcul 
des  différences  plus  récent  et  plus  abrégé  que  celui  de  Lacroix? 

Martin. 

1271.  [I23aa]  Oùpeul-on  trouver  une  théorie  un  peu 
complète  des  fractions  continues  périodiques? 

Martin^ 

1272.  [Elc]  Centre  d^ aspect  d^ un  triangle, — Quelles 
sont  les  coordonnées  du  centre  d'aspect  défini  dans  la  Note 
de  M.  Rabut  à  propos  de  la  question  538  (t.  III,  p.  186-187; 

1896). 

Ce  point  a-t-il  une  corrélation  avec  la  potentielle  triangu- 
laire? H.  Brocard. 

1273.  [V9]  Il  serait  désirable  d'avoir  une  Note  exacte 
des  écrits  de  Gauss  (lettres  et  travaux)  qui  ne  se  trouvent 
pas  compris  dans  les  Œuvres  complètes,  publiées  en  7  vo- 
lumes à  Gôttingen  (i863).  Quelque  collaborateur  pourraît-îl 
la  donner?  Peut-on  la  trouver  quelque  part?       Novus. 

1274.  [  V8]  Même  question  que  la  précédente  pour  les 
écrits  mathématiques  de  Leibniz  non  compris  dans  les  Ma- 
tliematische  Schriften,  publiés  par  Gehrhardt  en  7  vol- 
Halle,  i855«i863.  AWus. 


81  — 


RÉPONSES. 


212  (1894,  ii3)  (La  Rédaction).  —  Congrès  internationaux 
(1894,  25;;  1896,  i6i,  2o3;  1897,  33,  i5i,  197,  200,  223,  245).— 
Congrès  de  Zurich.  —  Le  Bureau  du  Congrès  de  Zurich  (1897) 
nous  prie  d'annoncer  aux  Membres  du  Congrès  qu'ils  recevront  gra- 
tuitement le  Compte  rendu  officiel  dans  un  délai  d'environ  deux 
mois. 

Congrès  de  Paris.  —  La  Société  mathématique  de  France  a  pris 
les  premières  mesures  en  vue  de  l'organisation  du  Congrès  de  Paris 
de  1906.  Deux  Commissions  ont  été  constituées  sous  les  titres  de 
Commission  des  travaux  et  Commission  administrative.  La  pre- 
mière a  pour  président  M.  Poincaré  et  pour  vice-présidents  MM.  Ap- 
pell  et  Picard.  La  seconde  a  pour  président  M.  Darboux  et  pour 
vice-présidents  MM.  Haton  de  la  Goupillière  et  Vicaire. 

Les  deux  Commissions  réunies  constituent  le  Comité  d'organisa- 
tion, ayant  pour  Bureau  celui  de  la  Société  mathématique.  Le  pré- 
sident actuel  de  la  Société  est  M.  Lecornu.  C'est  à  lui  que  doivent 
être  dès  maintenant  adressées,  au  siège  de  la  Société,  -7,  rue  des 
Grands-Augustins.  toutes  les  communications  ou  toutes  les  demandes 
de  renseignements  concernant  le  Congrès  international  de  1900. 

C.-A.  Laisant. 

406.  (1895,  3)  (A.  Thorin).  -  (1895,  299;  1896,  i4;  1897,  175.) 
—  Solutions  de  l'équation  indéterminée  : 

III  I 

= 1 h.  ..H 

a        a\        ai  a,i 

On  peut  trouver  les  formules  donnant  toutes\Qs  solutions  entières 
de  cette  équation  de  la  manière  suivante  : 

4- 
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L'équalion  peut  s'écrire 


—  a, 

OTj 

o 

o 

o 

o 

—  «1 

o 

«3 

o 

o 

0 

a, 

o 

o 

«4 

o 

o 

—  a, 

o 

o 

o 

^'5 

•  • 

1 

•    •  •    ■ 

•    • 

■ 

• 

• 

•  • 

—  cil 

o 

o 

o 

• 

o 

an 

a  —  «1 

a 

a 

a 

■ 

a 

a 

=  o. 


Pour  chaque  système  de  valeurs  a^  a|.  . . .,  a„  satisfaisant  à  cette 
équation,  il  y  a  n  nombres  entiers  A-j,  A^,  ...,/:„,  tels  que  les 
équations 

—  kiOi-h  A'jaj  =  o, 

—  kiai-h  Aja3  =  o, 

—  A'i  «i  -+-  A'i  «4  =  o. 


—  Aiai-+- A,ia„=  o, 

A*i  ( a  —  ai  )  -H  A'î a  -H  A:3 a  -H . . . 4-  kn-i a  4-  Ar, a  =  o 

sont  satisfaites   et  inversement;   si   ces   équations  sont  satisfaites, 
l'équation  donnée  l'est  aussi.  On  tire  de  ces  équations 


d'où 


«1 

A-. 

■aV 

«3 
«1 

A-1 
-A/ 

a 

•   ••••) 

Al 

«'i 

Aj-j-  Aj-i-. .  .-H  A/i 

a  —  kkiki . 

•  »  A"/t, 

flj  =  A'A'j  a"3  . 

•  •  A /t     (  A 1  -h  A 2  -!-...-+-  A  /i  ), 

tij  =  AtA'i  A3  . 

.  .  k/i      (  A" I  -+-  A •  -+-  .  .  .  -4-  n  n)* 

u,t  —  A"  A'i  Atj  . . ,  fîfi—i  (  A"|  -h  A'j  -H . . .  -i-  A'rt  ) , 

A'  étant  une  fraction  rationnelle  dont  le  numérateur  est  quelconque 

et  le   dénominateur  le  plus  grand   commun   diviseur  des  produits 

k\k%  ...  kfi^ki  A'3  . . .  A'/i(A'i-i-. . . 4-  A'/i),  . . . ,  k\k^. ,  'kn—\ (A'i  -1-. ..h-  X'n). 

On   voit   que   cette    méthode   peut   s'a[)pliqner   à    l'équalion  plii« 
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générale 


p.. 
p.. 


Pi. 
p« 


•    •  • 


P/ii     !*«: 


Pin 
Pl« 

•  •         • 


=  o, 


les  Pelant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  /i  H- i  inconnues 
a,  A],  a2,  ...,  a,,.  Je  publierai  prochainement  sur  cette  équation  un 
Mémoire  dans  le  Bergens  Muséums  Starbog^  et  je  traiterai  dans 
celui-ci  aussi  le  cas  où  les  P  sont  linéaires  sans  être  homogènes. 

A.  Palmstrôh  (Bergen). 

453.  (1895,  17)  (E.  Maillet).  —  Sur  le  problème  (VEuler  dit 
des  36  ojjiciers  (1896,  17,  90).  —  Généralisation.  —  Disposer  en 
carré  /n'=[^*  x  {ip  -\-  1)]'  officiers  de  m,  grades  différents  et  de  m 
régiments  différents  de  manière  que,  sur  chaque  colonne  horizontale 
el  sur  chaque  colonne  verticale,  il  se  trouve  : 

Premier  problème,^  /n  =  2*x(2/?-hi)  officiers  de  chaque  grade 
et  de  chaque  régiment; 

Deuxième  problème.  —  a*'"*  X  (2/? -1- 1)  groupes  de  deux  offi- 
ciers de  chaque  grade  ou  de  chaque  régiment; 

Troisième  problème.  —  2*-'x  (2^  -h  1)  groupes  de  quatre  (2*) 
officiers  de  chaque  grade  ou  de  chaque  régiment; 

Quatrième  problème,  —  2*-3  x  (2/? -h  1)  groupes  de  huit  (2^) 
officiers  de  chaque  grade  ou  de  chaque  régiment; 


n  -f- 1'""*  problème. —  2^'~'*  x  {ip  -f- 1)  groupes  de  2"  officiers  de 
chaque  grade  ou  de  chaque  régiment. 

Représentons  les  m^  officiers  par  le  Tableau 


11 

I2 

13 

• 

1 ■ 

• 

Im 

2, 

22 

23 

• 

« 

2m 

3t 

32 

33 

• 

• 

3m 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

« 

• 

• 

• 

M, 

M2 

M3 

! 

•       • 

Mm 

le  premier  nombre  et  le  second  indiquent  respectivement  les  grades 
différents  des  officiers  et  les  numéros  de  leurs  régiments. 
Prem^ière  hypothèse  ;  y?  =  o,  d'où  m  =  2^'. 
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Les  problèmes  précités  sont  tous  possibles,  sauf  pour  A* 
Premier  problème.  —  Kxemples  pour  m  =  4,  8, 


=  I 


t1 

3., 

«►2 

23 

«^3 

22 

k 

3i 

2v 

^1 

33 

12 

32 

I3 

2, 

^«^ 

tt 

65 

57 

23 

8^ 

38 

«^6 

72 

56 

22 

U 

68 

^►7 

73 

8, 

35 

7s 

«H 

33 

87 

28 

^w 

62 

16 

32 

86 

78 

^* 

63 

I7 

25 

5, 

^8 

7^ 

82 

36 

55 

2| 

13 

67 

Ô3 

6v 

37 

^5 

7i 

12 

66 

58 

2k 

Î8 

26 

52 

3, 

85 

77 

^Z 

'^ 

53 

6, 

I5 

76 

«^2 

3v 

83 

Deuxième  problème.  —  Exemples  pour  m  =  4.  8, 


11 

«^3 

^2 

U 

3., 
2^ 

22 

23 

3i 

32 

33 

2, 

'^' 

I3 

I2 

'«•1. 

1, 

87 

86 

u 

ts 

83 

82 

18 

78 

22 

23 

7s 

7.. 

26 

27 

7, 

68 

32 

33 

65 

6v 

36 

37 

61 

'h 

57 

56 

^% 

«^5 

53 

52 

^^8 

5i 

«^7 

^6 

5.^ 

55 

^^3 

^2 

58 

38 

62 

63 

35 

3v 

66 

67 

3, 
2, 

28 

72 

73 

25 

2v 

76 

77 

8, 

17 

16 

8.^ 

85 

h 

u 

88 

Deuxième  hypothèse  :  k  =  o,  d'où  m  =  2/?  -h  i. 
Premier  problème  toujours  possible;  les  autres,  évidemment  im- 
possibles. Exemples  pour  m  =  3,  5,  7, 


h 

3, 

23 

33 

22 

II 

2, 

l3 

32 

23 

12 

5i 

'^s 

3v 

u 

53 
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3, 

25 

55 
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33 
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2w 
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^3 

3^ 
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17 

76 

52 
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65 

7v 

57 
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27 

5t 

6, 
33 

35 

Vî 

73 
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22 
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55 

66 

77 
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^5 
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2^ 

3, 

6, 

Se 

«^7 

75 

62 

3, 

U 

23 

^3 

36 

1? 

7i 

67 

2s 

S* 
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Troisième  hypothèse  :  m  =  i^'x  (a/>  -h  i). 

Le  premier  problème  est -impossible;  les  autres  sont  toujours  pos- 
sibles. A0¥ir,  W^li'5^^4 
Deuxième  problème.  —  Exemples  pour  m  =  6,  lo,  . . , . 


Il 

65 

6., 

h 

62 

h 

Ss 

22 

S3 

5v 

2s 

2i 

«^6 

35 

33 
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^2 

«•■1 

3, 

^s 
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26 
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2^ 

23 
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I2 
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63 

h 

66 

', 
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IO3 

U 

IO5 

16 

I7 

lOg 

IO9 

ho 
9i 

îto 

9s 

93 

27 

26 

25 

2^ 

98 

92 

3io 

39 

33 

87 

86 

85 

8«^ 

38 

32 

81 

«^1 

72 

78 

^.. 

^6 

^5 

^^7 

73 

79 

7io 

5io 

6? 

68 

6.. 

55 

56 

57 

63 

69 

5, 

6t 

52 

58 

bk 

65 

66 

67 

53 

59 

610 

7i 

•►2 

^^8 

71, 

75 

76 

77 

«^3 

'^s 

«^to 

810 

89 

83 

37 

36 

3s 

3.. 

88 

82 

3t 

9io 

29 

23 

97 

96 

9s 

9v 

28 

22 

2, 

10, 

I9 

h 

IO7 

^5 

ïOe 

10(, 

I3 

h 

Ï0,o 

Tout  ce  qui  précède  est  un  ensemble  de  résultats  dont  les  démon- 
strations seraient  trop  longues. 

N.  B.  —  Des  solutions  précédentes,  on  déduit  une  infinité  de 
carrés  magiques  en  remplaçant  la  notation  a:^  de  chaque  case  parle 
nombre  {x  —  \)m-^  y,  E.  Barbettk  (Liège). 

678.  (1895,  887)  (G.  Enestrom).  —  Importance  des  divers  jour- 
naux mathématiques  comme  nombre  de  lecteurs  (1896,  119)-  — 
La  question  ne  manque  pas  d'intérêt,  et  du  plus  piquant,  mais  re- 
ccvra-t-elle  jamais  une  solution? 

On  jugera  peut-être  que  dans  son  article,  en  somme  peu  obligeant 
pour  les  confrères  étrangers  des  A.  M,,  le  rédacteur  du  journal 
Dagens  Ayheter  n*a  que  trop  parlé.  Il  eût  été  prudent  de  se  sou- 
venir que,  naguère  encore,  un  Recueil  officiel  français  offrait  l'hospi- 
talité à  un  remarquable  Mémoire  de  M"*  Sophie  de.  Kowalewski. 
On  avait  là,  en  Suéde  même,  une  preuve  que  nos  journaux  français 
sont  loin  d'être  délaissés.  Nous  nous  abstiendrons  de  citer  aucun  nom 
propre;  il  suffit  de  parcourir  les  tables  de  nos  principaux  Recueils 
pour  constater  qu'ils  sont  glorieusement  fréquentés.  A  qui  fera-t-on 
croire  que  leurs  hôtes  manquent  de  lecteurs? 

Il  est  de  mode,  en  certains  lieux,  de  porter  des  verres  grossissants 


—  S'i  — 

iê  I  ii*a;r  li^-»  pr»:»  ii  l-^  »-'.r^Q^r-r*:  on  !•'?  lai*>^  de  cûlê  pour  regarder 
m  Fr-jDi:»*.  1^  ^•:^rrn•>:  e*l  de  loa*  1^*  (*^>-'  niais,  sîl  n'y  a  pas  de 
pairie  cf>r>ciale  à  la  S'.irn'  <^.  il  }  a.  dan<  chaque  oatioD.  des  manife«- 
talion«  parli- uli«-r«**  «Je  la  S«:i»D.'e  el  de*  or::ane*  scieolifique*.  On 
ne  saurait  en  ^••îî!"ir  au  r^r-iiCteur  t>u- «ivis  du  Daçens  Xyheter  de 
«•en  être  *«j'jvenu.  F'aifor»?  c« .mnir  lui.  Caiius, 

TOi.  1 1896.  >      Ce^i»*^»  •.  —  /ir'ci"n  piane  occupée  par  les  centres 
de  s  rasait  ê  de  tous  les  arcs  d'une  courbe  ■  1897.  ^2  >o  •-  —  On  sali 
que  le  proc»:tIt-  arja!%ti-yje  in.I-ju-f   par  M.  Lasoulinsky  ne  fournil 
pa*    toujours   X'f^nxel'ppe  «lun'*  l'.inrîle  de  courbes,  el  j'ai   lieu  de 
rr«»ire  qu'il  en  e*t  ain-i  dans  lj  qui-ition  *p»'ridle  que  j*ai  posée.  Par 
e\emple.  je  serais  curieux  «ie  sa\«»ir  quel  est  fe  contour  de  ia  rés^ion 
harycentrique  d'une  ci>tîh'»iJe.  Dans  le  cas  général,  la  solution  de 
M.   Lair-'^uiin-ik^    c«»n«l'iil   j    la   C'tncîusion   que   %oici   :    le   contour 
cherché  est  con^titur-  p'ir  les  p^'inls  situr's  sur  les  cordes  des  arcs, 
dont  ils  sont  les  centres  fie  :rr'i^i/r^:  el  il  e^l  enveloppé  par  ces 
cordes.  Il  en  résulte  que  la  courhe  considérée  appartient  au  contour 
dont  il  <'ai:it:  niais,  si  elle  e<t  ouverte,  quelle  est  la  courbe  qu'il  lui 
fdudrait  adjoin«lre  pour  coni(d»}ter  ce  ci»n!our?  Telle  est  la  question 
dont  je  désirerais  av«>ir  une  soluilun  erplicite.      Cesâro  (Naples). 

783.  1 1896,  '>7  •  «P.  Tanneri  i.  —  Sur  un  problème  d\ArithmC' 

or 
tique  pos*'  par  t)zannm  à  Itillr  \  1897.  255».  —  Soient  —  »  a-,  tv 

y 

les  trois  nf»mbres  de  la  progression:  il  faut  d'abord  rendre  carrées 
les  expression* 


ou  résoudre  la  triple  égalité 


J-^ 


r*- 


J-' r» 


JT  —    V*    =  M*. 
J-  I      =  c-. 


En  mullipliant  membre  à  membre  ces  trois  équations  et  appli- 
quant la  méiliode  de  Fermât  au  poKnome  du  troisième  degré  obtenu, 
on  trouve 

,=  ^,V-i_.j(V-',-,)(v_i-.)(-^-:-i,-.,). 


Les  valeurs  coiTeP|iOinlantcs  de  h,  t*,  (  sont 


.„.? 

— 

± 

£, 

— 

!-^3v 

e«p., 

=„io, 

3:»+^ 

=r" 

\(ii^a'ai^^--f       N(jt  — 113=-,-  3M        >\-a>-^a'  p' +  gM 

Il  csl  facîFe  île  s'assurer  que  ces  trois  fractions  sont  ini-duetiblcs, 
non  seulement  algébriquement,  mais  aussi  arillimétiquement. 
Les  sommes,  deux  à  deu\,  des  numérateurs, 

s'int  en  progression  géométrique. 

Si  l'on  débarrasse  celles-ri  de  leur  facteur  commun  'xN  1  ce  que 
IVnoncê  du  problème  ne  demande  |ins  )  et  qu'on  prenne  pour  a  et  fl 
ileu\  cubes  premiers  entre  cu^,  les  nouvelles  sommes  seront  des  cubes 
en  pru^^-ression  géométrique,  E.  l'AUQUEiinEROUE, 

T»6.  (!896.  .8)  (BoiiLN,  Cirrki.  —  Plun  petit  et  plus  grand 
niintbre  de  cavaliers  non  en  prise  sur  un  évhii/iiier  de  h*  cases. 
I1S97,  i5.  -tiU-  —  Voiei  une  solution  n'ayant  que  -li  cavaliers  dans 


un  échiquier  do  lai  cases  ou  lieu  de  ay  de   M.  Tcilliet  cL  de   57  de 
M.  Carre.  Solidiis. 
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827.  (1896,    ioa)  (J.  Duran  Loriga).  —  (1897,  v»-o,  176).  —  On 
trouve,  dans  1«  deuxième  Volume  du  Journal  de  C relie  (18*17) 
parmi   les  questions  proposées  {Auff^aben  u,  Lelirsâtze,  p.  100. 
n"2l),  la  suivante  :  «  Etant  donnés  les  côtés  d'un  polygone  d'oD 
nombre  quelconque  de  côtés,  inscrit  dans  un  cercle,  trouver  l'airt* 
du  polygone  et  le  rayon  du  cercle,  »  A  cette  question,  posée  proba- 
blement par  Crelle  lui-même,  Mobius  répondit  dans  le  Tome  suivant 
du  même  Journal  par  un  long  Mémoire  ayant  pour  titre  :  Ueberdie 
Gleichungen  mittelst  welcher  aus  den  Seiten  eines  in  einen  Kreis 
zu  beschreibenden  Vielecks  der  Halbniesser  der  Kreises  und  die 
Flàche  des  Vielecks  f^efunden  werden  (p.  5  à  p.  34).  L'auteur  fait 
une   distinction   essentielle    et    subtile    entre    les    polygones  d'an 
nombre  pair  et  d'un  nombre  impair  de  côtés,  qu'il  appelle  poly- 
gones pairs  et  polygones  impairs;  pour  ces  derniers,  la  somme 
•jta -h  ap -h. .  .-H  2[JL  des   angles  {voir  la   réponse  de  M.    A.  Buhl, 
1897,   9.0 )  peut  être   aussi   bien   un   multiple  pair   qu'un    multiple 
impair  de  2?:;  au  contraire,  \es  polygones  pairs  sont  subdivisés  en 
deux  classes^  dont  la  première  renferme  les  polygones  pour  lesquels 
on    a    '2a -+- ap  4- . . . -f- 2[Ji  =  (2/) -f-  i)-2r,    la    deuxième    ceux   qui 
donnent  pour  somme  des  angles  un  multiple  pair  de  21c.  Les  poly- 
gones pairs  ordinaires  (dont  le  contour  ne  s'entrecoupe  pas)  appar- 
tiennent à  la  première  classe.  Gela  posé,  et  en  conservant  les  nota- 
tions de  M.  Buhl,  la  solution  du  problème  général  exige,  pour  \ts 
polygones  impairs,  l'élimination  des  angles  auxiliaires  a,  p,  ..m  K 
entre  les  équations 

(i)  J7sina  =  a,        x%\n^  =  b,         ..., 


j;  sina 
et  l'équation 


xsmfji  =  m 


sin  ( a  -+-  6  H- . . . -h  |x )  =  o. 


tandis  que  pour  les  polygones  pairs,  suivant  qu'ils  appartiennent  à 
la  première  ou  à  la  deuxième  classe,  il  faut  éliminer  les  raéme^ 
angles  entre  (i)  et  la  première  ou  la  deuxième  des  équations 


cos  -(aH-p-h...-|-[x;=o, 
sin-  (a+  p  +. .  .-h  \l)=  o. 


Môbius  donne  un  procédé  élégant  pour  trouver  les  équations  ration- 
nelles qui   lient  x,  a,  6,  c,  ...  dans  ces  trois  différents  cas:  il  le 
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développe  avec  beaucoup  de  détails,  et  il  obtient  des  résultats  fort 
remarquables.  Dans  le  cas  des  polygones  impairs,  Téquation  ration- 
nelle en  X,  ay  b,  ...  renferme  seulement  des  fonctions  symétriques 
de  a^,  b^,  c',  ...;  dans  celui  des  polygones  pairs  elle  renferme, 
outre  ces  fonctions  symétriques,  le  produit  abc Pour  les  poly- 
gones ayant  (2/n  +  i)  sommets,  ou  qui  en  ont  2(/n  +  1),  le  degré, 
par  rapport  à  a;',  de  Téquation  (qui  renferme  seulement  des  puis- 
sances paires  de  x)  est 


am 


\  /'xm\ 


pour  2m -h  1  =3,  5,  7,9,  11,  i3  ce  nombre,  qui  croît  rapidement 
avec  m,  est  1,7,  38,  187,  874,  3958;  par  exemple,  avec  les  côtés  d'un 
pentagone  inscriplible  on  peut  former  sept  pentagones  inscriptibles  ; 
on  exprime  aisément  le  produit  des  rayons  correspondants  en  fonc- 
tion des  côtés.  V.  Retali  (Milan). 

Note,  sur  la  même  question,  de  M.  Clavero  y  Guerros  (Tarragone). 

833.  (1896,  io4)  (P.  Tannery).  —  Résoudre  a-^^-  4ar»H-  1  =^î  e/i 
nombres  rationnels.  (1897,  20,  83,  2o3,  229).  —  Voici  une  solution 
qaî  lève,  je  crois,  les  objections  fort  justes  faites  par  MM.  A.  Gou- 
lard  et  Fauquembergue  {voir  1897,  p.  229). 

Soient  x=  —  el  les  nombres  entiers  uelz  sans  diviseur  commun. 

z 


On  a 

(0 

d*où  l'on  tire 

V 

y  =  z^' 

en  désignant  par  p  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  n'a  point 
de  diviseur  commun  avec  z. 
L'équation  (i)  se  transforme  en 

M*  -H  4  a' 5*  -H  2*  =  p* 
ou 

(2)  (p-h5«)(p— 5«)=  W«(w«+42«). 

On  démontre  sans  difficulté  que  p  h-  -5*  et  v  —  -s*  ne  peuvent  avoir 
que  le  facteur  2  commun.  Il  en  est  de  même  avec  u*  et  u*-f-  4^'- 
Four  satisfaire  à  l'équation  (2)  on  observe  d'abord  que  v -\- z^  ne 
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peut  élrc  >  w' -h  4-5',  parce  qu'on  en  conclurait  p  —  -8*>  a*-+- 25*, 
et  non  <  «'. 

Or,  on  satisfait  généralement  à  l'équation  (2)  en  posant 

p  -h  s*  =  ku^j 

P  —  z*  =  - 


P-f--5*  = 


(II)  r     ■  k 

v  —  z^  =  ku^y 

k  étant  un  nombre  entier  ^  o. 
Il  en  résulte,  en  éliminant  v, 

(I)  (A.-«  — i)m»=2(A-  — 2)««, 

(II)  (A-»  — i)m»  =  2(2-+-A-)««. 

Comme  le  premier  membre  de  chacune  des  équations  (I)  et  (IH 
est>o,  on  en  déduit,  dans  le  cas  (I),  A:  >  —  2  et,  dans  l'autre 
cas,  A:  <  2.  Par  suite,  si  l'on  pose  dans  le  cas  (II)  k  =  —  A',  on 
obtient  A:'>—  2  et  (A'*  — i)a«=  2(A'-f-2)s«. 

Il  suffît  donc  de  considérer  Téquation  unique 

(3)  (A»--l)wî=2(A-+-2)5*, 

dans  laquelle  A  est  un  nombre  entier  ^  o  et  >  —  2.  Encore  on  peut 
exclure  les  hypothèses  A  =  ih  i  qui  donnent  2  =  0,  de  manière  qu'il 
reste  A  >  i . 

Ecrivons  l'équation  (3) 

(4)  (A-hi)(A-i)a»=-2(A-f-2)3«, 

et  traitons  les  deux  cas  différents: 

(A).  u  =  i  ( mod 2),  c'est-à-dire  que  4^-4- 5*  et  4^ — 2>  n'ont  point 
de  diviseur  commun. 

(  B ).  a  =  o  mod  2,  c'est-à-dire  que  p  -+-  5*  et  v  —  z^  ont  le  dÎTiseur 
commun  2. 

(A)  u  E=  I        mod  2. 

On  a  A  -M  E=  o  mod  2  et,  par  suite.  A-  — 1  =  0  mod  2  ;  A  -f- 1  et  A-  h-  2 
n'ont  point  de  diviseur  commun,  et  A  —  i  et  A  —  2  ne  peuvent  avoir 
que  le  facteur  3  commun. 

Il  se  présente  ici  les  deux  subdivisions  : 

1°  A  —  1  et  A  -i-  2  ont  le  facteur  commun  3  ; 
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a*  k  —  1  et  A:  -h  a  n'ont  point  de  facteur  commun. 

1.   Soit  A— 1  =  6A,  A--f-2=  3(2A-Hi),  A:-hi=  2(3^-hi). 

L.'équation  (4)  se  transforme  en 

d*où  Ton  tire  2  =  22'  et,  par  conséquent,  h  =  %h'.  Alors  on  a 

équation  dans  laquelle  ni  h\  G/i'h-  i,  jA'-f- 1,  ni  l^,  z,  n'ont  point  de 
diviseur  commun.  On  peut  donc  satisfaire  à  Téquation  seulement  en 
posant 

(5)  a«=4A'-t-i,        5'î=/i'(6A'-M), 
et,  par  suite, 

(6)  A'=/7i«,        6A'H-i  =  n», 

en  désignant  par  m  el  n  des  nombres  entiers. 

L*a  première  des  équations  (5),  en  combinaison  avec  (6),  donne 

ce  qui  n'est  pas  possible. 

2.    Soit  A: — 1=  2/i,  A-4-1  =  9.(A-hi),  A: -h  2  =  2/:  +  3. 

On  obtient 

4A(^-Hi)"'=  2(2/1-4- 3)z« 

et,  pour  z  =  2-3',  /i  =  2/i', 

/l'(2^'-hl)M«  =  (4/i'-f-3)5'«. 

Il  en  résulterait 

ce  qui  n'est  pas  possible,  car  on  a  u^^i  mod  4* 
(^  B  )  M  =  o        mod  2. 

r>ans  ce  cas,  2  n'est  pas  ^  o  mod  2  ;  on  a  donc  A  +  2  ^  o  mod  2, 
et  Ton  peut  poser 

a  =  2M',        X:  =  2/î,        X'-hi  =  2/1-+- 1, 
A-  — I  =  2/i  — I,  /:-+- 2  =  2(A-|- 1), 

et  l'équation  (4)  devient 
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II  se  présente  ici  les  deux  subdivisions  : 

i"  A  —  I  et  A'  4-  2  ont  le  diviseur  commun  3  ; 

2"  A'  —  I  et  A:  -A-  2  n'ont  point  de  diviseur  commun. 

1.  Soit  /i-M  =  3 A',  2/i-hi  =  6A'--i,   2 A  — 1  =  3(2/*'—  i).    el, 

par  suite, 

(6A'—i)(2/i'— !)«/'»= /«'cs, 

d'où  l'on  déduit)  comme  ci-dessus, 

m'J=/i',  ^ï=(6/l'-l)(2/l'-l), 

et  alors 

2/r— I  =  mî,        6/i'— i  =  /iî; 

par  conséquent 

(8)  n«— /n«  =  4A'  =  (2m')*. 

Toutes  les  solutions  de  cette  équation,  dans  laquelle  n,  /7i,  m' sont 
premiers  entre  eux,  sont  données  par  les  formules 

m  =p^-\-  q*,        2  m'  =  2/?y ,         m  =  /?*  —  7'. 

p  cl  q  étant  des  nombres  premiers  entre  eu\,  l'un  pair  et   Tautre 
impair. 

En  formant  maintenant,  de  deux  manières, 

6A'=/i2  +  i  =  3m«-i-3, 

on  trouve  la  relation 

4/?»<3r2  =  p^-Jr  q'^-h  I, 

maison   a  4/?*(7*^  o  mod4  et /?*-f- 7*-+- i  =s  2  mod4  ;  donc,    dans 

ces  conditions,  l'équation  (8)  est  impossible. 

2.  De  l'équation  (7),  dans  laquelle  2/1  —  i  et  /i  +  i  n'ont  point  de 

diviseur  commun  (dans  ce  cas,  ni  2/t  +  i  et  A+i  non  plus),  on 

conclut 

u'^=  /*  -4-1,         c«  =  (aA-4-i)(a/i  — 0  =  4/1*—  I, 

mais  4  A* —  *  ne  peut  être  un  carré. 

Donc  nous  avons  démontré,  dans  tous  les  cas  possibles,  Timpossî- 
bilité  de  l'équation  proposée  en  nombres  rationnels. 

A.  Tafelmacher  (Santiago,  Chili )« 

Autre  réponse  de  M.  le  D'  A.  Schobloch  (Falkenau,  Bohème). 

861.  (1896,  ij3)  (E.-B.  Escott).  —  Question  de  numération 
(1897,  34).  —  Soit,  dans  un  système  de  numération  de  base  B,  un 
nombre  an  de  n  chiffres,  tel  que  l'on  ait 

^/î""^/t=o        (mod  B"). 
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Désignant  par  l'indice  n  le  nombre  de  chiffres  des  valeurs  succès- 
sives  de  a  et  supposant  connu  an,  cherchons  la  valeur  de  a^H-i*  Nous 
aurons 

(i)  a^+i  =  a„-i- B«j-«. 

Ce  nouveau  nombre  devant  satisfaire  à  la  congruence 

(2)  aj+i  — ««^,~o        (modB'*-^»), 
il  viendra 

(3)  aj— ci«H-(ir/  — i)B«jr„:-o        (mod  B«+i). 
En  multipliant  ces  quantités  par  (aa„  —  i)  et  remarquant  que 

('Art„— 1}*=  i(«J  — rt„)-^i  =  i        (modB"), 


{■jia„— i)(aî  — «„)-+- B«j^«--o        (mod  B«+»), 


on  aura 

(4) 

d'où 

(5> 

cl 

(6) 

rn^-iian-i)'^^^-^         (modB«-^i) 


artH-i  =  «/i— (2«/i--0(«*  — ««)         (mod  B«+»). 

Dans  la  question  posée  par  M.  Escott,  on  a  2^1  =  B. 

Reprenons  la  congruence  (3)  en  faisant  /i  =  i;  à  cause  de  lax  =  B, 

elle  deviendra 

al  —  ai^iBxi         (mod  B»), 

d'où 

j 


Xi  -r-  — ^-- — ^         (  mod  B'  ) 


et 


ou 


On  aura,  de  même, 


aj—  «i-f-  a}  —  ai        (mod  B*), 
/ï^r-i  a^^  (mod  B*). 

a,-r=  a','        (mod  B^), 
«4==  a'j'        (mod  B*), 

et  généralement  pour  toute  valeur  de  n 

Un^  «r*        (mod  B«;. 

Donc,  si  fli  =  '5  cl  B  =  10. 

a«  -  5»"-*        (mod  ic"). 

Four  obtenir  la  valeur  du  nombre  b  de  M.  Escott,  on  peut  se 
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servir  de  la  congruence  (6),  mais  le  procédé  suivant  est  beaucoup 
plus  simple  : 

Si  le  nombre  a»  écrit  dans  un  système  de  numération  B  satisfait 
à  la  condition  aj=a;j  (mod  B«),  le  nombre  6«=  B» — «/i-f- i  j' sa- 
tisfait aussi,  comme  il  est  facile  de  le  vérifîer.  On  peut  donc  poser 

a„-\-  bn^  I         (mod  B"), 
d'où,  pour  a\  =  5, 

6i=6        et        6«— i^— 5*""'        (mod  lo";. 

F.  Delastelle. 

892.  (1896,  197)  (G.  Stôrmer).  1008.  (1897,  5o)  (de  Rocqcigxt). 
—  (1897,  89,  312,  272).  —  Ces  deux  équations  sont  identiques;  elles 
reviennent  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

(1)  ix* — I  =  ^*, 

qui  est  de  la  forme 

(2)  2X^ — J'^=  -'. 

Or,  celle-ci  a  été  résolue  complètement  par  Lagrange,  Lebesgue, 
Ed.  Lucas,  le  P.  Pépin,  et  leurs  résultats  sont  concordants. 
Voici  la  conclusion  de  Lagrange  {Œuvres,  t.  IV,  p.  894)  : 
«  Les  valeurs  qui  satisfont  à  l'équation  (2)  sont 

x=z\,       i3,  i525,  2i65oi7,     ..., 

y  =  \,        I,  1343,  2372159,     ..., 

s  =  i,     239,     2750257,     1560590745759,     ..., 

et  l'on  peut  être  assuré  qu'il  n'y  a  pas  de  nombres  moindres  que 
ceux-ci  qui  puissent  satisfaire  à  l'équation.  » 

Donc  l'équation  (i)  n'a  pas  d'autres  solutions  entières  que  âr  =  1, 
X  =  I  et  a:  =  i3,  5  =  239.  K.  Fauquembergue. 

Note  sur  la  même  question,  trop  étendue  pour  pouvoir  être  insérée,  de 
M.  G.  RiCALDE  (Merida,  Yucaton,  Mexique). 

908.  (1896,  201)  (G.  Enestrôm).  —  Dans  le  Livre  suivant  : 
«  Examen  circuli  quadrature  . . .  quam  Grcgorius  a  Sancto  Vin- 
centio  S.  J.  exposuit,  authore  Vincentio  Leoiavdo  Delphinate  ejus- 

dem  societatis Lugduni;  i654*  ^ 

on  trouve  une  autre  lunule  carrable  différente  de  celle  d'Hippo- 
crate  (p.  39).  L'auteur  (p.  4  0  croit  très  difficile  d'en  trouver 
d'autres.  La  lunule  qu'il  donne  est  celle  que  Glausen  dénote  n  =  3. 
m  =  I  {Clausen,  loco  citalo). 
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Jl  est  intéressant  de  rappeler  le  passage  suivant  de  Leibniz  {Math, 
Schri/ten,  éd.  Gehrhardt,  l.  V,  p.  271).  En  parlant  d'Hippocrate 
et  de  sa  lunule,  il  dit  (1692)  : 

«  Nec  (Hippocrates)  videtur  assecutus,  quod  facile  quidem,  sed 
nostro  tamen  sevo  primum  repertum  est,  datis  duobus  sectoribus 
communem  cordam  habentibus  posse  quadrari  lunulam  modo  anguli 
sectorum  sînl  in  ratione  duplicata  reciproca  radiorum.  »  La  condi- 
lion  exprimée  par  Leibniz  pour  qu'une  lunule  soit  carrable,  énoncée 
aussi  par  LeotauduSy  a  été  retrouvée  par  Clausen  {loco  citato). 

Novus, 

92j.  (1896,  246)  (P.-F.  Teilhet).  —  Équation  x^'\-y^=^z^,  — 
(1897,  110,  273).  —  Cette  équation  est  traitée  pour  le  cas  où  z  n'est 
pas  divisible  par  3,  par  M.  A\el  Thue  dans  un  Mémoire  intitulé  : 
Ueber  die  AuJlÔsbarkeit  einiger  unbestimmten  Gleichungen, 
publié  dans  les  Comptes  rendus  de  la  Société  royale  des  Sciences 
de  Norvège  {Det  kgl.  norske  videnskabers  selskabs  skrifter; 
1896,  n**  6).  Il  indique  les  formules  suivantes  : 

Si  l'on  pose  ici  a  =  —  q^  p  =/?  —  y,  on  a  les  formules  qu'indique 
M.  Fauquembergue  pour  ce  même  cas  (1897,  m). 

A.  Palmstrôm  (Bergen). 

962.  (1897,  3)  (Bettebar),  —  Bibliographie  des  courbes  sec- 
triées.  —  Les  courbes  dites  sectrices  peuvent  être  considérées 
comme  le  lieu  de  l'intersection  de  deux  droites  tournant  uniformé- 
ment autour  de  deux  de  leurs  points  supposés  fixes. 

En  d'autres  termes,  le  lieu  du  point  P  qui  forme  avec  une  base 
fixe  AA'  un  triangle  APA',  dans  lequel  l'angle  supplémentaire  de  A' 

est  dans  un  rapport  commensurable  constant  —  à  l'angle  A,  est  une 

courbe  sectrice  G"-»-'*'-*,  symétrique  par  rapport  à  l'axe  A  A',  qui 
passe  n  —  1  fois  par  A,  n' — i  fois  par  A'  et  n'  fois  par  les  points 
cycliques. 

M.  P.-H.  Schoute,  qui  a  fait  une  étude  de  ces  courbes,  a  proposé 
de  les  appeler  sectricesy  parce  qu'elles  peuvent  servir  à  la  résolution 
du  problème  de  la  division  de  l'angle. 

Voir  y.  S.f  i885,  P.-H.  Schoute,  Sur  les  courbes  sectriceSy 
p.  17-2-170,  196-199,  Sil9-?/>.i,  2tî-2Î9. 
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Ces  courbes  sont  unicursales,  si  /i'  =  i  ou  si  n'  =  n  —  i. 

n'=i.  —  Dans  ce  cas,  les  courbes  seclrices  trordre  n  se  rap- 
portent à  la  division  de  l'angle  en  un  nombre  entier  de  parties 
égales;  elles  sont  donc  les  courbes  sectrices  par  excellence. 

L'hypothèse  n  =  i  donne  la  droite  de  Tinfîni. 

L'hypothèse  n  =  %  conduit  à  une  courbe  sectrice,  qui  mérite  le 
nom  de  courbe  bissectrice  et  qui  est  la  circonférence  de  cercle 
dont  A  est  le  centre  et  AA'  le  rayon. 

Si  Ton  suppose  ;i  =  3,  on  trouve  pour  l^  courbe  triseclrîce,  oa 
plus  simplement  la  trisectrice  tout  court,  la  cubique  circulaire  à 
point  double  A,  où  elle  rencontre  l'axe  AA'  sous  des  angles  de  6o^ 
Cette  courbe  remarquable  a  reçu  le  nom  de  trisectrice  de  Mac- 
laurin  ou  de  trisectrice, 

n' =  n — I.  —  Dans  ce  cas,  les  courbes  sectrices  se  rapportent  à 


la  division  d'un  angle  en  un  nombre  fractionnaire 


n 


n 


de  parties, 


excepté  dans  la  supposition  /i  =  ?.  et  /i'=  i  qui  a  été  déjà  examinée 
dans  l'article  précédent;  donc  les  courbes  sectrices  nouvelles  ne  sooi 
que  des  courbes  sectrices  impropres. 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  la  courbe  sectrice,  qui  mérite  le  nom  de  ses- 
quisectricCy  est  une  courbe  du  quatrième  ordre,  qui  a  des  points  de 
rcbroussement  aux  points  cycliques  et  un  point  double  au  point  A; 
c'est  donc  un  limaçon  de  Pascal.  Les  tangentes  au  point  double 
rencontrent  l'axe  AA'  sous  des  angles  de  60°. 

Pour  d'autres  propriétés  des  courbes  sectrices,  voir  aussi  P.-H. 
ScuouTE,  Sur  la  construction  des  courbes  unicursales  par  points 
et  tangentes  {Archives  néerlandaises,  t.  XX,  p.  49*94;  i885)  et 
différents  articles  de  MM.  R.  Godrfroy  et  G.  de  Longchamps. 

Voir  encore  /.  S,,  1896,  p.  76-84,  106-112  (Aubry). 

H.  Brocard. 

1008  (1897,  jo).  —  Voir  p.  94. 

1222  (1898,  29)  (G.  de  Rocquigny).  —  Le  plus  ancien  Traité  de 
Perspective  est  YOptique  d'Euclide,  dont  M.  Heiberg  a  récemment 
donné  une  excellente  édition  critique.  Les  Traités  qui  Pont  suivi 
sont  signalés  par  Poudra  dans  son  Histoire  de  la  Perspectif 
ancienne  et  moderne  (Paris,  i864).  GiNo  Loria  (Gênes). 


••••< 


-  97  — 


QUESTIONS. 


72.  (1894,  25)  [Dlb]     La   fonction  l^{s),  représenlce 
par  la  série  \^  ~  pour  les  valeurs  de  s  dont  la  partie  réelle 


«=1 


est  ;>  I,  est  uDiforme  dans  tout  le  plan  et  n'a  qu^in  point 
singulier  à  distance  finie  :  le  pôle  s  --  i.  Peut-on  démontrer 

que  le  module  de  Ç(5) -—  reste  inférieur  à  une  constante 

assignable  pour  toutes  les  valeurs  de  s  dont  la  partie  réelle 

est  7>  7?  J-  Franel  (Zurich). 

73.  (1894,  26)  [I19c]     J'ai  trouvé  six  nombres  entiers 
dont  la  somme  des  cinquièmes  puissances  est  une  cinquième 

puissance  : 

4»-T-5»-^6«— 7»-T-9*-+-ii»  =12»; 

est-il  possible  de  trouver  des  groupes  de  3,  4?  5  nombres, 
tels  que  la  somme  de  leurs  cinquièmes  puissances  soit  une 
cinquième  puissance  ? 

Artemas  Martin  (Washington). 

76.  (1894^  26)  [H9f]  Un  correspondant  peut-il  in- 
tégrer Téquation  aux  dérivées  partielles 

dr*    '         dx  à>y  ^ 

Jaw  de  Vries  (Haarlem). 

78.  (1894,  33)  [D6b]  Où  trouve-t-on,  pour  la  pre- 
mière fois,  la  définition  des  fonctions  sino:,  cos^,  indépen- 
dantes de  leur  signification  géométrique  ? 

Vassilief  (Kasan). 

/nlerm,,  V  (Mai  1898).  5 


—  98  — 


79.  (1894,  33)  [V9]  Un  correspondant  pourrait-il mln- 
diqiier  où  se  trouve  la  correspondance  de  Gauss  el  de 
Bartels?  Vassilief  (Kasan). 


1275.  [L*14]  Soit  ABCDE  un  pentagone  convexe; 
ses  diagonales,  se  recoupant,  forment  un  deuxième  penta- 
gone A'B'C'D'E';  les  diagonales  de  celui-ci,  se  recoupanl 
à  leur  tour,  en  déterminent  un  troisième  A''B"C'IyE^  et 
ainsi  de  suite.  Sait-on  trouver  le  point  limite? 

Les  côtés  successifs  de  ABCDE  étant  désignés  par  les 
indices  i,  2,  3,  4,  5,  sait-on  former  Téquation  explicite 
y(i,2,3,4,  5)--o  de  la  conique  circonscrite  à  ce  pentagone? 

BÂEBARIIf. 

1276.  [05g]  Si  Ton  considère  une  surface  2  et,  sur 
cette  surface,  une  certaine  courbe  F,  les  normales  à  2  aux 
différents  points  de  F  forment  une  surface  a  qu'on  appelle  la 
normalie  de  la  courbe  F. 

Prenons,  sur  F,  un  point  M;  soit  M'  un  point  de  S,  infini- 
ment voisin  de  M.  La  normale,  à  S,  au  point  M'  rencontre  y 
en  un  certain  nombre  de  points;  soit  [x'  Fun  d'entre  eux.  A 
la  limite,  quand  M'  vient  se  confondre  avec  M,  p.'  occupe 
sur  a-  une  position  ix. 

Le  lieu  de  |jl  est  une  courbe  y  située  sur  la  normalie  et 
qu'on  pourrait  appeler  la  normalienne  associée  à  F. 

Cette  courbe  a-t-elle  été  déjà  considérée? 

G.    DE  LONGCHAMPS. 

1277.  [02a[i]  Je  désirerais  savoir  s'il  existe  des  courbes 
planes  ou  des  contours  mixtilignes  plans  fermés,  jouissant 
de  cette  propriété  que  les  centres  de  gravité  de  l'aire  el  du 
périmètre  coïncident;  en  dehors,  bien  entendu,  des  figures 
qui  présentent  un  centre  ou  une  sjmétrie  rendant  cette  pro- 
priété évidente.  Th.  Carownet. 

1278.  [V]  Quel  est  le  mathématicien  qui  a,  le  premier, 
mis   en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  l'équation 


—  go- 
de la  ligne  droite,  sous  la  forme  si  employée  aujourd'hui 

X  cosa  -{- y  sxna  —  p  =  o, 
ou  en  coordonnées  obliques  sous  la  forme 

a:  cosa  -4-^cos(0  —  a)  — /)  =  o? 

//.  Braid, 

1279.  [V]  Quel  nom  convient-il  de  donner  à  Téquation 
de  la  ligne  droite  mise  sous  la  forme  indiquée  dans  la  ques- 
tion précédente?  Faut-il  \di  nouïTïieT  forme  normale  covame 
Hesse  Ta  fait  dans  ses  Vorlesungen,  ou  avec  Clebsch, 
forme  normale  de  Hesse  {Leçons  de  Géom.,  traduct. 
Benoist,  t.  I,   p.   3o.  Gauthier-Villars;  1879);  ou  encore 

forme  canonique,  comme  on  le  Ht  dans  plusieurs  Ouvrages 
récents?  Vaut-il  mieux,  à  l'exemple  d'un  grand  nombre  de 
Traités  de  Géométrie  analytique  écrits  en  français,  ne  lui 
donner  aucun  nom  de  ce  genre  et  la  désigner  par  les  deux 
éléments  géométriques  qui  y  sont  mis  en  évidence? 

Cette  question  se  rattache  à  la  question  1172  de  M.  Gino 
Loria  et  à  plusieurs  autres  questions  de  V Intermédiaire^ 
<(ui  tendent  à  fixer  la  nomenclature  des  figures  géométriques. 

//.  Braid. 

1280.  [K9aa]  Existe-t-il  une  détermination  ou  une 
construction  simple  du  barycentre  de  la  figure  formée  d'un 
triangle  quelconque  et  des  carrés  construits  extérieurement 
aux  trois  côtés?  H.  Brocard. 

1281.  [M*m]  Existe-t-il  dans  certaines  courbes  trans- 
cendantes des  points  qui  jouent  le  rôle  des  foyers  dans  les 
courbes  algébriques?  H.  Brocard. 

1282.  [02d]  Examiner  s'il  peut  y  avoir  de  l'intérêt 
dans  l'extension  de  la  notion  de  barycentre  d'un  arc  de 
courbe,  obtenue  en  prenant  n  points  Aj,  Aa,  .  .  .  sur  la 
courbe,  et  en  appelant  barycentre  de  leur  système  le  point 
dont  les  coordonnées  sont 

1  =  1  i  =  t 
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où  5| ,  ^o,  .-•  représentent  les  longueurs  des  arcs  0A(. 
OAî,  ....  Les  fonctions  <f{s)  et  ^{s)  ont  leurs  dérivées 
(n  —  lyème*  égales  aux  coordonnées  de  l'extrémité  A  de 
l'arc  OA,  dont  la  longueur  est  5,  et  la  fonction  /{s)  n'esl 
autre  que  (s  —  Si){s  —  53).  .  .  •  Voici  une  propriété  remar- 
quable :  les  barycentres  des  /i -H  i  systèmes  qu'on  peiil 
former  avec  n  -\-  i  points  sont  sur  une  droite,  qu'ils  par- 
tagent en  segments  proportionnels  aux  longueurs  des  arcs 
correspondants.  Rosace. 

1283.  [111]     Soit 


I 


/(a:)=E(a7)  — a?H-  -, 


2 


et  convenons  d'étendre  la  définition  Aq/^x)  aux  valeurs  né- 
gatives de  X  par  l'équation  f[ — x)--^ — /{^)'  Toutefois, 
quand  x  est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  on  con- 
viendra de  prendre /(:f)  égal  à  H-  ^  • 

Soient  maintenant  a,  6,  c  trois  nombres  entiers  posilif>. 
premiers  deux  à  deux,  n  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque. 

Les  nombres  entiers  6^,  a^,  «3,  62  sont  définis  à  des  mul- 
tiples près  des  nombres  respectifs  a,  b,  c,  par  les  congruence> 
suivantes  : 

bbi^^  i{moda),        aai    -i(mod^),        aa^':^i(^modc}y 

bb^^=  1  (mode). 

Ces  définitions  posées,  on  demande  une  démonstration  de 
l'équation 

'ï'/(ï)/<'-')?-"f'/(?>"-"^ 


6a6  —  c* —  2 
*î^abc 


/=i 


J.  FrAmel  (Zurich). 


>•••• 
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RÉPONSES 


979.  (1897,  27)  (Rosace).  —  Limite  d'une  expression  loga- 
rithmique  (1897,  i65,  277).  —  En  réponse  à  cette  question  je  cite 
les  formules  suivantes  : 


y    i    =  — o,243!i'3834'289r-f-Lin 


9 

n 


y  — ^  =  -h  o,7946'7864'5453''  -h  Un 


9 

n 


y -^  =  -ho,6o55'2i78'8882"'-4-  Li/i-» 


9 

n 


t-*-f-.. 


9 

Les  constantes  données  ici  avec  12  décimales  exactes  sont  calcu- 
lées au  moyen  de  la  formule  sommatoire  de  Maclaurin,  et  en  som- 
mant directement  les  10  premiers  membres  des  séries  en  question. 
Les  valeurs  trouvées  sont  ensuite  vérifiées  en  intégrant  par  rapport 
à  5,  et  entre  des  limites  convenables,  l'expression 


n 

^     -^  1-5       2  *  a 


1 


H S(S  -h  l)(5-4-2);i-*-'  —  .  .  .. 

24 

J.-P.  Qram  (Copenhague). 

983.  (1897,  28)  (A.  Boulanger).  —  Problème  de  la  carte^  dit  de 
Pothenot  (1897,  229).  —  Le  travail  cité  de  G.-M.  Bauernfeind  a  été 
également  inséré  aux  Abhandl.  der  Math.  Phys.  Cl.  der  A. 
Bayer.  Akad.  der   W,  Mdnchen^  t.  XI,  1874  :  Ein  Apparat  zur 
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meckanischen  Lôsung  der   nach  Pothenot,  Hansen  und  A.  he- 
nannten  geodàtischen  Aufgaben ;  p.  81-99;  i  pi. 

H.  BaocARD. 

1004.  (1897,  32)  (  J.  BoTER).  —  Biographie  de  Jean  Harrojr,  — 
Voici  l'article  que  M.  Nève  consacre  à  Jean  Harroy  dans  \di Biogra- 
phie nationale,  publiée  par  TAcadémie  royale  des  Sciences,  de* 
Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  t.  VIII,  v*  Harroy. 

a  Harroy  (Jean),  géomètre  et  arpenteur-juré  à  Liège  (xviii*  siècle), 
est  auteur  d'un  Traité  d'Arithmétique  et  d*un  Traité  de  Géo- 
métrie pratique  sur  le  terrain.  Liège,  1745;  pi.  ». 

M.  Nève  cite  comme  autorité  Delvaux  de  Fouron  :  Biog,  lié- 
geoise. Vérification  faite,  l'article  consacré  par  cet  auteur  à  Jeai 
Harroy  ne  renferme  pas  de  renseignements  complémentaires  (voir 
Dictionnaire  biographique  de  la  province  de  Liège,  par  Henri 
Delvaux  de  Fouron.  Liège,  Oudart,  i845,  p.  69,  v*  Harroy)  (*). 

H.  Braid. 

1023.  (1897,  73)  (GiNO  Loria;.  —  Sur  le  folium  de  Descarte^ 
(1897,  237  ).  —  S'il  est  vrai,  comme  le  remarque  M.  Adolphe  Buhl. 
que  \q  folium  ne  représente  aucun  lieu  géométrique  simple,  il  est 
bon  de  noter  cependant  qu'on  peut  le  considérer  comme  un  cas  par- 
ticulier des  courbes  déftnies  par  Téquation 


(1)  y  =  ari  / ^-— 

^  '  -^  \    a-x-qx 

dans  laquelle  p  et  q  sont  des  nombres  positifs;  ces  courbes  sentie 
lieu  des  intersections  d'une  droite  mobile  autour  d'un  point  fi^^ 
deX'X 

^  =  x(x-?) 
avec  une  conique  variable 

px^-~qy^-^- a\y  —  o, 

qui  se  déforme  par  homothétie,  et  dont  la  position  dépend  simple- 
ment de  la  droite. 


(')  L'ouvrage  de  Delvaux  de  Fouron  étant  assez  rare,  je  crois  que,  pour 
éviter  à  M.  Boyer  des  recherches  vaines,  ce  dernier  renseignement  a  son 
utilité. 
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Pour/>—  9—1,  la  conique  est  une  circonférence,  et  la  courbe 
une  strophoïde  droite 

^">  y  "-- ="  \' iT^x' 

on  a  le  folium  pour  p  ^rz.  1^  q  ^.  ^. 

Les  courbes  (i)  sont  des  perspectives  convenables  de  strophoïde 
droite.  En  effet,  imaginons  une  droite  AB  de  longueur  26,  un  cer- 
tain axe  X'X  passant  par  son  milieu  O,  et  la  droite  Y' Y  symétrique  de 
AB  par  rapport  à  X'X;  menons  par  A  dans  l'angle  XOY  une  sécante 

SA'       p-^q 
SAA'  coupant  OX  en  S  et  OY  en  A',  de  sorte  que  -^r-r-  =  ^        î 

i3^  'it  p 

la  ligne  SB  coupe  OY'  en  B',  et  l'on  peut  écrire 

OB^  _  OA/  _  ja 

en  représentant  par  a  une  longueur  convenable.  Ceci  posé,  par  AOB 
et  A'O  B'  conduisons  deux  plans  perpendiculaires  à  celui  de  la  figure  ; 
dans  le  premier  traçons  une  strophoïde  droite  ayant  0  pour  point 
double,  A  pour  sommet  et  B  pour  pied  de  son  asymptote;  S  étant 
pris  pour  point  de  vue,  sa  perspective  sur  le  second  plan  sera  une 
cubique  ayant  aussi  O  pour  point  double,  A'  pour  sommet  et  B 
pour  pied  de  Tasymptote;  les  tangentes  au  point  double  font  un 
angle  droit  par  raison  de  symétrie  :  donc  la  perspective  de  la  stro- 
phoïde est  bien  représentée  par  l'équation  (1). 

Pour  transformer  la  strophoïde  en  folium,  il  suffit  que  SA'  — 2  SA. 

Si  les  axes  tournent  de  4^"  dans  le  sens  négatif,  l'équation  (i) 
prend  la  forme 

et  le  terme  complexe  du  second  membre  s'élimine  pour  q  —  3/?. 
C'est  peut-être  bien  cette  circonstance  qui  avait  attiré  l'attention 
du  philosophe  sur  la  célèbre  courbe. 

J'ajoute  en  terminant  la  remarque  suivante  : 

Soient  OA  Taxe  de  symétrie  d'une  conique,  AOB  un  triangle  in- 
scrit; les  pieds  M,  M'  des  bissectrices  OM,  OM'  de  l'angle  AOB  et  de 
son  supplément  décrivent  une  cubique  orlhonodale  ayant  OA  pour 
axe  de  symétrie.  C'est  une  strophoïde  droite  ou  un  folium  cartésien 

OA 
suivant  que  le  second  axe  de  la  conique  égale  OA  ou  -^rr  • 
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Quand  OA  est  une  corde  quelconque  de  la  conique,  le  lieu  de  M 
et  M' est  encore  une  cubique  orthonodale  dissymétrique  et,  en  par- 
ticulier, une  strophoïde  oblique  si  la  conique  est  une  circonféreoce: 
le  folium  oblique  fait  partie  de  cette  famille  de  courbes. 

Barbarw. 

Je  crois  qu'il  est  utile  de  rappeler  que  M.  G.  de  Longchamps  a 
indiqué  (/.  5.,  p.  219-220;  1896,  et  Géom,  de  la  rè^le,  p.  id4-io'>: 
1890)  une  génération  rapide  et  simple  du  folium  de  Descartes,  ainsi 
qu'un  tracé  de  la  tangente  à  cette  courbe. 

Le  folium  admet  d'autres  modes  de  génération  en  observant,  pro- 
priété non  encore  signalée  à  ma  connaissance,  que  le  folium  est  la 
projection  homographique  de  la  trisectrice  de  Maclaurin,  repré- 
sentée par  l'équation 

,    /'i  b  -^  X 

On  a  donc 

y/  =  ^yi^ 

en  rapportant  les  deux  courbes  à  leur  point  double  et  à  leur  a\e  de 
symétrie. 

Par  la  rotation  des  axes  de  -^ïS**,  l'équation  du  folium  devient 


X  ,    /ib  -{-  X 
en  posant 

va 

La  génération  du  folium  est  ainsi  rattachée  à  celle  do  la  trisectrice 
de  Maclaurin,  pour  laquelle  on  pourra  consulter  /.  5.,  p.  176, 188S: 
p.  204,  1886;  Géom,  de  la  règle,  p.  102;  1890;  /.  5.,  p.  246;  i8gi. 

A  ces  indications,  on  peut  ajouter  le  procédé  mécanique  par  l'em- 
ploi d'un  T,  dont  une  extrémité  s'appuie  sur  une  droite  fixe,  tandis 
que  la  grande  tige  passe  par  un  point  fixe  situé  à  une  distance  de 
cette  droite  égale  à  la  demi-longueur  de  la  branche  supcrienre 
du  T. 

Note.  —  M.  P.-H.  Schoute  a  fait  connaître  une  transformée  da 
cercle  qui  a  toutes  les  singularités  du  folium  de  Descartes,  mais 
cette  transformée  est  une  quartique  et  non  une  cubique  (Arch, 
néerl.,  t.  XX,  i885  :  Sur  la  construction  de  courbes  unicursaies 
par  points  et  tangentes).  H.  Brocard. 
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1047.  (1897,  98)-  —  (i897,  190,  ^85;  1898,  17).  —  M.  Chômé 
croit  que  le  problème  de  Viviani,  cité  par  M.  Ë.  Lemoine  (Interm,, 
p.  190;  1897),  est  incorrectement  présenté. 

En  voici  pourtant  le  texte  exact  : 

a  Qaxritur  forma  Templi  hemisphserici,  sed  quatuor  sequalibus 
ac  siffiilibus,  similiterque  positis  fenestris  ita  interrupti,  ut  bis  de- 
tractis  reliquam  bemisphxricae  superficiel  sit  absolute  quadrabile.  » 

Il  se  trouve  dans  l'écrit  suivant  de  Leibniz  [qui  en  avait  donné  la 
solution  le  jour  même  qu'il  avait  reçu  le  problème  (27  mai  1692)]  : 

«  iËuigma  architectonico-geometricum  Florentia  transmissum  ad 
G.  G.  L.  atque  ab  boc  cum  solutione  remissum  ad  magnum  princi- 
pem  Hetruriae  ». 

(Leibniz,  Math.  Schri/ten,  t.  V,  p.  274;  Halle,  i858.)        Novus. 

L'énoncé  que  l'on  donne  ordinairement  est  parfaitement  correct, 
seulement  la  solution  doit  être  entendue  comme  il  suit  :  Supposons  la 
base  del'hémispbère  horizontale;  en  le  coupant  par  un  plan  passant 
par  le  rayon  vertical  OF,  la  base  sera  coupée  suivant  un  dia- 
mètre AOA'.  Sur  AO  et  AO',  comme  diamètres,  on  décrit  dans  le 
plan  vertical,  deux  demi-cercles  que  l'on  prend  comme  sections 
droites  de  deux  cylindres  à  génératrices  horizontales.  Chacun  de 
ces  deux  cylindres  détache  deux  fenêtres  de  la  surface  hémisphé- 
rique, et  sur  un  plan  vertical  parallèle  aux  génératrices,  Tintersection 
des  deux  surfaces  se  projette  suivant  une  efemi-lemniscate  de  Ge- 
rono  :  r*j^*=  x^{r'* —  a?*)  avec  j^  >  o.  Paul  Tannery. 

Dans  l'Histoire  de  l'Académie  de3  Sciences  pour  1708,  je  rencontre 
Tintéressant  renseignement  que  voici  :  a  En  1692,  il  (Viviani)  pro- 
posa, dans  les  Actes  de  Leipsic,  un  problème  qui  consistoit  à  trou- 
ver l'an  de  percer  une  voûte  hémisphérique  de  quatre  fenêtres, 
telles  que  le  reste  de  la  voûte  fût  absolument  quarrable.  Le  problème 
venoit  A  D  Pio  Lisci  pusillo  Geometra,  qui  étoit  l'anagramme  de 
Postremo  Galilœi Discipulo,  et  il  marquoit  que  Ton  attendoit  cette 
solution  de  la  Science  secrète  des  illustres  Analistes  du  tems. 

•  Le  problème  de  la  voûte  quarrable  faisoit  partie  d'un  Ouvrage 
que  M.  Viviani  donna  la  même  année  1692,  intitulé  :  La  Struttura  et 
Quadratura  efatta  dell'  intero  e  délie  parti  d'un  nuovo  Cielo  ammi- 
rable,  ed  uno  degli  antichi,  délie  volte  regolari  degli  Architetti.  0 

(Éloge  de  M.  Viviani,  p.  137-148.) 

H.  Brocard. 
5. 
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1051.  (1897,  99-)  {Rosace.)  —  Formule  trigo  no  métrique  (1817, 
255;  1898,  17).  —  Il  me  semble  que  la  démonstration  que  j*ai  donnée 
dans  ma  Théorie  des  fonctions  est  bien  trigonométrique,  comme  le 
demande  l'auteur  de  la  question.  La  voici  : 

On  a 

X" — I  /  ipiZ  .    .      2DTC\ 

=  Tî  (  X  —  cos  -^ i  sm  -=-^  )  • 

X  —  I  \  n  n    / 

Le  module  de  chaque  facteur  du  second  membre  est,  pour  ^r  =  1. 


7.piZ  .      pT, 

1COS  — —  =2sm^— 
n  n 


Donc 


.    .    7t    .    27:  .    (0  —  1)7:  j/^"  — 'N 

2"-*  sin  -  sin  —  •  •  •  sin  ^^ '—  =  mod  ( )       =  n. 

n         n  n  \x  —  1  /x=i 

JuLius  Petersen  (Copenhague  I. 

Autres  réponses  de  M.  Audibert  et  de  M.  Wrlscu.  Nous  ne  les  reprodui- 
sons pas,  parce  que  la  question  nous  semble  maintenant  à  peu  près  épuisée. 

1057.  (1897,  loo)  (Kandidatt).  —  Nous  croyons  que  les  solatioDs 
des  problèmes  donnés  au  concours  d'admission  à  l'Ecole  centrale 
par  M.  Brisse  sont  un  Ouvrage  unique  en  son  genre,  et  qu'il  n'existe 
pas  de  recueil  analogue  pour  les  examens  d'entrée  aux  autres  grande» 
Écoles.  Si  nous  nous  trompions,  nous  saurions  gré  au  correspondant 
qui  voudrait  bien  nous  donner  quelques  indications  à  ce  sujet. 

M.  Rémond  a  mis  à  la  fin  de  ses  Exercices  élémentaires  de  Géo- 
métrie analytique  (t.  II;  Gauthier-Villars,  1890)  un  Appendice  de 
90  pages  contenant  les  énoncés  des  questions  posées  aux  concours 
d'entrée  aux  grandes  Écoles  et  il  les  accompagnait  de  quelques  indi- 
cations bibliographiques.  Celles-ci  sont  malheureusement  assez  in- 
complètes, car  cet  auteur  ne  mentionne  que  les  solutions  publiées 
dans  les  Nouvelles  Annales,  en  omettant  les  autres.  Il  ne  serait 
cependant  pas  sans  quelque  intérêt,  du  moins  pour  les  mathémati- 
ciens habitant  à  l'étranger,  d'avoir  des  références  bibliographiques 
plus  complètes  sur  les  solutions  qui  ont  été  publiées,  soit  dans 
d'autres  Revues,  soit  dans  des  Ouvrages  spéciaux,  tels  que  les  Pro- 
blèmes de  Géométrie  analytique  de  Kœhler,  de  Mosnat  ou  de 
Rémond.  Un  Travail  de  ce  genre,  qui  ne  serait  d'ailleurs  pas  bien 
long  à  faire,  existe-t-il  déjà?  H,  Braid. 

1070.  (1897,  122)  (C.  PiETROCOLA).  —  1°  L'équation  3x«  =  47«-«* 
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peut  d'abord  5*écrire 

6:r*-f-  2-3*=  (2/)', 

et,  en  vertu  de  Tidcntité  (a  -h  b)* — (a  —  6)'=  6a*6  -i-  26». 

(ar  H- ^1)1—  (5:  -  45»)8 ---  (2^-8)». 

Or,  il  est  bien  connu  que  la  différence  de  deux  cubes  ne  peut  être 
égale  à  un  cube,  à  moins  que  Tun  d'eux  ne  soit  nul. 

Donc  X  —  ^»,  d'où  y  =  5*,  et  l'équation  n'a  pas  de  solutions  en 
nombres  premiers  entre  eux. 

2**  L'équation  a?*  =  4jr^ —  27 ^®  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Elle  n'est  possible  que  pour  x  =  ^z^,  y  =  3js^\  elle  n'a  donc  pas 
non  plus  de  solutions  en  nombres  premiers  entre  eux. 

E.  Fauquembergue. 

1072.  (1897,  122)  (Carl  Stormer).  —  Tables  pour  l'équation  de 
Pell  (1897,  287).  —  Canon  Pellianus,  sive  tabula  simplissimam 
squationis  celebratissimae  :  y^  =  ax^-^v  solutionem,  pro  singulis 
numeri  dati  valoribus  ab  i  usque  ad  1000  in  numeris  rationalibus 
iisdemque  integris  exhibens.  Auctore  Garolo  Ferdinando  Degen. 
Hafnia?,  1817.  E.  Fauquembergue. 

1085.  (1897,  i46)(E.-M.  Léheray).  —  Sur  les  courbes  à  aiguil- 
lage (1897,258).  —  Soit  R<p(a?)  la  partie  réelle  d'une  fonction  (p (a?) 
qui,  pour  des  valeurs  toujours  réelles  de  la  variable  x^  est  tantôt 
réelle,  tantôt  imaginaire. 

Je  dis  qu'en  coordonnées  cartésiennes  l'équation 

(i)  jr=R(p(ar) 

peut,  dans  certains  cas,  représenter  une  courbe  à  aiguillage.  Je  ne 
crois  pas  pouvoir  mieux  m'expliquer  qu'en  prenant  un  exemple. 
Entre  une  infinité,  l'équation 

(•2)  y-^^ia-^x^) 

CD  fournit  un  très  simple  (a  =:  const.). 

k  gauche  de  Taxe  des^  la  courbe  (2) comprend  une  partie  recti- 
ligne  confondue  avec  la  droite^  =  a. 

Cette  branche  ne  se  prolonge  pas  au  delà  de  l'axe  des^  et,  si  l'on 
franchit  cet  axe,  la  courbe  se  divise  en  deux  autres  branches  qu'il 
en  bien  facile  de  construire. 
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Je  ne  crois  pas  avoir  besoin  d*en  dire  davantage  pour  montrer 
tout  le  parti  que  l'on  peut  tirer  d'équations  telles  que  (i).  Les  courbes 
à  aiguillage  ainsi  construites  peuvent  affecter  les  formes  les  piai 
variées  et  elles  n'ont  pas  forcément  de  parties  rectilignes  comme 
dans  l'exemple  très  simple  dont  je  me  suis  servi. 

Il  est  à  remarquer  que  ma  solution  n'est  pas  atteinte  par  ie^ 
objections  de  M.  Lémeray.  Il  serait  absurde  de  dire  que  l'éqoa- 
tion  (2)  représente  la  droite  y  =^  a  et  la  parabole  semi-cubique 
{y  —  a)*—  a?3,  car  une  équation  qui  représente  une  droite  la  repré- 
sente entière,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  ici.  D'ailleurs  on  ne  peut  con- 
tester qu'une  fonction  Rçp(a:)  ne  soit  une  fonction  transcendante 
spéciale  et  ceci  est  bien  nécessaire  pour  résoudre  le  problème,  car 
il  est  facile  d'établir  qu'une  courbe  algébrique  ne  peut  pas  plus  pré- 
senter de  points  d'aiguillage  que,  par  exemple,  de  points  d'arrêt. 

A.  BUHL. 

1088.  (1897,  146)  (£'.-.4.  Majol).  —Méthode  d'approximalm 
de  Horner  (1897,  269).  —  L'article  du  professeur  de  Morgan  a  pour 
titre  :  Notices  of  the  progress  of  the  problem  of  évolution,  le 
.problème  étant  d'obtenir  exactement  les  racines  rationnelles  ei 
d'avoir,  par  approximation,  les  racines  irrationnelles  d'une  équation 
d'un  degré  quelconque,  et  dévolution  étant  définie  comme  une  mé- 
thode qui  consiste  à  trouver  chiffre  après  chiffre  de  la  racine  en 
utilisant  l'erreur  de  la  racine  déjà  trouvée  pour  déterminer  un  nou- 
veau chiffre  de  la  racine.  Ainsi  la  méthode  d'approximation  de 
Newton  diffère  de  celle  d'évolution  seulement  en  ce  qu'elle  ne  pro- 
cède pas  en  trouvant  les  chiffres  de  la  racine  les  uns  après  les  autre*. 

De  Morgan  donne  lui-même  un  résumé  de  son  article  et  il  suffit  de 
le  traduire  : 

1"  Une  méthode  d'évolution,  qu'on  peut  voir  en  faisant  une  division 
et  en  extrayant  les  racines  carrée  et  cubique,  fut  communiquée  pîr 
les  Hindous  aux  écrivains  arabes,  et  passa  de  ceux-ci  en  Europe. 

2°  Une  extension  de  cette  méthode  à  la  résolution  des  équation? 
en  général,  pénible  mais  sûre,  fut  faite  par  Viète  pt  était  divulguée 
avec  la  publication  de  ses  Ouvrages  réunis. 

3°  Cette  méthode  fut,  quant  à  la  forme,  un  peu  améliorée  par 
Harriot;  elle  était  employée  par  Oughtred,  Wallis  et  la  plupart  des 
écrivains  anglais,  et  elle  continuait  d'ctre  une  méthode  commune 
jusqu'à  l'époque  où  l'approximation  newtonienne  fit  son  apparition 
dans  l'Algèbre  de  Wallis. 
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4"*  La  méthode  était  si  pénible  que  le  calcul  de  la  racine,  chiffre 
par  chiffre,  n'était  pas  préférable  à  la  méthode  newtonienne,  et,  par 
suite,  elle  fut  abandonnée. 

5*"  Avant  le  milieu  de  Tannée  i8ig,  M.  W.-G.  Horner  (de  Bath) 
découvrit  une  règle  pour  effectuer  les  calculs  nécessaires  à  la  mé- 
thode générale  de  Viète.  Par  cette  règle,  la  méthode  de  Viète  fut 
rendue  préférable  à  la  méthode  newtonienne.  Le  Mémoire  de  Horner 
fut  lu  à  la  Société  Royale  le  i"**  juillet  1819,  et  publié  par  la  Société 
le  1*' décembre  18 19. 

6**  Quoique  plusieurs  géomètres  puissent  réclamer  la  redécouverte 
de  la  méthode  de  Viète  ou  de  cette  méthode  avec  des  modifications 
qui  ne  diminuent  pas  beaucoup  sa  difficulté  et  qui  sont  partiellement 
dérivées  de  l'approximation  newtonienne,  M.  Horner  est  le  premier 
et  (autant  qu'on  peut  le  prouver)  le  seul  inventeur  de  tout  ce  qui  rend 
Textension  de  Viète  préférable  à  l'approximation  newtonienne. 

7°  Dans  la  pratique,  cette  méthode  est  proprement  appelée  la  mé- 
thode de  Horner,  mais,  regardée  dans  son  ensemble,  elle  doit  être 
appelée  la  méthode  réunie  de  Viète,  Newton,  Horner. 

J.-S.  Mackat  (Edimbourg). 

1091.  (1897,  147)  (Hoffbauer).  —  Nombres  de  Bernoulli  {i%%l , 
^59).  —  Il  me  parait  intéressant  de  faire  voir  comment  on  peut 
passer  de  l'expression  de  B^  en  fonction  des  A'O'',  signalée  par 
M.  Goulard  d'après  Ëd.  Lucas,  à  celle  en  fonction  des  k)y  que  j'ai 
reproduite  de  mon  Mémoire  :  Sur  une  classe  de  nombres  remar- 
quables, où  je  l'ai  obtenue  par  une  voie  directe  et  où  elle  constitue 
la  formule  (54)  (p.  38o). 

La  formule  (i3)  de  ce  Mémoire  (p.  862)  est  la  suivante 

Dès  lors,  l'expression  de  B„  en  fonction  des  A'O"  devient 

•2  i  4  Zl-hl 

On  trouve,  dans  le  même  Mémoire  (p.  367),  la  formule  (26')  que 
voici 

o  =  ^i  — i!^,î-^2!A:î-...-h(-i)«-»(w-i)!AS. 

Additionnant  ces  deux  dernières  égalités  membre  à  membre,  on  a 


jle  (iif  rappelée  ci-des5us. 
urs  plus  avantageuse  pour  le  calcul  <f" 
ec  les  mêmes  nombres  ki  el  les  mérin 
ait  les  factorielles  que  jusqu'à  (n— ')■ 
M.  D'Oa*c« 

;  RoconcM ).  —  <  1897,  2&i;  1S98,(S)- 
)  laquelle  se  ramène  iromédialein"' '' 
Façon  la  plus  simple,  en  nombres  cd'i'" 
r  les  formules 


ks  par  MM.  Tannerj  et  Boulin  tiW.>>>- 
avantage  capital  de  fournir  m/u''"^''"" 
«ives  de  l'êqualioa  précitée,  corr^lW' 
.,/.,  de  liDdiee/.;ce  qui  n'a  pas  li" 


l  réjflue.  dan:'  les  mêmes  condilionsilf 
ivec  les  valeurs  iniuales  -o=  Ut=''f" 


IV,iuali,.n,B). 

rniules  «currenles  (C).  on  peut  au) 
n,  lie  rang  p.  de  léquaiion  (  B),  en  " 
^  ranc.  de  l'équation 
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et  en  faisant  ensuite 

Exemple.  —  Pour  a  —  9,  Téquation  (B)  est  loz^ —  y  a*=  i  ;  les 
formules  (E)  sont 

h+i  =  «(19  -*-  2^90)^-^  K19  —  av/^K 
^P-^i  =  ï (19  -^  î» /9Ô)''—  i  (19  -  a  /9Ô)''- 
Les  formules  (H)  deviennent 

•5^4-1=  <p-H-4- 9P;H-I>  Up+i=  tp^i-hîOVp^i, 

et  Ton  trouve,  pour /?  =  2  par  exemple,  ^1=79.1,  (;j=76,  d'où 
2i=  i4o5,  aj  =  1481.  Les  formules  (C)  fournissent  des  valeurs  iden- 
tiques à  celles-ci,  à  cause  de  Zi  =  3y  et  Ui  =  39.  Nauticus, 

1116.(1897,  172)  (Cyp.  Stephanos).  —  Interpolation  des  fonc- 
tions numériques  (1898,  40'  —  ïl  y  a  avantage,  à  mon  avis,  à  rem- 
placer la  formule  d'interpolation  de  Newton,  rappelée  par  M.  Cyp. 
Stephanos,  par  la  suivante  : 

//   \              ^.           (^  —  0^..          (a?  —  i)x(x-h  î)  ^, 
/(^)=/o-f-  -AJ.O-+-  —-77^  ^'70-^ j^3 -^A3^o 


(») 


(x  —  '>.)(x  —  i)x{x-\-i) 
1.2.3.4 

.    (j:*— K)(^  — t^H-i)...3:(37  4-i)...(a?-f-fx  — l)^i|l. 

1.2.3.  ..2fJL  ^* 

^  {x—  [i.)(x—  tx-t-l)...(a:H-  fx)^ttx-n 
1 . 2 . 3 . . . .  2  fJL  -f- 1  y  9       ' 


ou 


^,^S     /•=/(o),  A^o  =  /(i)-/(o), 

f^*/o=/(i)-2/(o)-+-/(i),      A»j.o=/02)-3/(i)-^3/(o)-/(-i), 

\.'"   =/([^)-  ^/([A  — O-f-... —  ...-!-... -r-/(—[X). 

Ces  formules  (qui  rendent  simple  et  pratique  l'application  du 
théorème  du  n*»  846  à  la  résolution  des  équations  numériques)  per- 
mettent d'écrire,  presque  sans  calcul,  les  différences  de  tout  ordre 
correspondant  à  70,  pour  toute  fonction  dont  les  coefficients  sont 
connus  et,  réciproquement,  de  déduire  facilement  les  coefficients 
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appartenant  à  une  transformée  dont  on  ne  connaît  que  la  ligne  des 
différences. 
Soit,  en  effet 

(3)  /(a:)  =  a -+- 6a7 -h  ca?*-h  rfar'-r-.    . 

les  formules  (2)  donneront 

A  7o=  \{b±LC-\-d±.e^f:hg.  ..), 

.  A»j^o=  i.2(c-f-e-4-^-f...)' 
•"•^  •  A»j^o=  i.2.3(6?di2e4-5/ilr...>, 

\  A5j^o=  i.2.3.4.5(/=t...). 

Nota.  —  Il  importe,  dans  Tapplication  de  ces  formules,  d'écrir« 
les  différences  en  interligne  auprès  des  nombres  qui  leur  donnent 
naissance.  P.  Delastelle. 

1129.  (1897,  195)  (A.  Goulaad). —  Rectification  d'une  équation 
proposée  par  Desboves.  —  Le  problème  n*est  guère  susceptible  que 
d'une  solution  probablcj  mais,  étant  donnée  sa  nature,  je  fais  les 
deux  hypothèses  : 

i^  //  n'y  a  qu'une  faute,  faute  consistant  en  ce  que,  dans  l'un  des 
quatre  numérateurs,  le  terme  indépendant  de  x  est  inexact; 

2°  Dans  l'équation  finale  en  x,  le  terme  en  x^  s'annule, 

qui  paraissent  plausibles  dans  l'espèce.  Alors  il  n'y  a  ({vl  une  seule 
manière  de  satisfaire  à  ces  deux  conditions  :  c'est  de  remplacer,  dans 
la  première  fraction  du  second  membre,  le  chiffre  9  par  16.  On  en  tire 

«.  _       li 

Mais  si,  conservant  la  première  hypothèse  relative  à  rexistence 
d'une  seule  faute,  on  laisse  de  côté  la  seconde  et  que  l'on  admette 
que  l'équation  finale  soit  du  troisième  degré,  il  y  a,  au  contraire, 
beaucoup  de  réponses.  J'en  ai  trouvé  cinq  ou  six  et  l'on  pourrait  sans 
doute  en  trouver  bien  d'autres.  G.  Moreau. 

Soit  l'équation 

(37  — 3  )^  4- g  _^  {x^\)^-^b  _  (37  — 4)^-hc        (x -h  2  )»-»-</ 
X  —  3  X -\- i  X  —  4  X -i- % 

qui  se  réduit  à 

a  b  c  d 


X  —  3.r-i-i        X  —  4        arH-2 


—  H3  — 

ou 

{a-^b--c  —  d)x^-    (a-h5b  —  6d)x^ 
—  (loa  -^  2Ô  —  7c  —  Sd)x  —  'i{4a  —  11b  —  3c  H-6rf;  —  o. 

Pour  qu'elle  soit  résoluble  par  les  procédés  élémentaires,  il  suffit, 
par  exemple,  qu'elle  admette  la  solution  x  —  i. 
Or,  eu  faisant  x  —  i^  dans  Téquation  précédente,  on  a 

a  —  ^  __  2 

On  peut  donc  former  une  infinité  d'équations  analogues  à  celle 
qu'a  signalée  M.  Goulard  et  résolubles  par  l'Algèbre  élémentaire. 
En  prenant  a=  5,  6—1,  c  —  — 7,  d—  — 13,  on  obtient  l'équation 

T^  —  6ir  — 14        ar*-»- aar-f- %  _  j:*— Sa?-^  9        x^-^^x  —  9 

X  —  3  X  ^r~  t  X —  4  X-'A 

qui  diffère  peu  de  l'équation  proposée  par  Desboves. 

E.  Fauquembergub. 

Voici  l'une  des  manières  de  corriger  l'équation  de  Desboves  :  au 
premier  numérateur  remplacer  14  par  7, 


x-3  ar-t-i  37  —  4  07-1- '2 

a  '  _  7  ^ 

X 3      '     J7H-I  X  —  4  X  -^  1 

Posons  T  —  z  -T-i; 

9.  1  76 


z  — 'jt       z -1- 1  z  —  3       -S -h  3 

L'équation  se  réduit  au  second  degré.  Milèse. 

Ajouter  7  au  numérateur    de    la    première  fraction  du   second 
membre. 
L'expression  exacte 

ar*— 6ar-^i4       a?*-4- 2a?-i- a       a?'   -8a7-i-i6       x^-^  ix  -^lo 

1 = ! ^ , 

X  —  3  a7-t-i  X  —  4  ar-H2 

après  transformations  et  simplifications,  se  réduit  à 

7a7-+-2=  —  6a7  —  9, 
«oit 

i3a7  -h  II  —  o. 

F.  Dblastelle. 
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1132.  (1397,  196)  (A.  Goulard).  ~  (1-+-  — )'"  <  3  (1898,  19).  — 

La  question  posée  est  résolue  d'après  Tidée  d'Ostrogradsky  dans  le 
Cours  d'Algèbre  supérieure  de  Meschkow  (Saint-Pétersbourg, 
1866).  Je  veux  en  donner  ici  le  résumé  : 

/             I      \x^\  f  I  \**t 

Les  valeurs  des  fonctions  A;r  —  (ih )       ,B;r— (ih —  ) 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  variable  x  présentent  deux 
systèmes  de  nombres  réels  tels  : 

1^  Que  tout  nombre  Bj:  est  plus  grand  qiie  tout  nombre  A^; 

îi®  Que  l'on  peut  toujours  déterminer  dans  les  suites  A,  et  Bj- 
deux  nombres  tels  que  leur  différence  soit  moindre  que  toute  quan- 
tité donnée. 

11  s'ensuit  qu'il  existe  un  nombre  réel  e  tel  que 

Ax<e<Ba:. 

Posons 

^=0,         I,         2,         9,        99,        999,         101 175. 

Nous  aurons  respectivement 

Ax=2;     5i,2'j;     2,370...:     ^,593...:     '.i,7o4.-.:    2,717...:     2,718268, 
Bj.=  oc;  4;     3,375...;     2,863...;     2,732...;     2,718...;     2,718293 

Ainsi,  avec  un  degré  sensible  d'approximation,  nous  trouverons 

.  e  =  2,71828  18284 

• 

Une  autre  solution  du  même  problème  est  indiquée  par  M.  Tod- 
hunter  dans  son  Treatise  on  the  differential  Calculus. 

N.  Saltykow  (Gharkoff). 

1133.  (1897,  196)  (H.  Tarry).  —  Formule  d'Euler  x^-^  x  — iu 
—  La  question  a  été  traitée  par  Le  Lasseur.  «  H  est  assez  curieux, 
dit-il,  de  constater  qu'après  ce  nombre  41  >  aucune  autre  formule 
algébrique,  de  même  forme  (c'est-à-dire  du  type  a?' -h- ar -»- 4 1 
indiqué  par  Euler)  ne  donne,  de  nombres  premiers,  une  série  qui 
approche,  même  de  loin,  du  nombre  donné  par  cette  formule.  J*aî 
fait  la  vérification  jusqu'à  A'-54ooo,  pour  la  formule  ar* -h- ar — A 
(A  étant  un  nombre  premier).  Les  formules  les  plus  favorables  ont 
donné  huit  nombres  premiers  consécutifs,  en  faisant  successivement 
X  =  Oy  1,2,  ....  Au-dessous  de  4  >)  et  en  dehors  de  a?*  h-  a?  -r- 1 7,  for- 
mule indiquée  par  M.  Brocard  (A^.  C,  1879,  p.  3),  il  y  en  a  quelques 
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autres  pour  lesquelles  on  obtient  des  nombres  premiers,  en  faisant 
a?  =  o,  I,  2,  ...,  A —  I.  Il  serait  facile  de  les  donner  toutes  si  cela 
pouvait  avoir  quelque  utilité. 

«  Je  n'ai  pas  cherché  pour  les  formules  2/i*-f-A;  mais  je  suis 
porté  à  croire  que  29  est  (comme  4i  pour  les  autres  formules)  la 
limite  extrême  des  formules  donnant  jusqu'à  A  —  1  des  nombres 
premiers.  Y  en  a-t-il  d'autres  analogues?  » 

(Extrait  de  la  N.  C,  1879,  p.  371.)  H.  Brocard. 

1136.  (1897f  196)  (Rosace).  —  Fragments  d'une  série  formant 
un  ensemble  continu.  —  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que 
doit  remplir  une  série  Ui,  U],  Ust  . . .  à  termes  positifs  pour  que  les 
nombres  représentés  par  toutes  les  sommes  ou  séries  partielles 
«a-T- lip-i- «Y---' -f  détachées  de  la  série  considérée,  constituent  un 
ensemble  continu,  sont  :  i''  que  la  limite  inférieure  des  termes  de  la 
série  soit  o;  2'^que,  pour  tout  nombre  a  qui  n'est  pas  plus  grand  que  la 
somme  de  la  série  proposée,  la  somme  de  la  série  formée  par  ceux 
des  termes  donnés  qui  sont  <  a  soit  ^a. 

L'ensemble  des  nombres  représentés  a  o  comme  un  des  extrêmes, 
mais  o  n'est  pas  représenté;  on  peut  rendre  cet  ensemble  effective- 
ment continu  en    joignant  à  la  série  le  terme  Uq  —  o.  Le   continu 

sera  (o,  a)  ou  (o,  00)  selon  que  la  série  sera  convergente  (et  ayant 
une  somme  —  a)  ou  bien  divergente. 

Si  la  série  peut  être  ordonnée  de  manière  à  produire  une  série 
simplement  ou  doublement  illimitée  dont  les  termes  ne  croissent 
pas,  la  deuxième  condition  peut  être  bornée  aux  nombres  a  qui  sont 
termes  de  la  série  :  en  général,  la  condition,  pareillement  limitée, 
n'est  pas  nécessaire.  Elle  est  suffisante  pour  les  séries  convergentes. 

Dans  les  séries  qui  représentent  un  continu,  les  nombres  qui  sont 
égaux  à  la  somme  d'un  ensemble  fini  de  termes  sont  aussi  égaux  à 
la  somme  d'un  convenable  ensemble  infini  de  termes  de  la  série. 

Si  dans  une  série  dont  les  termes  ont  la  limite  inférieure  o,  il  arrive 
que  la  somme  de  la  série  constituée  par  les  termes  plus  petits  qu'un 
des  termes  Up  soit  égale  à  Up,  quel  que  soit  Upy  on  peut  prouver  que 
la  série  représente  toujours  un  continu,  et  que  tout  nombre  de  ce 
continu  est  la  somme  d'une  série  détachée  de  la  série  donnée  et 
d'une  seule.  Les  nombres  qui  sont  sommes  d'un  ensemble  fini  de 
termes  (et  qui  ne  constituent  qu'un  ensemble  de  la  première  puis- 
sance) ne  peuvent  être  représentés  eux-mêmes  que  d'une  seule  ma- 


—  H6  — 

nière,  du  moins  avec  un  nombre  fîni  de  termes  :  car,  du  reste,  ils 
peuvent  s*exprimer  aussi  sous  une  forme  infinie  (une  seule).  Les  séries 
en  question  sont  les  seules  qui  jouissent  d'une  pareille  propriété. 
Dans  les  conditions  énoncées,  je  trouve  les  deux  séries  doot  les 
termes  peuvent  se  ranger  ainsi  : 

III  ï 

...,    .i",   a"-*,    ....    4,   2,    I)       ,    ->    -J    •  •  •  >    — *    •  ••» 

'>.       /|       o  "A" 

..,    lO'*,    ...,    lO'*,    10""^,     ...,    lO'*-*,     ...,    lO,     ...,    10,    I,     I. 

(1)  (9)  (1)  19)  (1>  (9)    KW  1»! 

f  I  I  l 

,        »    »    %    y       —  y        •    •    •     ,       —    ,        •••,-         —    j        •••, 

10  lO  10'*  lO" 

(1)  (9)  (1)  (9) 

et  qui  servent  de  base  à  la  numération  binaire  et  à  la  numératioo 
décimale,  respectivement. 

A  cause  de  la  longueur  des  démonstrations  nécessaires,  incompa- 
tible avec  la  brièveté  justement  imposée  dans  V Intermédiaire,  je  me 
suis  borné  à  reproduire  les  conclusions  auxquelles  je  suis  arrivé  ei 
qui  se  trouvent  en  détail  dans  une  Note  que  je  viens  de  présentera 
r Académie  R.  des  Sciences  de  Turin,  et  qui  a  pour  titre:  «Suile 
série  a  termini  positivi  le  cui  parti  rappresentano  un  continue  »  (')■ 

R.  Bettazzi  (Turin). 

1141.  (1897,   217)  (Grip).   —  Lieu  relatif  à  une  quadriqiu 

(1897,  288;  1898,  45).  —  Plusieurs  correspondants  ont  signalé  (*), 

avec  raison,  une  erreur  de  ma  brochure  (p.  29),  dans  la  réponse  à 

la  question  1141.  Cette  erreur,  qui  provient  de  ce  que  j'avais  lu,  par 

inadvertance, 

L 


2 


GY2-r-BZ»— BCT« 
au  lieu  de 

5:L(CY»-+-BZ*— BCT»), 

est  rectifiée  dans  Verrata  ci-après.  Elle  n'infirme  en  rien  le  faii 
essentiel  sur  lequel  je  voulais  appeler  l'attention. 

Toute  propriété  ponctuelle  trouvée  doit  conduire  à  une  propriéù 
corrélative. 

Les  équations  générales  données  par  MM.  Bioche,  Welsch  et 
Maupin  (p.  46)  sont,  comme  2L(GY«-i- BZ«-  BCT»)  -  o  qui  en  est 
la  réduite,  susceptibles  de  la  double  interprétation  que  j'ai  indignée. 


(')  L'article  de  M.  Bettazzi  vient  d'être  publié  séparément  et  forme  u»e 
intéressante  brochure  d'une  vingtaine  de  pages.  (A.  L.) 
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ERRA  TA 


o. 


à  la  brochure  :  «c  La  dualité  et  l'homographie  dans  le  triangle 

et  le  tétraèdre  ». 

Page  2g,  ligne  a 3,  remplacer  l'équation  par 

2L(Cy'  +  BZ'-BCT')  =  o        ou        ^l^  +  ?)  X  "1  X  ^=  °- 

Page  ag,  ligne  3o,  au  lieu  de  :  surface  du  quatrième  ordre  et  de  trente- 
sixième  classe»  lire  :  surface  du  deuxième  ordre. 
Page  3o,  ligne  2.  remplacer  Téquation  par 

SL(CV'-BW=-BCR')  =  o       ou       2](&  ^  ïï)t  "Z  i  "'^ 

Page  3o,  ligne  8,  au  lieu  de  :  surface  de  quatrième  classe  et  de  trente- 
sixième  ordre,  lire  :  surface  de  deuxième  classe. 

Page  44»  remplacer  la  fin  de  la  page,  à  partir  de  la  ligne  i5,  par  ce 
qui  suit  : 

Théorème.—  Étant  donnés  le  tétraèdre  S,S3S3S4  et  une  droite  </  :  i^lcs 
axes  conjugués  par  rapport  aux  cubiques  planaires  (ou  trièdres)  Sp  S^, 
S„  S4,  des  plans  de  jonction  StCf,  S^cf,  S^d,  S^d^  forment  un  quadruple 
hyperbolotdique;  2<*  les  axes  conjugués,  par  rapport  aux  cubiques  ponctuées 
(ou  triangles)  S,,  S,,  S3,  S4,  des  points  d'intersection  SiCf,  ^jd,  S^d^  S^d 
forment  un  second  quadruple  hyperboloïdique. 

Ce  théorème  est  démontré  si  l'on  admet  les  considérations  qui  précèdent. 
Sa  démonstration  directe  n'est  pas  difficile  :  il  suffît,  après  avoir  formé 
les  équations  ponctuelles  des  quatre  plans  S,c/,  ...  (ou  tangentielles  de^ 
quatre  points  S, cf,  ...),  d'où  résultent  immédiatement  les  équations  tan- 
gentielles (ou  ponctuelles)  des  axes  conjugués  (p.  89),  de  vérifîer  que  les 
équations  d'un  quelconque  de  ces  axes  résultent  d'une  combinaison 
linéaire  des  équations  des  trois  autres.  L.  Ripert. 

1143.  (1897,  219)  (Milèse).  —  Ovales  de  Descartes;  troisième 
foyer  (1897,  îi88;  1898,  46).  —  Dans  ma  première  réponse  à  cette 
question,  j'ai  oublié  de  dire  que  Gayley  a  donné  une  démonstration 
très  simple  du  théorème  de  Ghasies,  sur  les  foyers  des  ovales  de  Des- 
cartes, dans  le  Journal  de  Liouville,  t.  XV,  p.  356;  i85o. 

V.  Retali  (Milan). 

1153.  (1897,  2'ii)  (G.  Ricaloe).  —  Résolution  en  nombres  ra- 
tionnels de  r équation  a?*-^  6a7'H-  4^  -•-  ï  =/*•   ~"  Soit 

Téquation  devient 

2(5  —  3)a?'  —  ix-h  z* — I  =  o, 
ou 

z^-h  ix^z  —  6a7* —  ^x  —  1  =  0. 
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Dans  la  première,  la  somme  de  deu^i  racines,  x  et  x\  esl 


a?  -h  a:  — ;,  9 

z  ~  6 


dans  la  seconde 


z 


—  2  27*. 


On  obtiendra  donc,  de  proche  en  proche,  une  infînité  de  solutions 
à  Taide  des  formules 


X  = 


1 


—  ^, 


—  aa?'*—  z. 


1        35 

3'  Tï' 


4, 


•',  z 


1  9 
9   ' 

23 

9  » 


1  S3 


23  6  1 

1  09  6» 


-3-3 

*    En  partant  de  la  solution  évidente  a;  ^  o,  2  =  1,  on  trouve 

a:—  o,     •—  I,     ^        —  **  ^^'' 

z-.\,     -  i, 

En  partant  de  x 

X  —        2, 

.       z  -   —  II, 


3^8  1' 

151^  6J  0  297 

14  4'     >,;.5  5  6  9  6 

1 1,  on  trouve 


S03' 


_  1  s 

"7"» 

\  9"' 

y  _-  .-  3_1  *  833  1  3 

J  /»  49»  illirS' 


91777 

4 I 2091 


Ainsi  Téquation  proposée  admet  d'autres  solutions  positives  que 
a:  =  o,  2,  I  indiquées  par  l'auteur  de  la  question. 

E.  Fauquembergub. 

Soit 

x'*-T-  6ar*-r-  4^7  -f-  I  —  ix--^-  bx  -i~  i)^ 

-  x'^-h  ibx^^  (b^-{-  i)x^-^ibx — I. 

Simplifiant,  nous  avons 

(1)  ibx^~-{b^ — 4)^-^26  —  4  —  0. 

L'équation  proposée  peut  s'écrire 

{x  -J-  i)* —  4a7*  =^*. 

Il  est  évident  que  x  =  —  i  est  une  solution.  Substituant  x=  —  i 
dans  (1),  6  =  oet4.  Substituante  —  4  dans  (i),  ar  —  —  i  et  —  *.  Coo- 
tînuant  ainsi,  nous  avons 

6  =  0,         4,  I,      —6, 

X  =~   I ,      i ,    j ,      i  »  2,    2. 

b  =-    1*. 
X  - 


—  j   2 

.  8 
21' 


5 

3» 

1    4 

3>      Tï' 


69 
10» 


3_    15      15    3  5 

10'       7  '  7  *       l 2« 


28 

115» 


290 
161» 


4t_l 

.68  » 


1-0.3  2 
l  .J»7 


«y 2_8_    9?_ 

115'   2  «  »  » 


*^0i 


6fi7 
2  3  «i  > 


667 
2;i6' 


1811 
29  6  7' 
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On  a  donc  les  solutions  positives  suivantes 

et  Ton  en  aurait  d'autres  évidemment  en  continuant  l'application  de 
la  méthode.  E.-B.  Escott  (Sheboygan,  Wis.,  U.  S.  A.). 

On  peut  se  demander,  plus  généralement,  quelles  sont  les  valeurs 
de  X,  rationnelles  et  positives,  qui  font  prendre  une  valeur  ration- 
nelle à  la  fonction  y  —  ^x^-,  ^ax^-^  66a:* -t-  ê^cx  -~  d.  Dans  la 
question  posée,  les  coefficients  a,  6,  c,  rf,  que  nous  supposerons  ra-, 
tioooels,  ont  les  valeurs  o,  i,  i,  i.  Si  Ton  prend  comme  nouvelle 
inconnue  u  =  ^  —  (a7*-f- aaar),  on  trouve 

<i)         2fa-+-  2a*—  36)a7*-f-  4(«"—  c)x  ~-  (m' — d)  —  o, 

et  l'on  aperçoit  immédiatement  la  solution 

Ci)     a  =  36  —  2a*,        x  =  — =  -  — -    ~ -/-  -  -  • 

^(c-    au)       4r^'^ — ja6-T-c) 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  démontrer  que  toute  solution  en  engendre 
une  autre,  de  sorte  que,  abstraction  faite  de  certains  cas  exception- 
nels, on  prévoit  qu'il  y  en  a  une  infinité.  En  eflet,  pour  que  les  ra- 
cines de  l'équation  (i)  soient  rationnelles,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
discriminant  du  premier  membre  soit  le  carré  d'un  nombre  rationnel 
^.  On  doit  donc  avoir 

(1)  2(tt-r-2a*— 36)(«£*— rf)  — 4(au  — c)*-f-f*  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  y(  m,  p)  du 
/roméme  degré;  et,  par  suite,  si  l'on  connaît  une  solution  (u,  (^),on 
en  trouve  immédiatement  une  autre  en  prenant 

^  ^  du  ^  dv 

ce  qui  revient  à  chercher  le  troisième  point  de  rencontre  (m',  p')  de 
la  courbe  f=o  avec  la  tangente  à  cette  courbe,  au  point  (i/,c). 
Dans  le  cas  actuel,  on  peut  prendre 

u!  =  u  —  tv,         v'—  V  -r-  t(3u^—6bu-^  :\ac—  d), 
où 

u  —  6        (3m*-- 66w-L- 4«c -- 1/)* 
En  particulier,  dans  la  question  posée  par  M.    Ricalde,  on  trouve 


successivement,  en  partant  de  la  solution  (2), 

M  —  3,         a  =  —  II,         u  — ^7—»  *•■' 

et  réquation  (i)  donne 

_       ï'>  _  »4444 

7  31871 

On  parvient  aux  mêmes  résultats  en  appliquant  directement  le 
même  procédé  à  l'équation  (i).  Enfin,  si  Ton  construit  la  courbf 
représentée  par  Téquation  (3),  on  voit  qu'elle  se  compose  d'oar 
branche  fermée,  qui  est  rencontrée  en  A  et  A'  par  la  droite  11 —  1. 
et  d'une  branche  ouverte,  rencontrée  en  B  et  B'  par  la  droite 
W---I,  et  possédant  deux  points  d'inflexion  à  gauche  de ceUf 
droite.  Les  solutions  représentées  par  les  points  situés  entre  ces 
deux  droites  doivent  être  rejetées,  parce  qu'elles  fournissent  dt< 
valeurs  négatives  de  x\  mais  il  importe  de  remarquer  que  chacuoe 
de  ces  solutions  (m,  t^)  est  toujours  suivie  par  une  solution  (u',p). 
qui  correspond  à  une  valeur  positive  de  x.  En  effet,  les  tangentes 
en  A  et  A'  passent  respectivement  par  les  points  B'  et  B,  d'où  il  suit 
que  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  l'arc  AA',  situé  à  gaucbf 
de  la  droite  a  =  i,  rencontre  la  branche  ouverte  en  dehors  de  r>rc 
BB',  c'est-à-dire  à  gauche  de  la  droite  m=  —  i.  De  même,  toute 
tangente  en  un  point  de  l'arc  BB'  rencontre  la  même  branche  en  un 
point  qui  se  trouve  nécessairement  au  delà  des  points  d'infleiion, 
c'est-à-dire  en  dehors  de  la  région  des  valeurs  négatives  de  ar. 

C.  PiETROCOLA  (Naples). 

1161.  (1897,  241)  (E.-B.  EscoTT).  —  Un  problème  de  Legendre. 
—  Euler  a  traité  ce  problème  pour  les  carrés  de  9,  16  et  25  case*, 
dans  les  A''.  Comment.,  t.  XV,  p.  76;  1770. 

Voir  Commentationes  arithmeticœ  collectée,  t.  I,  p.  427-443. 

E.  Fauql'eubergub. 

M.  G.-O.  Boue  af  Gennas  vient  de  publiera  Stockholm  une  étude 
fort  intéressante,  provoquée  par  la  question  1161,  et  qui  est  une 
réponse  à  celte  question. La  brochure  dont  il  s'agit  a  i5  pages,  et  e*i 
intitulée  :  «  Sur  un  problème  d* Euler  mentionné  par  Legendre 
dans  sa  théorie  des  nombres,  et  quelques  notes  sur  les  carrés 
magiques  de  3  et  de  4.  ♦>  G.-A.  L.usaxt. 


»•••• 
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QUESTIONS. 


83.  (1894,  34)  [X3]  La  méthode  des  points  iso- 
plèlhes,  développée  dans  le  Chapitre  IV  de  ma  Nomogra- 
phie,  s'applique  aux  équations  qui  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

M^)  ?i(a?)   ^i{^) 
<«)  A(y)   ?î(r)  4'»(j^) 

fziz)    Oz{z)    f\fiiz) 


=  o. 


Il  serait  intéressant  de  connaître  le  caractère  général  dès 
équations  susceptibles  de  prendre  cette  forme  ou,  plus  exac- 
tement, Téquation  aux  dérivées  partielles  obtenue  par  Téli- 
mination  des  fonctions  arbitraires  contenues  dans  le  premier 
membre  de  (i),  fonctions  arbitraires  qui  sont,  en  réalité,  au 
nombre  de  six. 

Celte  élimination  faite  par  la  méthode  ordinaire  conduit  à 
des  calculs  compliqués. 

Le  problème  a  élé  résolu  d'une  façon  élégante  par  M.  Le- 
cornu  (C  /?.,  t.  Cil,  p.  Si 5),  dans  le  cas  particulier  où  Ton 
prend 

11  serait  intéressant  de  trouver  un  artifice  analogue  pour  le 
cas  général  ou  au  moins  pour  d'autres  cas. 

M.  d'Ocagme. 

86.  (1894,  36)  [R4a]  Une  poulie  à  double  gorge,  folle 
sur  son  axe,  porte,  par  l'intermédiaire  du  tourillon  i,  une 
manette  abc  mobile  autour  de  ce  tourillon  (*). 


{•)  Voir  h  figure  (1894,  3G). 
Jnierm.,  V  (Juin  1898). 
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L'extrémité  a  de  la  manette  est  tirée  par  deux  chaînes  M 
et  G  s'appuyant  respectivement  sur  les  deux  gorges  de  la 
poulie.  L'extrémité  c  est  sollicitée  par  une  force  P  donnée 
en  direction.  On  demande  les  conditions  d'équilibre  de  ce 
système  en  tenant  compte  des  divers  frottements. 

Dégeorges. 

90.  (1894,  38)  [K21a5]  Lorsque  M.  Halon  de  laGou- 
pillière  nous  a  envoyé  le  projet  si  intéressant  d'étude  des  di- 
verses courbes  remarquables  qu'il  développe  dans  la  ques- 
tion 89,  j'avais  rédigé,  pour  le  Journal,  une  proposition 
d'étude  de  ces  mêmes  courbes  au  point  de  vue  spécial  de  leur 
tracé  par  points  ou  par  tangentes.  C'est  la  présente  queslion 
dont  je  modifie  les  termes  de  façon  à  en  faire  une  sorte  de 
Chapitre  de  la  question  générale  89,  mais  qui  pourrait  sr 
faire  isolément. 

Dans  mon  Mémoire  communiqué  au  Congrès  de  TAssocia- 
tion  française  à  Oran,  en  i888,  et  qui  a  pour  titre  :  Dt\a 
simplicité  dans  les  Sciences  mathématiques,  on  lit  : 

K  On  a  souvent  à  tracer  une  courbe  par  points.  Si  la  con- 
struction d'un  point  de  la  courbe,  par  une  méthode  donnée, 
a  un  coefficient  de  simplicité  N,  nous  dirons  que  Isl  simpli- 
cité ponctuelle  de  ce  tracé  de  la  courbe  est  N.  Si  une  courbe 
se  construit  au  moyen  de  ses  tangentes  et  que  la  construc- 
tion de  l'une  d'elles  par  un  certain  procédé  ait  un  coefficient 
de  simplicité  N',  nous  dirons  que  la  simplicité  tangentielle 
de  ce  tracé  de  la  courbe  est  N'.  » 

Il  y  aurait  une  étude  très  utile  à  faire  en  recherchant,  pour 
chacune  des  courbes  les  plus  connues,  les  tracés  dont  les 
simplicités  ponctuelles  et  tangenlielles  sont  les  plus  simples 
et  en  évaluant  aussi  quelques  autres  des  tracés  les  plus  usuels 
de  ces  courbes.  E.  Lemoike. 

12&4.  [A2a]  n  personnes  doivent  se  rendre  d'une  lo- 
calité à  une  autre;  elles  ont  à  leur  disposition  une  voiture 
pouvant  seulement  contenir  n'  personnes  (/i' <!'*)•  Chaque 
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personne,  à  pied,  ferait  le  trajet  en  un  temps  /,  et  la  voiture 
le  ferait  dans  le  temps  i  (^<C  ^)*  On  demande  le  meilleur 
mode  d^utilisation  de  la  voilure.  G.  Dakboux. 

1285.  [Pic]  Trouver  les  divers  couples  de  courbes 
homographiques  ou  corrélatives  (non  superposables),  dont 
les  arcs  correspondants  sont  égaux. 

Cyp.  Stephanos  (Athènes). 

1286.  [R9ba]  Existe-t-il  quelque  Ouvrage  d'ensemble, 
en  dehors  de  TOuvrage  de  Coriolis,  traitant  des  problèmes 
géométriques  et  mécaniques  relatifs  au  jeu  de  billard  ? 

Edm.  Franckew  (Liège). 

1287.  [L*  18e]  Je  désirerais  avoir  une  démonstration 
géométrique  simple  du  théorème  suivant  : 

<(  Par  le  centre  de  similitude  de  deux  coniques  homothé- 
liques  on  mène  deux  rayons  vecteurs  ;  démontrer  que  les 
cordes  qui  joignent  les  extrémités  {non  correspondantes) 
de  ces  rayons  vecteurs  se  rencontrent  sur  la  corde  d'intersec- 
tion des  deux  coniques.  »  G.  Russo  (Catanzaro). 

1288.  [V9]  Quel  géomètre  a  employé  pour  la  pre- 
mière fois  l'expression  de  représentation  sphérique  dans  la 
théorie  des  surfaces?  Mile  se. 

1289.  [H4]  Soient  A(^')  =  o,  B(^)  =  o  deux  équa- 
tions linéaires  difTérentiellessans  seconds  membres,  d^ordres 
m  et  m-\-  n  respectivement.  On  ignore  leurs  intégrales, 
mais  on  sait  que  les  m  intégrales  particulières  distinctes  de 
la  première  satisfont  à  la  seconde;  comment  peut-on  former 
une  équation  C(y)  =  o  de  même  espèce,  d'ordre  /z,  admet- 
tant les  n  intégrales  particulières  distinctes  non  communes 
aux  deux  premières  équations? 

ILes  coefficients  des  équations  données  sont  supposés  va- 
lables. Regor, 
1290.  [V8]    Sur  Gergonne  {Annales  de   Mathéma- 
iques,  t.  IV),  dans  une  lettre  à  l'éditeur,  Servois  s'exprime 
insi  :  «  Ce  géomètre  aurait-il  donc  oublié  qu'Euler  a  dé- 
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montré  que  l'expression  (y/ —  i)^~*  n'est  point  imaginaire. 


-U^ 


mais  égale  k  e  *  ?»  Où  irouve-t-on  la  démonstration  de 
cette  formule  d'Euler,  dans  les  Œuvres  de  ce  dernier? 

W.-W.  Beman  (Ann  Arbor,  Michigan). 

1291.  [V8]  Dans  un  écrit,  De  formulis  differentia- 
libus  angularibus  maxime  irrationalibus,  qiias  tamen 
per  logaritlimos  et  arcus  circulares  integrare  licet,  J/.  S. 
Academiœ  [Petropolinœ]  exhibit,  die  5  maii  1777,  Ealer 
dit  :  ((  Quoniam  mihi  quidem  alia  adluic  via  non  palet  islud 

praestandi,  nisi  per  imaginaria  procedendo,  formulam  y  —  i 
littera  i  in  posterum  designabo,  ila  ut  sit  lï  =  —  i,  ideoque 

-  =  —  i.  »  Y  a-t-il   un  autre  exemple,  avant  celui-là,  de 

l'emploi  de  i  pour  y/ —  i  ? 

W.-W.  Beman  (Ann.  Arbor,  Michigan). 

1292.  [110]  On  demande  de  combien  de  manières  les 
partitions  du  nombre  n  en  somme  de  huit  nombres,  parmi 
lesquels  peuvent  figurer  des  zéros,  peuvent  être  disposées  de 
la  manière  que  voici  : 

ai,    aj,    aj,     a^, 
^1,     ^1,     ^3,     ^*, 

deux  solutions  n'étant  pas  considérées  comme  distinctes  si 
elles  peuvent  se  ramener  l'une  à  l'autre  par  une  permutation 
soit  des  deux  lignes,  soit  des  quatre  colonnes. 

Combien,  parmi  ces  solutions,  y  en  a-t-il  qui  ne  soient 
composées  qu'avec  les  nombres  2,  i  et  o,  lorsque  /i<^i6? 

M.  d'Ocagne. 

1293.  [L*9a]  Un  correspondant  m'obligerait  s'il  voulait 
bien  m'indiquer  comment  calculer  la  partie  de  l'aire  d'un 
cercle  comprise  dans  une  ellipse  qui  lui  est  concentrique  : 
a  et  6  désignant  les  demi-axes  de  l'ellipse,  r  le  rayon  du 
cercle  ;  on  suppose  a^  r>  b,  Hadé, 

1291.  [L^20b]     Question  analogue  à  la  précédente  :  Cal- 
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ciller  le  volume  commun  à  une  sphère  de  ra^on  r  et  à  un 
ellipsoïde  concentrique  ayant  pour  demi-axes  a,  6,  c.  On 
suppose  a>6>>ceta>>r>c.  Hadé, 

1295.  [M*  6]  Existe-t-il,  sur  la  théorie  des  quarliques 
à  un  seul  point  double,  d'autres  travaux  que  ceux  de 
MM.  BrioschijCremona  et  Brill,  cités  dans  les  Courbes  planes 
de  Salmon  (p.  655  de  l'éd.  française),  et  le  Mémoire  de 
M.  Bobek(Acad.  de  Vienne;  1887)  (♦). 

V.  Retali  (Milan). 

1296.  [R9d]  Un  lecteur  connaîtrait-il  des  Ouvrages 
où  soient  étudiés,  au  point  de  vue  mécanique,  les  moulins  à 
vent?  Iti  boudé 

1297.  [Via]  he  Formulaire  de  Mathématiques  y  (\\ye 
je  publie  avec  la  collaboration  de  plusieurs  collègues,  se 
propose  de  contenir  toutes  les  défînitions,  les  théorèmes,  les 
démonstrations  et  les  indications  historiques  que  nous  pou- 
vons rassembler. 

Les  symboles  de  Logique  mathématique,  par  lesquels  on 
exprime  les  propositions,  nous  permettent,  par  leur  préci- 
sion et  leur  concision,  d'aborder  ce  travail,  à  peu  près  im- 
possible au  mojen  du  langage  ordinaire. 

Tout  sujet  traité  dans  \e  Formulaire  pourrait  donner  lieu 
aux  questions  suivantes  : 

«  Connaît-on,  sur  ce  sujet,  d'autres  propositions  non  con- 
tenues dans  le  Formulaire? 

«  Les  démonstrations  qu'on  en  donne  sont-elles  les  plus 
simples? 

«   Les  indications  historiques  sont-elles  complètes?  » 

Vu  l'impossibilité  d'énoncer  ici  toutes  ces  questions,  et 
la  nécessité  d'avoir  des  réponses  complètes  et  précises,  pour 
faciliter  la  compilation  de  ce  travail,  j'enverrai  aux  lecteurs 


(  <  )  Voir  la  question  876.  Une  légère  modiiicalion  dans  la  rédaclion  avait 
altéré  le  sens  (remplacement  du  mot  guartiques  par  courbes  planes).  Il 
o'y  a  donc  pas  double  emploi. 
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de  V Intermédiaire,  qui  le  désireraient,  les  épreuves  tjpo- 
graphiques  de  V Arithmétique  (§  2  du  Tome  II),  maîntenaot 
en  cours  de  publication.  G.  Peano  (Turin). 

1298.  [V8]  A  l'occasion  d'une  trisection  de  l'angle  par 
une  construction,  graphique,  parue  dans  les  Mémoires  de 
Trévoux  de  juillet  1738,  sous  la  signature  de  Voltaire,  un 
bulletin  du  temps,  intitulé  :  Observations  sur  les  écrits 
modernes  {t.  X\Y,  p.  117-120;  1738)  a  publié  diverses  ré- 
flexions critiques^  accompagnées  de  la  note  suivante  :  «  Nous 
tenons  cette  Remarque  d'un  des  plus  Sçavans  Géomètres- 
Physiciens  de  l'Europe.  » 

Pourrait-on,  sur  ce  simple  indice,  établir  quel  en  a  élé 
l'auteur?  H.  Brocard. 

1299.  [V(X5)]  PourraJt-on  me  donner  une  liste  aussi 
complète  que  possible  de  toutes  les  machines  à  calculer  qui 
ont  été  imaginées,  et  des  renseignements  bibliographiques 
sur  chacune  d'elles?  F.  Michel. 

1300.  [V(M*,M^)].  A  propos  de  l'intéressant  petit  vo- 
lume de  Lamé,  intitulé  :  Examen  des  différentes  méthodes 
employées  pour  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie, 
Chasles,  dans  son  Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géomé- 
trie, dit  : 

«  C'est  dans  cet  Ouvrage  que  se  trouve  Téquation 
A  -\-  XB  =  o  d'un  système  de  courbes  ou  de  surfaces  ayant 
une  communauté  d'intersection  deux  à  deux.   » 

Il  reste  à  chercher  le  nom  du  géomètre  qui,  le  premier,  a 
fait  usage  d'une  pareille  équation.  Mannheim. 

1301.  [V(K20a)].  A  quelle  époque,  el  par  qui  aélc 
employé  pour  la  première  fois  le  terme  sinus?  Quelle  peut- 
être  l'origine  de  ce  terme?  Ce.  Bioche. 


i 
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RÉPONSES. 


2i6.  (1894,  i33)  (Youssoufian). —  Bibliographie  des  Diction- 
naires  de  Mathématiques,  —  (1895,  no,  347,  4o4  )•  —  On  peut  citer 
encore  : 

VolUtaendi^es  mathematisches  Lexicorij  Leipzig,  1747; 

Stamïbtz  (J.-L.),  Groot  Woordenboek  der  Wiskunde,  S  terre- 
keinde,  Meetkunde,  etc.,  Amsterdam,  1768; 

BocMAKOwsKi,  Dictionnaire  de  Mathématiques,  vol.  I  (seul) 
A-D.,  Saint-Pétersbourg,  1839; 

DAViEsand  Peck,  Mathematical  Dictionary,  New-York,  i855; 

MEyzEi,  Mathematisches  Wôrterbuchlein,  1866. 

E.  WôLFFiNG  (Stuttgart). 

237.  (1894,  145)  (  J.  Perott).  —  Calcul  de   f  «-''  dt.  -  (1896, 

68, 182;  1897,  56).  —  Les  Tables  d'Enckc,  calculées  d'après  la  Table 
de  Kramp,  ont  été  reproduites,  jusqu'à  ^  =  3,  avec  quatre  déci- 
males, dans  la  métode  On  least  squares  du  professeur  Merriman 
(Université  de  Leight;  1886).  J'ai  sous  les  yeus  une  traduction 
espagnole  de  ce  dernier  Ouvrage  (Metodo  de  los  cuadrados  mini- 
mes, iraducido  del  inglés  por  Valentin  Balbin;  Buenos-Aires;i889), 
dont  j'extrais  la  Note  suivante  (p.  34)  : 
En  dévelopant  e— '*  en  série  par  la  formule  de  Maclaurin,  on  a 

I     C-'V/f  =  t—   -  H ~ r, h..  ., 

J^  i  1.20  1.2. 37 

qni  convient  pour  les  petites  valeurs  de  t.  Pour  les  grandes  valeurs 
on  intégrera  par  parties;  ainsi 

J  ît  Ij  «* 


dt 


I       ..         I         ..       :S    r  e-^* 


it  2*/»  2*7     t^ 


il 
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f     e-''  dl—-\fk  {yoir^  par  exemple,   Stdrm,  Com 

0  ^ 

d'Analyse,  t.  II,  p.  i6;  Paris,  1857), 


d'où 


C  e-''  dt=-^^T.-   f    e-''  dt, 


Les  séries  donées  permètenl  de  trouver  les  valeurs  de  l'intégrale, 
avec  le  degré  d'exactitude  désirable  pour  toutes  les  valeurs  de  /. 

A.  GOULARD. 

833.  (1896,  104)  (P.  Tannery).   —  Résoudre  ar* -+- 4 a:» -m  ^ /* 

en  nombres  rationnels.  (1897,  20,   83,  ao3,  229;  1898,  89.)-"  ^ 

démonstration    de  Timpossibilité   de    cette  équation,   donnée  par 

M.  Tafelraacher  (1898,  89),  n'est  pas  plus  exacte  que  celle  qu'il  a 

donnée  (1897,  229).  En  effet,  pour  résoudre  en  nombres  enlierf 

l'équation 

5«)(P— 5»)  =  m*(m«-h4'3*). 


il  pose 


(^ 


z4»-+-4-* 

c»    __     -rî    • 


(  (^  —  z»  =  X:w«, 


et  il  admet  que  k  est  un  nombre  entier;  ce  qui   n'est  pas  permis. 
Pour  que  la  solution  fût  générale  il  faudrait  supposer  seulement /^ 
rationnel. 
Donc  la  démonstration  n'est  pas  valable. 

£.  Fauquembebgue. 

899.  (1896,  199)  {Karl).  —  Fonction  admettant  pour  zéros  toiU 
les  nombres  premiers.  —  Il  semble  que  la  solution  de  celte  ques- 
tion se  trouve  donnée  par  l'énoncé  1263  de  M.  H.  Laurent  (1898, 78) 

H.  Brocard. 

1023.  (1897,  73)(GiNoLoRiA)  et  1080(1897,  i25)  (PaclTannert)' 
—  5ar  lefolium  de  Descartes  (1897,  237;  1898,  102).  —Les  indi- 
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calions  données  par  Frenet  et  reproduites  dans  la  réponse  (1897,  238), 
sont  un  tissu  d'inexactitudes.  Frenet  parle  comme  si  Roberval  avait 
connu  la  courbe  avant  Descartes,  tandis  que  c'est  ce  dernier  qui  a 
proposé  l'équation,  en  janvier  i638  (Lettres  de  D.,  éd.  Clerselier, 
lïï,  p.  3o3).  Roberval  n'appela  point  la  courbe /ffaiV/c,  mais^ear 
de  jasmin,  et  encore  plutôt  galant  (nœud  de  ruban),  indiquant 
en  tous  cas  une  forme  polypétale  ({6Û3f.^  p.  356  et  376).  Elle  n'échappe 
nullement  à  la  méthode  des  tangentes  de  Fermât.  Descartes  pensait, 
ii  est  vrai,  que  Fermât  ne  pouvait  appliquer  celte  méthode  aux 
équations  implicites  et  il  choisit  cet  exemple,  sans  avoir  en  rien  étu- 
dié la  courbe,  pour  défier  Fermai;  mais  celui-ci  répondit  à  ce  défi 
sans  aucune  peine.  Roberval  parait  avoir  résolu  ce  problème  de  son 
côté,  et  il  nomma  la  courbe,  parce  que,  le  premier,  il  en  chercha  la 
forme,  petite  gloire  que  Descartes  ne  lui  contesta  point,  mais  dont 
il  le  railla.  Ce  n'est  point  Huygens,  mais  Fermai  qui  a,  le  premier, 
indiqué  la  quadrature,  dans  un  Traité  que  connut  Huygens  (ÛE'ucref 
de  F.,  [,  p.  276).  Et,  à  cette  époque,  vers  1661,  Fermai  n'appelle 
plus  la  courbe  galand,  comme  en  i638,  mais  curva  Schootenii, 
Scfaooten,  ami  de  Descartes,  étant  alors  le  premier  qui  en  eût  parlé 
dans  un  Ouvrage  imprimé  (Exer citât ionum  mathematicarum 
libri  quinque,  Leyde,  Elzevier,  1667). 

Le  nom  de  folium  de  Descartes  est  donc  bien  postérieur  à  la 
mort  de  Descartes,  et  il  a  été  donné  à  une  époque  où  les  noms  imagi- 
nés par  Roberval  étaient  déjà  oubliés.  La  question  posée  reste  donc 
entière.  Paul  Tannery. 

1168.  (1897,  244)-  (H.  Bourgbt).  —  Origine  des  abaques,  — 
Léon  Lalanne.  dans  son  Mémoire  Sur  les  Tables  graphiques  {Ann, 
des  Ponts  et  Chaussées,  i*^  semestre  1846,  p.  63)  et  M.  Favaro,  dans 
ses  Leçons  de  Statique  graphique  [traduction  Terrier;  t.  I,  Pré- 
face,  p.  XX ;  t.  II,  p.  55  (note  du  traducteur)],  attribuent  la  pre- 
mière invention  des  abaques  ou  tables  graphiques  à  double  entrée  à 
Louis  Pouchet.  Gel  auteur  a  fondé  sur  l'emploi  de  telles  Tables  son 
Arithmétique  linéaire,  insérée  dans  la  deuxième  édition  de  son 
Livre  intitulé  :  Echelles  graphiques  des  nouveaux  poids,  mesures 
et  monnaies  de  la  République  française  (1795).  Il  développe  la 
même  idée  dans  sa  Métrologie  terrestre  (Rouen,  1797).  Dans  une 
Notice  consacrée  à  sa  mémoire  par  un  de  ses  descendants,  Félix- 
Ârchimède  Pouchet  (Rouen,   1866),  on  trouve  (p.  34)  un  passage 

6. 
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d'où  il  résulte  que,  dès  1788,  Louis  Pouchet  avait  eu  recours  à 
remploi  des  Tableaux  graphiques  pour  certains  calculs  astrono- 
miques. 

Il  est  remarquable  que  le  Tableau  graphique,  signé  Aubry,  que  si- 
gnale M.  Bourget,  vise  le  même  but  que  ceux  publiés  en  1795  par 
Pouchet.  Mais  cela  n'a  pas  lieu  de  surprendre,  attendu  que  la  loi 
du  18  germinal  an  III  prescrivait  elle-même,  par  une  dispositioD 
contenue  dans  l'art.  19,  la  construction  d'échelles  métriques  pro^ns 
à  établir  sans  calcul  les  rapports  entre  les  nouveaux  poids  et  me- 
sures et  les  anciens.  M.  d'Ocagnb. 

1169.  (1897,  244)-  i^*-  ^tô^mkh).  —  Polyèdres  convexes  compo- 
sés de  faces  pouvant  coïncider  entre  elles,  —  Catalan  {Théorèmes 
et  problèmes  de  Géométrie  élémentaire,  p.  455)  donne  une  liste 
de  3o  classes  de  polyèdres  semi-réguliers,  dont  26  sont  composées 
d'un  seul  polyèdre,  chacune  des  4  autres  comprenant  une  infinité  de 
polyèdres.  E.-B.  Escott  (Sheboygan,  Wisc,  U.  S.  A.) 

La  question  ne  me  paraît  pas  clairement  posée,  car,  en  l'interpré- 
tant dans  le  sens  précis  de  l'énoncé,  l'hexakisoctaèdre,  cité  comme 
exemple,  ne  peut  faire  partie  des  corps  que  l'on  cherche.  Il  suffit, en 
effet,  d'une  figure  pour  se  convaincre  que,  tandis  qu'on  peut  tou- 
jours établir  la  coïncidence  entre  deux  faces  quelconques  de  même 
espèce,  il  n'est  jamais  possible  de  faire  coïncider  entre  elles  deui 
faces  d'espèces  différentes.  Depuis  i885,  j'ai  construit  une  nombreuse 
collection  de  polyèdres  (réguliers,  semi-réguliers,  de  première 
espèce  et  d'espèces  supérieures  et  leurs  corrélatifs).  Or,  suivant  l'in- 
terprétation que  je  donne  à  la  question,  je  trouve  que  tous  les 
polyèdres  de  ma  collection,  ou  seulement  une  partie  d'entre  eu\, 
remplissent  les  conditions  voulues.  Je  serais  très  reconnaissant 
à  M.  Slormer  de  me  fournir  quelques  éclaircissements,  à  titre  per- 
sonnel. D""  A.  Andrbini  (Florence)  (1). 

1172.  (1897,  265).  (Gino  Loru).  —  Spirale  tractrice,  —  Le  nom 
de  spirale  tractrice  a  été  appliqué  par  Rouquel  (A^.  A.^  i863,  p.  49^' 
à  une  tout  autre  courbe  dont  l'équation  est 


=  =h  (  -  ^a'  —  /•'  —  arc  cos  -  ) 


(')  M.  le  D'  Andreini  est  ingénieur  à  l'Institut  géographique  militaire, 
à  Florence. 
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Cette  dernière  courbe  avait  déjà  reçu  de  Giard  (A^.  A.,  1862,  p.  76) 
le  nom  de  tractrice  polaire. 

En  ce  qui  concerne  la  courbe  p  =  sinAacp  ou  p  =  f  (c^? — e-«?) 
désignée  par  M.  Aubry  sous  le  nom  de  spirale  tractrice,  elle  avait 
antérieurement  reçu  de  Dittrich  {La  spirale  logarithmique,  Bres- 
lau,  1877,  p.  9)  le  nom  de  Differenzenspirale,  en  français  :  spirale 
de  différence,  parce  que  le  rayon  vecteur  est  la  différence  des  rayons 
vecteurs  des  deux  spirales  logarithmiques  inverses,  p  =  ^  C?, 
p  =  ie-«?.  La  courbe  p cos Aacp  =  c  est,  avec  raison,  nommée  spi- 
rale de  Poinsot,  parce  que  Poinsot  Ta  étudiée,  pour  la  première 
fois,  dans  son  Mémoire  :  Théorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps 
(J,  if/.,  16,  9-129,  iSS'ï).  Ce  Mémoire  paraît,  du  reste,  avoir  été  im- 
primé ailleurs  en  i834. 

Le  nom  spirale  de  Cotes  est  donné  par  Sacchi  dans  son  Ouvrage  : 

Sulla  geometria  analitica  délie  linee  piane,  Pavia,  i854,  à  une 

autre  courbe  dont  l'équation  est  p-*  =  a-*  cos/i<p. 

E.  WoLFFiNG  (Stuttgart). 
Autre  réponse  de  M.  No  vus. 

1175.  (1897,  266)  (Maillard).  —  Sur  la  loi  de  Bode.  —  La  loi 
de  Bodc  a  été  généralisée  par  feu  le  professeur  Ed.  Roche,  de  Mont- 
pellier, d'après  des  considérations   de  Mécanique  céleste,  sous  la 

forme 

A-+-Ba»-+-B' a»" -+-..., 

qui  s'étend,  pour  des  valeurs  convenables  de  a  aux  distances  des 
satellites  à  leur  planète  [p.  38  et  44  de  V Essai  sur  la  constitution 
et  V origine  du  système  solaire  {Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences  et  Lettres  de  Montpellier,  section  des  Sciences,  t.  VIII; 
1873)]. 

11  avait  déjà  indiqué  dans  les  procès-verbaux  de  la  même  Académie 
(séances  des  i3  juin  i853  et  i3  juillet  i854)les  formules  suivantes  : 

Planètes 5 -*- 3  x  2'»-i  —  ( 2 , 2 )-« ^y 

^   '    ^  1024 

Satellites  de  Jupiter.  . .     3  -+-  3  x  2'»-*, 
Satellites  de  Saturne...     i,5  -t-  1,4  (/ï)" —  2»-'. 

La  collection  complète  de  ses  travaux  a  été  déposée  dans  plusieurs 
bibliothèques  de  France  et  de  l'étranger,  dont  {'Intermédiaire  de 
février  1896  (X.  III,  p.  39)  donnait  la  liste,  et  auxquelles  il  faut 
joindre  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris  et  celle  de  l'Université  de 
Leyde. 
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Pour  tous  renseignements  complémentaires,  et  en  particaiier 
pour  la  communication  de  certains  de  ces  Mémoires,  je  reste  à  la 
disposition  de  M.  Maillard,  dont  je  regrette  de  ne  pas  connaître 
l'adresse  précise  (i).  A.  RocuB. 

M.  Gaussin,  dans  une  Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  cU 
r Académie  des  Sciences  (8  et  i5  mars  1880),  a  proposé  la  loi 
suivante  :  Les  distances  des  planètes  au  Soleil  sont  en  progression 

géométrique  : 

rf= 1,7229», 

Mercure  occupe  le  huitième  rang  de  la  progression,  Vénus  le  neu- 
vième, et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  Neptune  qui  occupe  le  seizième. 

G.  Friocourt. 

Tout  récemment,  M.  Delauney  a  affirmé  l'existence  de  relations 
numériques  particulières  entre  les  distances  des  diverses  planètes  du 
système  solaire  (C  i?.,  23  et  3o  août  1897).  Parmi  ces  relations,  il 
nous  suffira  de  citer  celles-ci  : 


m 


N  — M  _  N  _  T_ 

S_T  ~    '         S  "^*         T  — V  ""  J 

S-T  =  /(J-/n)(U-V),        U  =  2S, 

dans  lesquelles  m,  V,  T,  M,  J,  S,  U,  N  désignent  les  distances  des 
planètes  au  Soleil,  de  Mercure  à  Neptune. 

Note,  —  Il  peut  y  avoir  utilité  à  rappeler  que  des  relations  de  U 
forme  ^  =  a-^  fcK»,  comme  celle  de  Titius^  ont  été  étendues  aux  sa- 
tellites des  grosses  planètes.  Voir  C  /?.,  t.  LXX,  4  avril  1870;  G. 
Oltramare,  Sur  l'existence  d'une  loi  de  répartition  analogue  à 
la  loi  de  Bode  {ou  de  Titius)  pour  chacun  des  systèmes  de  sa- 
tellites de  Jupiter,  de  Saturne  et  d'Uranus, 

Ces  relations  n'ont,  évidemment,  qu'une  valeur  empirique,  inai> 
leur  existence  peut  corroborer  les  théories  proposées  pour  la  for- 
mation des  planètes  aussi  bien  que  de  leurs  satellites;  le  mécanisme 
de  cette  formation  doit  avoir  été  le  même.  H.  Brocard. 

1178.  (1897,  266)  (H.  Dkllac).  —  Sur  la  similitude.  —  Le  point 
homologue  à  lui-même  dans  deus  figures  semblables,  planes  ou  so~ 
lides,  a  été  considéré  par  Euler  en  1777  {Nov.  Act.  Petrop,,  t.  IX, 


(•)  L'adresse  de  M.  Roche  est:  18,  rue  des  Fossés-Saint-Jacqucs,  Paris. 
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p.  i54),  et  apelé  par  lui  centre  de  similitude.  Apollonius,  dans  le 
premier  Livre  de  ses  Lie  us  plans,  s'en  était  servi  pour  la  construc- 
tion des  figures  semblables.  Magnus,  dans  ses  Exercices  de  Géo- 
métrie  analytique,  apèle  le  même  point  Situaiionspunct  et  consi- 
dère aussi  Taxe  de  similitude,  qu'il  apèle  Situationscuce,  Baitzer,  à 
qui  j'emprunte  ces  renseignements,  en  parle  dans  son  Traité  de 
Végalité  et  de  la  similitude  (Dresde,  i852)  et  dans  ses  Éléments* 

En  France,  la  première  démonstration  établissant  l'existence  du 
centre  et  de  Taxe  de  similitude  de  deus  figures  solides  semblables 
est,  à  ma  connaissance,  cèle  de  M.  Dellac  {Éléments  de  Géométrie 
de  Ricart,  II*  Partie,  p.  i34;  Garnier  frères,  1875).  Cet  Ouvrage, 
trop  peu  conu,  contient  une  foule  de  questions  qui  ne  se  trouvent 
pas  dans  les  Traités  classiques).  En  1894  et  1896,  M.  Dorlet  et 
M.  Tarry  ont  doné  dans  le  /.  E.  des  démonstrations  nouvèles  de 
ce  même  téorème.  Enfin,  par  la  question  600  du  même  Journal, 
M.  Dellac  complète  le  téorème  à  l'aide  de  ces  deus  réciproques  : 

i**  Pour  qu'une  droite  soit  l'axe  de  similitude  de  deus  figures  so- 
lides semblables,  il  faut  et  il  sufit  que,  à  partir  de  céte  droite,  on 
voie  toutes  les  arêtes  homologues  sous  des  angles  dièdres  égaus 
chacun  à  chacun  et  de  même  sens. 

2*  Pour  qu'un  point  soit  le  centre  de  simiilitude  de  deus  figures 
solides  semblables,  il  faut  et  il  sufit  que,  de  ce  point,  on  voie  toutes 
les  arêtes  homologues  sous  des  angles  égaus  chacun  à  chacun. 

A.  GOULARD. 

1181.  (1897,  267X0.  MoREAc).  —  Date  de  Pâques,  —  A  la  de- 
mande que  fait  le  colonel  Moreau,  je  réponds  par  la  citation  sui- 
vante, extraite  de  mon  Mémoire  sur  Un  calendrier  perpétuel, 
inséré  aux  Annales  du  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  2*  série, 
tome  III  (J891)  : 

A  la  douzième  page  du  texte  de  ce  Mémoire  :  «  Le  dimanche 
de  Pâques  ne  peut  jamais  tomber  avant  le  22  mars  ni  après  le 
25  avril.  Si  donc  le  tableau  (c'est-à-dire  la  formule  de  Gauss) 
amenait  le  jour  de  Pâques  au  26  avril,  ce  qui  peut  arriver  pour 
R  =  5,  de  1900  à  2199;  pour  R  =  i3,  de  1682  à  1699,  et  pour 
R  =  16,  de  2200  à  2299,  ce  qui  n'arrive  jamais  dans  le  calendrier 
Julien,  il  faudrait  avancer  la  fête  de  Pâques  de  huit  jours  et  la  placer 
au  19  avril.  » 

Ainsi  la  chose  est  connue,  et  l'on  ne  s'en  met  pas  en  peine. 

E.  COLLIGNON. 
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Dans  l'exposé  de  la  règle  de  Gauss,  que  j'ai  donné  dans  YlnUr- 
médiaire  (1894,  8f),  il  est  expressément  spécifié  que,  si  le  calcal 
donne  le  "26  avril,  on  doit  prendre  le  19;  que  de  même,  dans  ceriaios 
cas,  au  lieu  du  25  avril,  il  faut  prendre  le  18.  Les  conditions  de 
cette  seconde  exception  sont  souvent  modifiées,  par  exemple  dans 
les  Récréations  et  problèmes  mathématiques  de  Rouse  Bail.  Esl-ce 
pour  cela  que  ce  dernier  auteur  affirme  qu'après  ^'loo  les  formules 
devront  être  légèrement  changées,  tandis  que  Gauss  les  a  présen- 
tées comme  absolument  générales?  V.  Tanneby. 

1189.  (1897,  -470)  (J.-J.  Duran-Loriga).  —  Sur  une  transformor 
tion.  —  Le  point  A',  correspondant  à  A  par  la  transformation  indi- 
quée, est  conjugué  à  A  par  rapport  aux  deux  points-cercles  PetQ 
et  par  suite  conjugué  de  A  par  rapport  au  faisceau  de  cercles  ayant 
P  et  Q  pour  points-limites.  Il  s'agit  donc  d'une  transformation  de 
Steiner  (quadratique,  involutoire)  dont  les  points  fondamentaux 
sont  P,  Q  et  le  point  à  l'infini  R*  sur  la  normale  à  PQ.  En  prenant 
le  milieu  du  segment  PQ  pour  origine  et  PQ  pour  axe  desar,  les 
formules  de  la  transformation  sont  évidemment 

x'  :  y  :  z'  —  xy  :  x*-h  a*  :  — yz, 
X  :  y  :  z  =  x'y  :  ar'«-f-  a*  :  — yz'. 

Aux  droites  du  plan  correspondent  dans  l'autre  des  hyperboles 
passant  par  PQR";  à  la  droite  à  l'infini  correspond  la  même  droite 
(outre  PQ),  etc. 

La  bibliographie  de  la  transformation  quadratique,  même  en  se 
bornant  au  cas  particulier  de  la  transformation  de  Steiner,  est  fort 
étendue;  parmi  les  plus  importants  travaux  synthétiques  sur  cet 
argument,  on  peut  citer  :  Steiner,  System.  Entvtficklung,  etc., 
p.  251-295;  Seydewitz,  Arch,  de  Grunert,  t.  VII,  p.  118-148,  ei 
Reye,  Zeitschrift  de  Schlômilch,  t.  XI,  p.  280-810;  parmi  les  ana- 
lytiques :  Magnus,  Crelle,  t.  VIII  ;  Eduard  Weyr,  Zeitsch.  de 
Schlômilch,  t.  XIV,  p.  443-5o6.  Les  cas  spéciaux  importants  ont 
été  traités  par  Geiser,  Mittheilungen  der  Berner,  etc.;  i865,  et 
HiRST,  Proceedings  of  the  JR,  S,;  i865.  Au  cas  particulier  indiqué 
dans  la  question  actuelle  se  rapporte  une  Note  de  M.  d'Ocagne, 
insérée  dans  les  Mém.  de  la  Société  r.  des  Sciences  de  Liège 
(2*  série,  t.  XVI),  suivie  d'une  autre  de  M.  Neubbrg  sur  le  même 
argument.  On  peut  aussi  consulter  utilement,  pour  la  théorie  géné- 
rale de  la  transformation  quadratique  :  Salmom,  Courbes  planes, 
p.  430-439  (de  la  trad.  fr.),  Rete,  Géométrie  de  position,  2*  Partie, 
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XVI*  Leçon,  p.  i32-i38  (trad.  Chemin),  et  Aschieri,  Geometria 

projeltwaj  t.  II,  p.  229-239  (édit.  1884),  et  pour  le  cas  particulier 

de  ia  transformation  de  Steiner,  Schr5ter,  Steiner^s  Varies,,  §  62, 

p.  47i-5oo  (2*  édit.):  Durège,  Curven  dritter  Ordnung,  p.  121- 

129.  Dans  une  bibliographie  complète,  on  ne  pourrait  oublier  les 

travaux  fort  importants  de  M.  Kantor,   sur  les  Transformations 

quadratiques  successives  et  sur  les  Transformations  périodiques, 

V.  Retali  (Milan). 
Autre  réponse  de  M.  H.  Brocard. 

1191.  (1898,  2)  (L.  Ripbrt).  —  Formules  d* angles  et  de  dis- 
tances en  coordonnées  tétraédriques.  —  On  peut  consulter  mon 
iMémoire  :  Sulle  relazioni  metriche  in  coordinate  omogenee  (Gior- 
nale  di  Battaglioni,  t.  XI;  1873),  et  les  Notes  :  Sui  punti,  piani  e 
rette  in  coordinate  omogenee  (Ib,  t.  VIII),  Sopra  alcune  for- 
mole  in  coordinate  di  rette  (Ib.  t.  X). 

Pour  les  mêmes  formules  relatives  à  la  Géométrie  non-euclidienne, 
voir:  Studio  sulla  Geometria  proiettiva{Annali  di  Matematica^ 
Vï,;  1873). 

Pour  les  relations  métriques  dans  les  hyperespaces,  voir  :  Le 

funzioni  metriche  fondamentali  negli  spazi  di  quantesivogliano 

dimensioni  e  di  curvatura  costante  (Memorie  dei  Lincei,   lz\ 

'877)>et  le  résumé  de  ce  Mémoire  (Mathematische  Annalen,  t. XII). 

E.  d'Ovidio  (Turin). 

U92.  (1898,  2)  (J.-J.  Ddran-Loriga).  —  Coordonnées  barycen- 
triques.  —  Si  ABC  est  le  triangle  fondamental  et  si  M  a  pour  coor- 
données barycen triques  a,  p,  y  (a-i-  P  -r-  Y  —  0»  appelons  A'B'C  le 
triangle  podaire  de  M.  On  reconnaît  assez  facilement  que  les  coor- 
données (o,  pi,  Yt)i  («t>  o,  yj),  («3,  Ps,  o)  des  sommets  A',  B',  C 
sont 

b  c 

81=  ô -ha- cosG,         Yi  =  ï-^- a  -  cosB,  ..., 

a  a 

et  que 

p,-4-Yi=aj-*-Tî=«3-+-Ps=  f. 

On  a  donc  les  équipollences 

A'=p,B-+-YiC,        B'=ajA-hY2G,        C'=  a^X-h^^B. 
Mais  si 

sont  les  coordonnées  barycentriques  de  M'  par  rapport  au  triangle 
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A'B'C,  il  s'ensuit 

M'=a'A'-hp'B'-hY'C' 

=  (p'a,-f.  y'«»)  A  -+-  (y'Pj-+-  a'Pi)B  -h  (a'Yi+  P'Yt)C. 

Les  coordonnées  demandées  {x^y^  z)  seront  donc  les  coefficient! 
de  A,  B,  C,  où  Pi,  yi>  •  •  •  doivent  être  remplacés  par  leurs  expres- 
sions ci-dessus,  ce  qui  donne 

Il  est  bien  entendu  que  les  valeurs  que  nous  indiquons  par  des 

points  sont  obtenues  par  de  simples  permutations  circulaires. 

C.-A.  Laisant. 
En  posant 

M  =  aA  -4-  PB  -+-yC, 

M'=a'A'-+-P'B'-+-Y'C', 
où 

a-^p-hY=  *'->-  P'"'-ï'=  *» 
on  obtient,  en  vertu  des  principes  de  Grassmann, 

,acosY  ,acosP 


'=      r«(i-a')-i-PP 

+[p(I-p') 

-+-[y('-y') 


,  b  cosa 

c 
,  c  cos  p 


a 


,  bcosy^ 

aa  *•    B 

a      J 


E   Jahnke  (Berlin). 

M.  Stoll  (Bensheim)  généralise  la  question  et  donne  un  exemple.  C'est 
uniquement  parce  que  la  brièveté  nous  est  rigoureusement  imposée,  que 
nous  nous  bornons  à  mentionner  sa  réponse. 

1194.  (1898,  3)  (H.  Brocard).  —  On  trouve  des  problèmes  con- 
duisant à  des  lieux  géométriques  du  cinquième  degré  aux  endroits 
suivants  : 

i^  R,  M,  S,y  t.  III,  p.  264.  Solution  de  la  question  400,  pv 
M.  Laureaux. 

2"  R,  M.  5.,  t.  IV,  p.  134.  Solution  de  la  4*  partie  de  la  qnes- 
tion  551,  par  M.  E.  Barré  (quintique  unicursale). 

3*  B.  M.  S.,  t.  IV,  p.  169.  Solution  de  la  i'*  partie  de  la  ques- 
tion 569  (quintique  unicursale). 

4"  R,  M,  5.,  t.  IV,  p.  283.  Solution  de  la  4«  partie  de  la  ques- 
tion 603,  par  M.  Vasnier  (quintique  unicursale). 
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5*  /?.  M,  S.,  t.  IV,  p,  325.  Solution  de  la  question  &i^.  [Lieu  d'un 
des  sommets,  équation  (2)]. 

6°  R.  AI.  S,,  i.  IV,  p.  33i.  Solution  de  la  3*  partie  de  la  ques- 
tion 625,  par  M.  L.  Sayous. 

7"  B.  M.  S.,  t.  IV,  p.  404 •  Solution  de  la  4'  partie  de  la  ques- 
tion 637,  par  M.  Vasnier  (quintique  unicursale). 

8°  3'  partie  de  l'Exercice  donné  à  l'École  Normale  de  France, 
en  1867.  V'oir  la  solution  dans  Mosnat  :  Problèmes  de  Géométrie 
analytique  (Paris,  Nony;  1892),  t.  II,  chap.  XI,  p.  211,  n*  70,  ou 
bien  N,  A.,  2"  série,  t.  VI,  p.  489.  Solution  par  M.  Cayla. 

9"  Cours  de  problèmes  de  Géométrie  analytique  par  de  Long- 
champsy  t.  I,  Chap.  IV,  p.  i4o.  Solution  de  TExercice  n'*  39. 

iC  Id.,  p.  144,  Chap.  IV.  Solution  de  l'Exercice  n*  52. 

Ce  ne  sont  là,  bien  entendu,  que  quelques  indications,  que  je 
communique  avec  l'espoir  qu'elles  aideront  à  compléter  d'autres 
recherches.  H.  Braid. 

Questions  empruntées  aux  W.  O,  de  la  S.  M,  A. 

W.  0.,  If,  109.  —  On  étudie  la  correspondance  birationnelle  in- 
volutive  des  points  diamétralement  opposés  P,  P'  sur  une  conique 
quelconque  du  faisceau  aux  points  de  base  A,  6,  C,  D.  Lieu  de  P 
quand  P  décrit  une  droite  quelconque  (Schoute). 

Réponse,  —  Une  courbe  rationnelle  du  cinquième  ordre  aux  points 
doubles  A,  B,  C.  D,  E,  F  (E,  F  représentant  les  points  à  l'infini  de 
deux  paraboles  du  faisceau);  classe  8. 

Cas  particulier  où  C,  D  sont  les  points  cycliques. 

W,  O.y  III,  70.  —  Une  parabole  roule  sur  une  parabole  fixe  de 
même  paramètre;  d'abord  les  sommets  coïncident.  Enveloppe  de  la 
parabole  roulante  (Mantel). 

Réponse.  —  Une  courbe  rationnelle  du  cinquième  ordre  à  deux 
points  de  rebroussement  réels,  un  couple  de  nœuds,  un  couple  de 
points  de  rebroussement  imaginaires  conjugués;  classe  4* 

W.  0.,  III,  82.  —  D'une  hyperbole  équilatère  H  la  droite  /  est 
une  des  asymptotes.  Enveloppe  des  cercles  tangents  à  /  et  dont  H 
est  le  lieu  des  centres  (Neuberg). 

Réponse,  —  Une  courbe  rationnelle  bicirculaire  du  cinquième 
ordre. 

W.  0,f  m,  162.  —  Dans  un  point  A  d'une  parabole  donnée  P, 
on  mèntE  la  normale,  coupant  P  en  D;  sur  A6  comme  diamètre  on 
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décrit  un  cercle,  coupant  P  en  G.  Enveloppe  de  BG  quand  A  par- 
court la  parabole  (de  Longchamps). 
Réponse,  —  Une  courbe  rationnelle  du  cinquième  ordre. 

W.  O.f  IV,  113.  —  Quelle  est  la  courbe  dont  le  lieu  du  centre 
d'une  hyperbole  équilatère  surosculatrice  (à  contact  de  troisième 
ordre)  est  une  droite  (Mantel)? 

Réponse.  —  Une  courbe  rationnelle  du  cinquième  ordre. 

J.-W.  Tksch  (La  Haye). 

Dans  les  N,  A.  (1530),  M.  La  Ghesnais  a  proposé  la  question  sui- 
vante :  «  Soit  A.1  AsAs A^  AsAfiA?  un  heptagone  inscrit;  d'un  sommet 
on  peut  mener  deux  diagonales  qui  partagent  l'heptagone  en  on 
quadrilatère  et  un  pentagone;  on  a  ainsi  sept  diagonales.  Les  inter- 
sections de  chaque  côté  avec  les  trois  diagonales  qui  ne  passent  pas 
par  ses  extrémités  sont  sur  une  quintique.  » 

Je  crois  que  cette  question  n'a  pas  été  résolue.  En  voici  encore 
une  autre  : 

Si  l'on  considère  les  paraboles  qui  ont  pour  sommet  un  point 0 
et  qui  sont  tangentes  à  une  droite  A6  en  un  point  M,  le  lieu  du 
point  tel  que  les  axes  de  deux  de  ces  paraboles  soient  rectangu- 
laires est  une  quintique  (/.  S.,  22*  année,  p.  127;  1897-98). 

J.-F.  d'Avillez  (Portalegre). 

H93.  (1898,  3)  (H.  Brocard).  —  Courbes  de  degrés  impairs.  - 
1°  Les  courbes  corrélatives  des  courbes  de  degré 

6,     20,     4'^M     72,     ...,     2/n(2/?i -h  ï), 

sont  de  degré  essentiellement  impair 

3,     5,     7,     9     ...,     im-'\\ 

2*  La  développée  de  la  parabole  Y  =  X»  est  une  courbe  unicur- 
sale  de  degré  3(/i  —  i),  impair  quand  n  est  pair.         L.  Ripeet. 

La  résolution  du  problème  :  Construire  un  triangle  avec  Us 
longueurs  données  de  trois  bissectrices  m'a  conduit  à  des  équa- 
tions du  onzième  et  du  douzième  degré,  ainsi  qu'à  la  recherche  des 
points  communs  à  deux  courbes  auxiliaires,  l'une  du  septième  et 
l'autre  du  huitième  degré.  P.  Barbarin. 

1196.  (1898,  3)  (G.  Maupin).  —  Plus  grand  terme  de 

(a  -H  6-t-.  ..-h  /)'«. 
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Joh.  Bernoulli  a  proposé  le  premier  cette  question  et  Fa  résolue  : 
il  l'écrit  lui-même  à  Leibniz  dans  deux  lettres  des  lojuin  et  24  aoât 
1702.  Je  ne  sais  si  Bernoulli  a  publié  quelque  part  sa  solution.  (Cf. 
Leibniz,  Math,  Schriften;  Halle,  t.  III,  p.  702,  709;  i856.) 

Novus. 

La  question  a  été  résolue  par  M.  Hermann  dans  les  A^.  A,  (2*  série, 

1.  IX,  p.  219-220;   1870).  M.  GoDBFROT. 

■  H97.  (1898,  3)  (Grip).  —  On  sait  que  le  problème  :  Trouver  dans 
un  ellipsoïde  un  système  de  diamètres  conjugués  égaux,  est  in- 
déterniiné,  parce  que  les  données  ne  permettent  d'établir  entre  les 
neuf  paramètres  directeurs  des  trois  diamètres  que  huit  équations 
de  condition.  Le  problème  :  Trouver  dans  un  ellipsoïde  un  sys- 
tème de  diamètres  {ou  plans  diamétraux)  conjugués,  faisant 
deux  à  deux  des  angles  égaux,  est  indéterminé  pour  la  même 
raison.  L.  Ripërt. 

1198.  (1898,  3)  {Grip).  —  Question  relative  à  V ellipsoïde.  — 
Dans  chaque  plan  du  faisceau  r(a,  ...)  {voir  ci-dessous  réponse  à  1199) 
les  deux  diamètres  conjugués  égaux  sont  séparés  harmoniquement  par 
les  axes  de  la  conique  («y* )  et  par  les  deux  rayons  du  cône  asympto- 
lique;  cherchons  donc,  dans  le  plan  it,  sur  le  rayon  variable  (ai:)  =  a, 
issu  de  R,  les  points  doubles  de  Tinvolution  définie  par  le  couple 
(aA*)  et  par  les  intersections  ultérieures  de  a  avec  la  cubique  C|  : 
le  lieu  de  ces  points  doubles  est  la  trace  sur  tc  du  cône  cherché. 
Pour  déterminer  le  degré  du  lieu,  je  cherche  les  points  où  il  coupe 
le  cercle  imaginaire  C;  j'observe  d'abord  qu'en  les  quatre  points  i, 

2,  3,  4,  communs  à  C  et  Â>,  le  lieu  touche  la  cubique  ^i»  ^^  ^"^ 
donne  quatre  points;  en  outre  les  deux  tangentes  menées  de  R  à  la 
conique  contrevariante  fondamentale  du  système  G*.  A*  coupent  G* 
en  quatre  autres  points  du  lieu,  qui  est  donc  du  quatrième  ordre. 
Le  point  R  est  double  sur  la  quartique,  et  de  ce  point  on  peut  lui 

mener  six  tangentes  (outre  les  tangentes  en  le  point  double);  quatre 
sont  les  droites  |  Ri  |,  |  R2  |,  |  R3|,  |  R4  |,  les  deux  autres  sont  les 
tangentes  de  A'  issues  de  R;  il  s'ensuit  que  la  quartique  est  delà 
dixième  classe  et  du  deuxième  genre.  La  surface  engendrée  par  les 
couples  de  diamètres  conjugués  égaux,  des  sections  faites  en  la  qua- 
drique  Y*  avec  les  plans  menés  par  le  diamètre  |  AA'|,  est  un  cône 
du  quatrième  ordre  et  de  la  dixième  classe,  dont  le  sommet  est  le 
centre  de  y*,  et  le  rayon  double  est  |  AA'  )  ;  les  génératrices  de  contact 
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(le  ses  six.  plans  tangents  menés  par  le  rayon  double,  apparticaneni 
au  cône  asymptotique;  quatre  sont  les  génératrices  communes  ao 
cône  asymptotique  et  au  cône  isotrope  concentrique;  les  deux  autres 
sont  dans  le  plan  diamétral  conjugué  à  |  AA'  |. 

V.  Retali  (Milan). 

H99.  (1898)  3)  (Grip).  —  Question  relative  à  V ellipsoïde.— 
Appelons  y*  la  quadrique,  O  son  centre,  C*  et  A*  les  intersections 
avec  un  plan  arbitraire  ir,  qui  ne  passe  pas  par  O,  du  cône  isotrope 
issu  de  O  et  du  cône  asymptotique  (de  ces  deux  coniques,  dont  la 
première  est  un  cercle  imaginaire  et  l'autre  peut  être  imaginaire  oa 
non,  nous  pouvons  obtenir  sur  le  pian  ?r  des  représentations  réelles 
qui  permettent  d'exécuter  effectivement  les  constructions).  Si  R  e5l 
la  trace  sur  ir  de  la   droite   |  AA' |  r=:  r,  axe   du  faisceau  de  plan* 
r(a,  ...),   les   deux    points    de    la    droite  (atTi)  =  a  conjugués  par 
rapport  aux  coniques  G'  et  A*,  sont  les  traces  des  axes  de  la  co- 
nique (ay^).  Mais  le  lieu  des  points  de  ir,  alignés  avec    R  et  con- 
jugués par  rapport  à  G*  et  A*  est  (théorème   connu)  une  courbe 
du  troisième  ordre  et  de  la  sixième  classe  GJ  passant   par  R  et 
tangente  aux   quatre   points  i,  2,  3,  4)  communs   à  G*  et  A*,  au\ 
droites    |Ri|,    |Ra|,    |R3|,    |B4|;    donc    la    surface    engendrée 
par  les  axes  des  sections  produites  en  y*  par  les  plans  menés  par 
I  AA'  I,  est  le  cône  du  troisième  ordre  et  de  la  sixième  classe  fj  qui 
projette,  du  centre  de  la  quadrique,  la  cubique  GJ.  Puisque  cette 
cubique  passe  aussi  (théorème  connu)  par  les  points  diagonaux  do 
quadrangle  complet   i234,   le  cône  yI  contient  les  axes  principaux 
de  y'-  Les  six  côtés   du   quadrangle  1234  sont  les  traces  sur  i:  des 
plans  cycliques  de  y*.  Nous  pouvons  dire  aussi  que  le  cône  vj  c*^  '* 
lieu  des  génératrices  de  contact  des   plans  tangents  menés  par  la 
droite  |  AA'  |  aux  cônes  du  faisceau  déterminé  par  le  cône  isotrope, 
issu  du  centre,  et  le  cône  asymptotique.  Lorsque  la  surface  est  de 
révolution  avec  l'axe  ^,  les  coniques  G*  et  A*  ont  entre  elles  un 
double  contact,  sur  la  trace  t  du  plan  équatorial;  la  cubique  Q\  ^ 
décompose  en  la  droite  t  et  en  une  conique  qui  passe  par  les  deux 
points  (G*/)  par  les  traces  des  droites  t  et  r,  etc.;  le  cône  yÎ  ^^%^ 
nére  en  le  plan  (0  ^ )  et  un  cône  du  deuxième  ordre  passant  par  |  AA' I 
par  l'axe  de  révolution,  etc.  V.  Retali  (Milan). 

Le  procédé  classique  pour  trouver  Taxe  d'une  section  plane  con- 
siste à  déterminer  la  génératrice  de  contact  du  plan  de  cette  section 
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avec  un  cône  passant  par  l'intersection  de  rellipsoïde  et  d'une  sphère 
concentrique;  en  désignant  par  R  le  rayon  de  cette  sphère,  l'équa- 
tion d'un  pareil  cône  sera 

''•(s-)--(s-)*^'(ï-)- 

a,  6,  c  étant  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde. 
Le  plan  tangent  en  un  point  {xyz)  de  ce  cône  aura  pour  équation 

avec  la  relation  adjointe 

a-. 

En  exprimant  que  ce  plan  tangent  passe  par  le  diamètre  AA'  que 


"^  ^'(^-•)-*-j"(^-i)+^'^^-il=o. 


X       y       z 


nous  représenterons  par  les  équations  —  =  ^-  =  -,  on  obtiendra  la 

a         p        Y       . 
relation 

L'élimination  de  R  entre  (i)  et  (2)  donne  le  lieu  cherché 

C'est  un  cône  du  troisième  ordre  qui  passe  par  les  trois  axes  de 
l'ellipsoïde  et  par  le  diamètre  AA';  à  remarquer  que  lorsque  ce  dia- 
mètre coïncide  avec  l'un  de  ces  axes,  le  cône  se  réduit  à  trois  plans  : 
le  plan  principal  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  les  deux  plans  cy- 
cliques correspondants,  réels  ou  imaginaires.  F.  Michel. 

Autre  réponse  de  M.  P.  Hendlé,  se  rapprochant  de  celle  de  M.  Michel. 

lâOO.  (1898,  3)(Hagge).  —  Segment  minimum  par  un  point 
donné  dans  un  angle  donné,  —  La  première  solution  de  ce  pro- 
blème parait  devoir  être  attribuée  à  Newton  (Opuscules  de  Newton, 
t.  I,  p.  87). 

La  condition  de  minimum  est  que  la  perpendiculaire  à  la  droite 
au  point  donné  et  que  les  perpendiculaires  aux  droites  données  aux 
pieds  du  segment  se  rencontrent  en  un  même  point. 

Dans  rOuvrage  Des  méthodes  en  Géométrie  (i855),  de  M.  P. 
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Serret,  à  qui  nous  empruntons  ce  renseignenient,  on  étend  cette 
propriété  au  cas  où  Je  point  donné  et  les  droites  données  sont  rem- 
placés par  trois  courbes  fixes.  H.  Beocard. 

1201.  (1898,  4)  (A.  Buhl).  —  Périmètres  et  aires.  —  Si  Paire  A 
et  le  périmètre  S  d'une  ligne  fermée  sont  liés  par  la  relation 

en  posant 

V 

(b  arbitraire), 
on  a  bien 


S 

1 

a-h 

b 

dk 

da 

=  2S« 

da 

=  S. 

Tel  correspondant  qui,  à  l'exemple  de  M.  Barisien,  s*occupe  delà 
monographie  des  courbes  planes  les  plus  remarquables,  pourrait 
dire  s'il  a  rencontré  des  particularités  de  cette  nature.  L'exemple 
du  carré  n'est  pas  d'ailleurs  isolé,  car  pour  tout  polygone  circonscrit 
à  une  circonférence  de  rayon  a,  si  6  est  l'un  des  angles  de  ce  poh* 
gone, 

S  =  2a  \  cot  -  >  A  =  }  Sa  =  a*  ^  cot  -  ; 


par  conséquent 


—  =S 
da 


II  n'est  point  sans  intérêt  de  remarquer  que  pour  tout  polyèdre 
convexe  circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  a,  si  l'aire  extérieure 
totale  vaut  A  =  Ka',  le  volume  V  =  jKa»  satisfait  à  la  propriété 

d\ 


da 


=  A: 


c'est  ce  qui  a  lieu  précisément  quand  le  polyèdre  est  régulier,  ou 
se  transforme  en  corps  rond  circonscrit.  P.  Barbarin. 

Consirlérons  une  ligne  fermée  quelconque.  Soit  A  son  aire,  me- 
surée par  exemple  en  mètres  carrés;  et  soit  P  son  périmètre,  mesuré  par 
exemple  en  mètres.  Si  l'on  prend  pour  nouvelle  unité  de  mesure  des 

2A 
longueurs  /  =  -p-  mètres,  et  en  conséquence,   si  l'on  prend   pour 

4  A* 
nouvelle  unité  de  mesure  des  aires  /<  =  ~p—  >  l'aire  de  la  ligne  fermée 

ps 
sera  exprimée  par  le  nombre  A  7-^  ^*,  et  le  périmètre  de  la  même 


-  ii3 


pi 
ligne  sera  exprimé  par  —^  l.  On  voit  que  la  dérivée,  par  rapport  à  /, 

p«  ps 

de  l'aire---—  /'  est  — r- /,  c'est-à-dire  le  périmètre  de  la  ligne.  Il  est 

facile  de  généraliser  ces  résultats.  Exemples  : 
I.  Si  AOB  est  un  demi-cercle  de  rayon  a  =  AE  et  AM,  EG  sont 

des  carrés,  la  yî^.  i    a  pour  aire   (  ~  4-  a  1  a*  et  pour  périmètre 
Fig.  I. 


Fig. 

a. 

,  y. , 

•'     / 

.:  '  ■' 

II.  Véquerre  {fig»  a)  formée  de  8  carrés  de  côté  —  a,  a  pour  aire 
8a*  et  pour  périmètre  i6rt.  Novus. 

La  propriété  du  carré,   citée  comme  exemple^  est  vraie  pour  un 
polygone  régulier  d'un  nombre  quelconque  n  de  côtés  et  dont  le 


T 


côté  égale  aatang-;  car  l'aire  est  /ia>  tang—  et  le  périmètre    a 


TZ 


pour  valeur  lan  tang  -  • 


Ë.  Fauquembergue. 


Autres  réponses  de  MM.  G.  Vacca  (Turin)  et  Solidus;  la  première  est 
aoalogue  à  celle  de  M.  Novus^  et  la  seconde  à  celle  de  M.  Fauquembergue, 
arec  quelques  développements. 

1203.  (1898,  4)  (H.  Bourget).  —  Tables  des  valeurs  naturelles 
des  lignes  trigonométriques.  —  Les  Tables  demandées  n'existent 
ni  en  France,  ni  à  l'étranger,  mais  je  suis  à  même  d'en  publier,  avec 
7  décimales  exactes,  et  procédant  de  lo'  en  lo".  Jusqu'ici  les  édi- 
teurs ont  reculé  devant  les  frais;  mais  je  serais  disposé  à  publier  à 
mon  compte  des  Tables  d'une  étendue  moindre.  Je  serais  heureux 
desavoir  de  M.  Bourget  :  i*  Quelles  lignes,  d'après  lui,  je  dois 
donner  loui  d'abord;  2°  A  quel  nombre  de  décimales  il  croit  qu'il 
y  a  lien  de  se  tenir.  Ch.  Grimmeissen  (»). 

*»)6.  (W98,  4)  (G.  de  Rocquigny).  —  La  moitié  du  produit  de  n 
nomhret  entiers  consécutifs  est  toujours  une  somme  d'entiers 


V)  Adresse:  M. Ch.Grimmeissen,  Ingénieur  civil,  Le  Faouël  (Morbihan). 


consécutifs.  —  Cette  proposition  est  une  conséquence  de  ia  sui- 
vante :  0  Pour  qu'un  nombre  soit  la  somme  d'entiers  consécatif*. 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  ne  soit  pas  égal  à  une  puissance  de  i.  E.  LrcLs 
Théorie  des  nombres,  p.  SSg.  »  E.  Fauqueubergue. 

Le  théorème  est  exact  (sauf  le  cas  singulier  de  /i  =  i).  En  cffei: 

I.  Si  /i  =  2,  l'expression  est  de  la  forme  -J  «(^  -h- 1). . .  et  repré- 
sente, par  suite,  la  somme  i  -f-  2  -f-  3  H-. .  .-4-  a. 

II.  Si  71  >  2,  la  suite  de  facteurs  forme  nécessairement  un  mal- 
tiple  de  6;  de  là 

îa(aH-i)(a-h2)(a-+-3)...  =  |6K  ==  (K  —  i)  4- K-t-(K-4-i;; 

l'expression  proposée  est  donc  encore  une  somme  d'entiers  consé- 
cutifs. A. -P.  Ericsson. 

Sylvester  a  énoncé  dans  VEducational  Times,  sous  le  n*9llî,  ^î» 
proposition  suivante,  démontrée  dans  le  numéro  du  i*""  août  18^;. 
page  3o6  :  «  Tout  nombre  peut  être  représenté  par  une  suite  df 
nombres  consécutifs  d'autant  de  façons  qu'il  a  de  facteurs  i^]pai^ 
plus  grands  que  i  ».  A.  Goulard. 

1208.  (1896,  5)  (G.  de  Rocqvigny).  —  Tables  de  diviseurs  pre- 
miers. —  Voir  BuRCKiUROT,  Table  des  diviseurs  pour  tous  U^ 
nombres  du  premier,  deuxième,  troisième  million.  Paris;  1814- 
1817.  —  Glaisuer,  ibid.  du  quatrième,  cinquième,  sixième  mil- 
lion. London;  1 879-1 883.  —  Dase,  ibid.  du  septième,  huitième, 
neuvième  million.  Hamburg;  1862-1865.  —  Dase  et  Rosenbem. 
ibid.  du  dixième  million  {Archiv  der  Akademie.  Berlin). 

G.  Peaxo (Turin). 

Réponse  analogue  de  M.  Ch.  Grimmeissen,  lequel  ajoute  qu'il  poitrniu 
il  l'cspére  du  moins,  procurer  d'occasion  certaines  de  ces  Tables  au  Icrieor 
qui  les  désirerait. 

1231.  (1898,  3o)(Em.  Lasker  ).  —  Prix  des  Académies  (1898,:^ 
— Dans  le  Bollettino  di  bibliograjia  e  storia  délie  Scienze  maie- 
matiche  que  je  dirige,  on  trouvera  toutes  les  indications  sur  le* 
prix  mathématiques  proposés  ou  décernés  par  les  différentes  Aca- 
démies. Tous  les  renseignements  qui  me  seront  adressés  sur  ce* 
sujets  seront  accueillis  avec  reconnaissance. 

Gino  Loria  (Gènes). 
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QUESTIONS. 


94.  (1894,  49)  [H7]  Un  correspondant  veut-il  bien 
me  faire  savoir  si,  outre  les  Mémoires  cités  dans  la  Théorie 
des  équations  aux  dérii^ées  partielles  du  premier  ordre, 
par  A.  Mansion  (édition  française,  Paris,  1870,  p.  27;  édi- 
tion allemande,  Berlin,  1892,  p.  28),  il  existe  d'autres  tra- 
vaux dans  lesquels  se  trouve  étudiée  la  question  des 
constantes  supplémentaires  dans  les  intégrales  complètes 
dune  équation  aux.  différences  partielles? 

S.  DiCKSTEiN  (Varsovie). 

99.  (1894,  5o)  [D6e]  L'étude  d'un  problème  d'élasti- 
cité a  exigé,  pour  parvenir  jusqu'aux  évaluations  numériques 
nécessaires,  l'emploi  des  fonctions  de  Bessel  d'indice  zéro. 

Il  existe,  à  ma  connaissance,  de»  Tables,  données  par  Bes- 
sel et  par  Lommel,  pour  les  fonctions  de  première  espèce; 
mais  celles  de  seconde  espèce  s'introduisent  aussi  dans  la 
solution  du  problème  dont  il  s'agit.  Exisle-t-il  des  Tables 
pour  ces  dernières?  R.  Liouville. 

103.  (1894,  5i)  [Rie]  Cinématique  du  quadrila- 
tère.—  Dans  un  grand  nombre  de  mécanismes,  le  mouve- 
ment angulaire  d'un  levier  est  transmis  à  un  autre  levier  par 
Tinlermédiaire  d'un  lien,  ou  bielle ,  articulé  sur  les  deux 
leviers.  Il  suffira  de  citer,  comme  exemple,  raccouplement 
des  roues  des  locomotives,  la  commande  de  l'arbre  dans  les 
machines  à  vapeur  à  balancier,  le  parallélogramme  de  Watt, 
celui  d'Evans,  les  distributions  Corliss,  Suizer,  etc. 

Les  centres  d'articulation  des  deux  leviers  et  de  la  bielle 
forment  les  sommets  d'im  quadrilatère.  Je  proposerai  l'élude 

Jnterm.,  V  (Juillet  i80'S).  7 
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du  inouvemenl  des  organes  de  ce  quadrilalère,  ce  que  Ion 
pourrait  appeler  la  cinématique  du  quadrilatère. 

Il  a  été  déjà  présenté  de  nombreuses  recherches  sur  ce 
sujet  intéressant;  mais  ce  sont  surtout  des  cas  particuliers 
qui  ont  été  examinés,  et  je  ne  sache  pas  que  la  question  ail 
été  traitée  à  un  point  de  vue  général,  et  par  des  procédés 
assez  simples  pour  satisfaire  aux  exigences  des  ateliers. 

Les  mécaniciens  auraient  besoin  d'un  instrument,  géomé- 
trique, analytique  ou  autre,  qui  leur  permît  d'éviter  les  incer- 
titudes et  les  lâtonnemenls  par  lesquels  ils  doivent  passer, 
lorsqu'ils  ont  à  établir  une  transmission  du  genre  de  celle 
que  j'ai  définie. 

L'étude  comprendrait  le  cas  particulier  où  l'un  des  som- 
mets de  la  figure  est  transporté  à  l'infini,  ce  qui  correspon- 
drait aux  appareils  de  transmission  ci-après  : 

Transmission  directe  par  bielle  d'un  piston  à  une  mani- 
velle ; 

Transmission  directe  par  bielle  d'un  excentrique  circulaire 

à  un  tiroir; 

Tiges  articulées  des  régulateurs  cenlrifuges,  etc. 

Dans  ce  qui  précède,  j'ai  supposé  que  deux  des  somnieb 
du  quadrilalère  étaient  fixes;  mais  cette  condition  n'est  pas 
nécessaire,  et  d'autres  peuvent  la  remplacer;  une  pareille 
extension  donnerait  à  ces  recherches  le  caractère  d'une  grande 
généralité.  Je  citerai  seulement,  entre  beaucoup  d'autres, 
les  deux  exemples  suivants  : 

L'un  des  côtés  du  quadrilatère  est  relié  à  un  centre  fixe; 
le  côté  opposé  est  relié  à  un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
un  arc  de  cercle  (coulisse  de  Stephenson). 

Trois  des  sommets  se  meuvent  suivant  des  arcs  de  cercle. 
(Comme  cas  particulier  de  cet  exemple  on  trouve  le  récipro- 
cateur  de  Peaucellier.) 

Il  me  semble  que  la  cinématique  du  quadrilatère  présente 
un  véritable  intérêt,  aussi  bien  au  point  de  vue  purement 
géométrique  qu'à  celui  des  applications.  C'est  pourquoi  je 
me  permets  d'en  recommander  Télude.  J.   Hirsch. 
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lOo.  (1894;  52)  [Q2]  L'expression,  par  un  nombre,  (le 
retendue  d'un  ensemble  mesurable  à  n  dimensions,  repose 
sur  la  proposition  correspondant  à  celle  qui  fournit  la  me- 
sure du  parallélépipède  dans  le  cas  de  trois  dimensions.  Où 
pourrait-on  trouver  de  cette  proposition  une  démonstration 
bien  rigoureuse?  (  Voir  le  Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan, 
2* édition,   1893,  t.  I,  p.  3 1,  n"  40  et  n*  154.) 


i302.  [M'ica].  Les  neufpoints  d'inflexion  de  la  courbe 
générale  du  troisième  degré  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite 
et  il  j  en  a  six  d'imaginaires. 

Plus  généralement,  y  a-t-il  des  courbes  algébriques,  même 

particulières,  de  degré  m^4j  ayant  au  moins -^^ 

points  d'inflexion  sur  une  même  courbe  de  degré  n,  ou  un 
certain  nombre  de  points  d*in flexion  imaginaires? 

Même  question  pour  d'autres  points  remarquables,  les 
points  doubles  par  exemple. 

Quels  sont  les  principaux  travaux  publiés  sur  ces  ques- 
tions? Ed.  Maillet. 

1303.  [M' laj.  Indiquer  les  principaux  travaux  relatifs 
à  la  question  suivante  :  Nombre  de  points  réels  de  rencontre 
d'une  droite  réelle,  d'une  conique,  d'une  courbe  algébrique 
de  degré  m  avec  une  courbe  algébrique  de  degré  n» 

Ed.  Maillet. 

1301.  [Jlaa].  Étant  donnée  une  permutation  circulaire 
I,  2,  3...  m,  on  échange  deux  nombres  voisins,  ainsi  que 
deux  autres  nombres  situés  à  p  rangs  à  droite  des  premiers. 
Peut-on,  par  des  échanges  successifs  de  celte  nature,  trans- 
former celle  permutation  en  une  autre  perrautalion  donnée, 
de  même  classe? 

J'aurais  besoin  d'une  démonstration  delà  possibilité  ou  de 
l'impossibilité  de  cette  transformation,  que  je  crois  toujours 
réatisal)le,  quel  que  soil/?.  lAi;^  u-'i^i  Delannoy. 


1303.  [I23a]  L'étude  des  grands  nombres  ou,  si  l'on 
veut,  des  fractions  décimales  illimitées,  paraît  bien  dé- 
laissée. Il  me  semble  cependant  qu'elle  pourrait  fournir  des 
résultats  intéressants. 

Pour  en  donner  un  aperçu,  soit  proposé  de  trouver  la 
fraction  génératrice  du  nombre  illimité,  écrit  dans  le  sys- 
tème B, 

(i)  N  =  v.-  -h 


Ba        B2a  ^  B^a        B*a       

Si  les  quantités  a,  b^  c,  d,  ...  sont  liées  par  les  relations 

6  =  a  -h  0|, 

c  =  a-h  20i  -+-  Oj, 

rf  =  or  -4-  3  0|  H-  3  Oj -h  Ss, 

e  =  a  ~h  40|-+-6oj-i-4o3-h04, 


on  aura 


(1)      N  = 


a 


0 


B^— I        (Ba— i)«        (B«-i)3 


O/i-l 


(B»— 1;« 


les  différences  6,^,  S,/^|,  ô„_^2,  . . .  étant  égales  à  zéro. 
Si 


b  =  aq  ^ 


on  aura 


aq- 


N  = 


d  =  aq^, 


a 


B«— ^ 
Ces  formules  ont-elles  été  publiées? 


F.  Delastf.lle. 


1306.  [I23a]     La  solution  de  l'équation  {question  pré- 
cédente) 


{'>•) 


N  = 


X 


5 


n—\ 


Bv_,        (Br-i}2    '  •••  '    (Bj  — !)«' 

où  X,  y^  2i,  O2,   ...,  o,i_i  sont  inconnues,   ne  semble  pas 
offrir  de  sérieuses  difficultés. 

il  n'en  est  pas  de  même  de  l'équation 


i'^) 


N  = 


\iy—z' 
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et  je  serai  reconnaissant  à  qui  pourra  m'en  donner  la  so- 
lution. 

^,7 et  z  sont  des  entiers  inconnus  ;  N  est  un  nombre  illi- 
iTiité,  sauf  le  cas  où  B^' —  z  est  puissance  exacte  d'un  facteur 
delabaseB.  F.  Delastelle. 

1307.  [V9]  On  a  annoncé  la  publication  prochaine 
à^s  Œuvres  de  Descartes,  par  MM.  Tanner j  et  Adam.  A 
quelle  époque  doivent-elles  paraître?  Novus, 

1308.  [L^21d]  A-t-on  déjà  étudié,  notamment  au  point 
de  vue  (le  leurs  contacts  et  de  leurs  intersections  mutuelles, 
le  système  des  quatre  ellipsoïdes  définis  comme  il  suit  : 

Sur  trois  arêtes  de  même  origine  AB,  AC,AD  d'un  té- 
traèdre ABCD,  prises  comme  demi-diamètres  conjugués,  on 
construit  un  ellipsoïde;  et  l'on  en  fait  autant  pour  les  trois 
arêtes  parlant  respectivement  des  sommets  B,  C,  D? 

J  ai  bien  quelques  résultats  partiels,  mais  je  serais  heureux 
de  les  voir  compléter.  C.-A.  Laisant. 

1309.  [K16ba]  Démontrer  que,  dans  tout  tétraèdre 
ABCD,  la  sphère,  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  des 
quatre  faces,  est  tangente  aux  cinq  sphères  inscrites 
principales  et  ne  touche  pas  les  trois  sphères  inscrites 
dans  les  combles. 

La  seconde  partie  du  théorème  est  facile  à  justifier  géomé- 
inquement;  j'ai  démontré  analytiquemenl  la  première,  mais 
'ïïa  démoDslralion  est  compliquée  et  peut  donner  prise  à  une 
objection.  Je  désirerais  la  corroborer  par  une  autre  démon- 
stration. L.  RiPERT. 

1310,  [K2d]  Parmi  les  coniques  du  plan  d'un  triangle, 
a-t-on  remarqué  celle  dont  l'équation  barycentrique  est 

Cest  une  hyperbole,  conjuguée  au  triangle,  ayant  pour 
centre  le  point  de  Steiner,  passant  par  le  barycenlre  G  et  ses 
trois  adjoints,  le  centre  I  du  cercle  inscrit  et  ses  trois  adjoints, 

le  point  (l/— — -9  ...  j  et  ses  trois  adjoints,  et  par  une  infi- 
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nilé  d'autres  points  remarquables  et  leurs  adjoints  (propriété 
générale  des  coniques  conjuguées). 

La  tangente  en  un  point  quelconque  est  la  droite  qui  joint 
ce  point  à  son  réciproque.  Les  tangentes  en  G  ou  ses  adjoints 
(réciproques  d'eux-mêmes)  passent  par  le  point  de  Lemoine 

ou  ses  adjoints.  La  polaire  du  réciproque  f  —  >  ...  j  du  point 

de  Lemoine  est  le  diamètre  de  Brocard,  .... 
La  conique  corrélative 


r  V(6ï— c»)U*  =  o 


ou 


HéïZTTi  =  "] 


est  un'e  parabole,  conjuguée  au  triangle,  dont  les  diamètres 
sont  parallèles  à  la  droite  ll{b^'^c^ —  2a^)X  =  o,  tangente 
aux  trois  pédales  du  barycentre,  etc.,  ayant  pour  point  de 
contact  sur  chaque  tangente  le  point  d'intersection  de  cette 
droite  avec  sa  réciproque,  et  jouissant  de  toutes  les  pro- 
priétés corrélatives  de  celles  de  Thyperbole  (i). 

Je  demande  si  ces  coniques  ont  été  étudiées  et,  en  parti- 
culier, si  l'on  a  déterminé  leurs  axes  et  l-eurs  foyers. 

L.    R[PERT. 

1311.  [X2]  J'ai  entendu  parler  récemment  de  Nou- 
velles Tables  de  logarithmes,  de  Mougin,  je  crois,  et  dont 
le  volume  serait  extrêmement  réduit.  Quelqu'un  pourrai t-il 
me  fournir  des  renseignements  à  ce  sujet?         Milèse, 

1312.  [S 2a]  \Jt\  fluide  indéfini  se  mouvant  avec  la  vi- 
tesse V  rencontre  une  surface  plane  immobile  S  dont  la 
normale  fait  avec  la  direction  de  V  un  angle  aigu  a. 

Dans  ces  conditions,  certains  auteurs  trouvent  pour  expres- 
sion de  la  composante  normale  à  S 

KV«cos«a; 
d'autres  indiquent 

KV*  cosa. 

Laquelle  de  ces  deux  valeurs  faut-il  admettre? 

A.'P,  Ericsson, 
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RÉPONSES. 


653  (1895,  3i6)  (Afi/èse);  685  (1895,  4oi)  (VV.-W.  Beman).  — 
Sur-  le  prismatoïde.  —  Dans  l'Avertissement  de  son  Tratado  de 
E siereometria  genetica  (Buenos-Aires,  1894),  M.  Valentin  Balbin, 
qui  paraît  avoir  pris  conaissance  de  tous  les  travaus  publiés  en 
Allemagne  sur  ce  sujet,  dit  en  parlant  deWittstein  :  «  Ce  professeur 
établît  la  théorie  du  solide  qu'il  appela  prismatoïdcy  et  donna  des 
noms  à  divers  solides  géométriques  élémentaires  ». 

A.  GouLARD. 

Remarque,  —  Dans  un  ordre  d'idées  tout  à  fait  analogue  à  celui 
de  la  question  653,  je  signalerai  le  mot  pyramidoîde^  qui  parait 
avoir  été  proposé  par  Bougver  {Mém.  de  l*Ac,  des  Se.  pour  1746, 
p.  aSj).  H.  Brocard. 

788  (1896,  58)  (E.-M.  Lémeray),  (1896,  aSi).—  {Note  bibliogra- 
phique)- —  Un  déterminant  tout  à  fait  analogue, 

I     a    a*     ...     a*" 
p  _      I     b     6»     ...     bf 

I     /      /*.../'' 

a  été  considéré  par  M.  P.  Mansion  dans  les  Éléments  de  la  théorie 
des  dé  ter  minants  y  1881,  4'  éd.,  p.  i5,  27,  33,  36,  37.  Notamment, 
p.  -27,  îl  €st  donné  la  formule 

P  =  (6-  a){c  —  a){d—a)  ...  (/-a), 

(c  —  b){d—b)..,  (l—b), 

(d—  c)  ...il  —  c), 


Or,  en  faisant  a  =  i,  6  =  2,  c  =  3,  . . .  cette  formule  devient  pré- 
cisément 

fr  —  1)!  . . .  3  î  2!  il  H.  Brocard. 
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801  (1896,  8o)  (E.-B.  EscottK  —  Si  V^-'-ht  est  dûisible  par 
2*-i-î,  le  nombre  2^ -+- 1  est  premier.  (1896,  21 4)-  —  Cétfe  propo- 
sition a  été  énoncée,  dans  une  Ictre  adressée  à  la  N.  C,  (18751. 
p.  '2io-'jtîi),  par  M.  Proth,  qui  la  démontre  corne  il  suit  : 

«  Je  me  base  sur  les  théories  de  M.  Lucas,  en  considérant  la  série 

Termes:  o,     i,     4i     i3,     .\o^     121,     364, 

Rangs     :  o,     i,     2,      3,       4î        5,         6,    

dont  la  loi  est  U„  =  3  U,,- 1  -+-  1 . 

On  a  U/j-i  =  m.p,  si  p  est  premier.  On  a  aussi 


=  32*- 


1. 


U2*-. 

D'après  les  propriétés  analogues  données  par  M.  Lucas,  il  est  facile 
de  conclure  le  théorème  énoncé  ». 

Lucas  a  fait  conaitre  sa  niétode  dans  les  C.  R.  (janvier-juillet 
1876,  p.  i65  et  p.  i3o3;  juillet-décembre  1876,  p.  1286;  janvier- 
juillet  1877,  p.  439),  dans  les  Atti  délia  reale  Accademia  délit 
Scienze  di  Torino  (mai  1876,  p.  928),  dans  VA.  F.  (1876  et  1877). 
Il  l'a  exposée  avec  de  grands  dévelopements  dans  ses  Rechercha 
sur  plusieurs  Ouvrages  de  Léonard  de  Pise  (B.  Bon.,  Rome, 
1877),  et  surtout  dans  sa  Théorie  des  fonctions  numériques  sim- 
plement périodiques  {A.  J.  M.^  Baltimore,  1878). 

Céte  métodc  repose  sur  l'étude  des  fonctions  simétriques  de* 
racines  d'une  équation  du  second  degré  à  coefîcients  coroen«u- 
rables,  et  sur  la  réciproque  du  téorème  de  Fermai  :  Si  a^  —  \  est 
divisible  par  n  pour  x=  n  —  i ,  et  n'est  pas  divisible  par  n 
lorsque  x  est  un  diviseur  de  n  —  i,  le  nombre  n  est  premier. 

A.    GOULARD. 

5lO  (1896,  83)  (René  Coulime).  —  Systèmes  d'équations  indé- 
terminées. (1898,  60).  —  Je  ne  comprends  pas  la  conclusion  de  la 
réponse  (1898,  60);  je  nie  borne  au  cas  de  deus  équations  à  trois 
inconues  : 

I  «i^-H  b^y-^c^z  =  kl, 

[  a^x  -h  biy-\-  c^z  =  Aj. 

L'élimination  de  z  donne 
(2)  (ciiCi—  a2Ci)x  -+-  (biCi—  biCi)y  =  A,C2—  kiCi. 

Soit  0  le  plus  grand  coniun  diviseur  de   aic^  —  a^Ci    et   />iri— /?.r,, 
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5  doit  diviser  A-|Ct —  A'tCi,  et  alors 

X  =  a  H i^ A, 

û 

La  substitution  de  ces  valeurs  done  la  première  des  équations  (i), 
donc 

(3)       (a,  a  H-  6i  B  —  X-j  )  —  ^^-i 5 i-^— î  A  -h  Ci  ^  =  o. 

0 

Mais,  d'après  Téquation  (2), 

donc,  Il /'o?t  supose  Ci  et  Ci  premiers  entre  eus,  c^  divise 
«i«4-6iP--  A,,  et  Ton  tire  alors  de  l'équation  (3), 

aiŒH-AiP  —  Ati        a\bi  —  ûî^i^ 

Z  = -\ ;;; A, 

Ci  0 

Ainsi,  en  suposant  Ci  et  cj  premiers  entre  eus,  pour  que  le 
sUtème  (i)  ait  des  solutions  entières,  il  faut  et  il  sufit  que 
le  plus  grand  comun  diviseur  de    a\C\ — a|Ci    et    h^C\ — h\C\ 

ài»ise  kxc^- k^cx. 
\  Remarque.  —  Il  est  évident,  a  priori,  que  le  plus  grand  comun 
!  àivïseur  de  «i,  61,  ci  doit  diviser  ki,  et  que  le  plus  grand  comun 
(  diviseur  de  aj,  A,,  Cj  doit  diviser  k^.  Il  est  facile  de  voir  que  ces 
1  ^^us  cooditions  sont  renfermées  dans  cèle  que  je  viens  d'indiquer. 
*     En  éfet,  l'égalité 

(oia-t-  61  p  —  A'|)ci=  (a,aH-ôiP  —  Aî)ci 

montre  que  tout  codiviseur  de  ai,  6i,  Ci  divise  kiCi,   c'est-à-dire 
divise  Xj. 

Pour  un  sistème  de  n  équations  à  /a  -h  i   inconues,  il  me  semble 

qne  le  nombre   des    conditions   est  — ^ ->    et  non    — ^^ -9 

1  2 

conamc  le  dit  M.  Emine.  A.  Goulabd. 

933(1896,  248)  (G.  de  Rocquigny).  —  Sur  le  nombre  e  (1897, 
120).  —  La  réponse  de  M.  A.-S.  Ramsey  ne  me  parait  pas  exacte. 
Le  nombre  E  (et  non  e)  calculé  par  M.  Adams  (P.  R.  S,  L., 
Vol.  \XV1I,  p.  88),  est  la  constante  d'EuIcr  E  =  0,577.... 

G.  Vacca  (Turin). 


iU  — 


949  (1896,  278)  (Jacques  Boyer).  —  Manuscrits  d'Arbogast 
(1897,  275).  — La  remarque  de  M.  Enestrom  est  très  juste,  et,  peu 
de  temps  après  la  rédaction  de  ma  réponse  (1897,  141),  j'av>i$ 
reconnu  que,  contrairement  à  ma  conjecture,  les  manuscrits  di 
catalogue  Libri-Ashburnham,  provenant  d'Arbogast,  avaient  réelle- 
ment figuré  dans  la  collection  du  lord  anglais,  avaient  été  acqui» 
par  ritalie  et  se  trouvaient  désormais  à  la  Laurentienne,  à  Florence. 
J'avais  été  trompé  par  cette  circonstance  que  ces  manuscrits  d'odi 
pas  été  réclamés  par  la  France  et  que  M.  Favaro  m'avait  affirmé  qie 
le  fonds  Libri  à  Florence  ne  contenait  guère,  pour  ces  derniers 
siècles,  d'autographes  intéressants.  Tout  s'explique  si,  comme  le 
numéro  vu  par  M.  Enestrom,  ces  manuscrits  d'Arbogast  ne  ren- 
ferment que  des  copies.  Paul  Tannert. 

1044  (1897,  97)  (H.-G.-A.  Verkaart).  —  Construction  d'un 
triangle.  —  Une  mise  en  équation  du  problème  peut  dériver  de* 
formules  suivantes;  en  posant  : 


BD 
DC 


X, 


on  a 


CE  _ 

EA  ~^' 

xyz  =  I . 


AF 

FB 


-s; 


PD  = 


PE  = 


PF  = 


/? 

'(r 

-+-1 

)y 

-^-b^iy-hx)  — 

a»7 

iH-r 

.Ta 

Hz 

-h 

\)z 

-\-  c^{z  -h  1)  — 

-b^z 

I-H5 

^d 

«(ar-hi 

)x  -\-  6'(  J*-+-  1)  — 

c^x 

sTb' 

^(y  -^^).r-^  c*(  v-HD- 

—  1 

1  -^y-^yz 

v/c« 

(î  -^Z)Z  -h  (î  -H  3)a*- 

-^s 

l-i-  Z  -i-  xz 

v/flr« 

'(X  -h  i)x-Jn  6*(.r-f-  n- 

-ïfl 

n-  ar  I  -h  37  H-  ary 

Pour  plus  de  détails  sur  la  genèse  de  ces  formules,  voir  P,  M,  B.. 
Vol.  VIII,  p.  67.  G.  GANDiDo(Pise). 

1077  (1897,  r24)(J.-S.  Mackay).  -—  La  lettre  r  a  été  employée, 
probablement  pour  la  première  fois,  par  Barrow,  dans  ses  leçons 
publiques,  continuées  jusqu'en  1669  à  Cambridge.  En  effet  dans  le 
livre  Isaaci  Barrow-Mathematicœ  lectiones  habitœ  in  seholis 
publicis  Academiœ  Cantabrigensis.  Londini,  typis  I.  Playford, 
a.  1684,  on  lit  (p.  343)  :  «  Circulus  a^quatu^  dimidio  rectangulo  t\ 
circumferentia  ot  radio,. ..  Hoc  est,  posito  (ut  semper  posthac)cir 
cumferentiam  vocari  t,  et  radium  R  (vcl  r),  et  diametrum  0  (vcl  Di 


rir 


071 


6  =  —  =  -7-  ».        G.  Vacca  (Turin.) 


1 
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1202.  (1898,  4)  {Mire),  —  Construction  par  la  règle  seule.  — 
Par  l'applicatioa  d'une  propriété  bien  connue  de  deux  cercles  qui 
se  coupent,  le  problème  peut  être  résolu  comme  il  suit,  au  seul  moyen 
de  la  règle  plate. 

Parle  milieu  des  cordes  AB,  BD,  A'B'  et  B'D  menez  des  perpen- 
diculaires à  ces  cordes*  Joignez  le  point  D  aux  deux  centres  qu'on 
obtient  de  la  sorte  et  prolongez  ces  rayons  par  des  segments  res- 
pectivement égaux  aux  rayons.  Le  pied  de  la  perpendiculaire  menée 
parle  point  D  sur  la  droite  qui  joint  les  extrémités  de  ces  segments 
sera  le  point  demandé  h'. 

Les  constructions  fondamentales  très  simples  qu'exige  la  solution 
du  (problème  sont  :  i"  La  duplication  d'un  segment  donné  {fig^  i)\ 
î*  l'élévation  d'une  perpendiculaire  par  le  milieu  d'une  droite  {fig»  2) 


Fig.  I. 


Fig.  a. 


et  l'abaissement  d'une  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  {fig*  3). 

Fig.  3. 


Il  est  vrai  que   ces  deux  dernières  constructions,  pour  atteindre 
l'exactitude  nécessaire,  demandent  une  extrême  habileté. 

W.-H.-L.  Janssen  van  Raaij  (Harlem). 

On  trouve  ordinairement  le  point  commun  aux  deux  coniques 
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K  =  (ABDIJ),  K'=(A'B'DIJ)  comme  il   suit  :  de  deux  des  poiou 
communs,  par  exemple,  de  D  et  I,  on  mène  les  transversales  DA,  IB, 
qui  coupent  ultérieurement  K'  aux  points  Aq,  Bo;  les  droites  |AB|, 
I  AqBo  I  vont  se  couper  en  un  point  F  de  la  corde  qui  unit  J  au  qua- 
trième point  cherché,   etc.  Mais,  lorsque  I  et  J  sont  imaginaires 
conjugués,  cette  construction  cesse  d'être  linéaire,  car  les  points  I 
et  J  sont  utilisés  séparément.  On  pourrait  néanmoins  se  servir  delà 
même  construction,  en  observant  que  les  intersections  ultérieures 
d'un  cercle  réel  avec  les  droites  isotropes  issues  d'un  point  réel  B, 
sont  les  deux  points  marqués  par  le  point-cercle  B  sur  la  droite  éqvi- 
distante  de  B  et  de  la  polaire  de  B  par  rapport  au  cercle.  [Foirma 
Ricerche  sopra  V immaginario  in  Geometria  {Ment,  de  la  R,Act. 
di  Bologna,  t.  IX^,  p.  265,  §9)]. 


Voici  une  construction  linéaire  :  Je  commence  par  déterminer 
deux  autres  points  réels  pour  K  et  pour  K',  puis  je  mène  AA'  ei  je 
trouve,  par  le  théorème  de  Pascal,  ses  intersections  ultérieurcà  s 
et  a!  avec  K  et  K'  {voir  Cremona,  Gé om . projective ,  §  124);  si  0  e$i 
le  point  central  que  Ton  trouve  linéairement  {loc.  cit.,  102),  del'in- 
volution  (A,  a;  A',  a'),  la  droite  |  DO  |  coupe  ultérieurement  cha- 
cune des  coniques  données  au  point  cherché,  qu'on  trouve  par  le 
théorème  de  Pascal.  V.  Retali  (Milan). 

1213.  (1898,  6)  (M.-R.  de  Montessus).  ^Bibliographie  de  h 
fonction  V.  —  Parmi  les  plus  importants  Mémoires  relatifs  à  la 
fonction  F,  celui  de  J.  Binet  mérite  une  mention  spéciale  :  Sur  les 
intégrales  définies  eulériennes  et  sur  leur  application  à  la  théorie 
des  suites  ainsi  qu'à  l'évaluation  des  fonctions  des  grands  nombres 
(/.  E.  P.,  XVÏ,27*  Cahier,  123-343;  1839). 
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Depuis,  la  fonction  F  a  été  étudiée  d'une  façon  nou>ellc,  à  la 
suite  des  recherches  de  M.  F.-E.  Prym  :  Sur  la  théorie  de  la  fonc- 
tion r((?r.,  t.  82,  165-172;  1877),  et  Lettre  de  M.  C.  IIerhite  à 
M.  ScHWARZ  (Cr.,  t.  90,  332-338;  1880). 

Sur  le  même  sujet,  on  pourra  consulter,  par  exemple  :  L.  BouR- 
GUET  :  Développement  en  séries  des  intégrales  eulériennes  {A.  E,N,, 
(2),  X,  i75-23a;  1881);  Sur  la  détermination  des  maxima  et  minima 
de  la  fonction  T{x)  {A.  A.  T.,  XVI,  768-772;  1881);  Note  sur  les 
intégrales  eulériennes  {A.  M,,  I,  295-296;  1882);  Sur  les  intégrales 
eulérieunes  et  quelques  autres  fonctions  uniformes  {A.  M.,  II,  261- 
292;  i883);  Sur  la  fonction  eulérienne  {Jbid.,  296-298). 

H.  Melliîc  Sur  la  fonction  transcendante  Q(:r)  =  T{x)  —  P(a7) 
(A.  M.,  Il,  231-232;  i883). 

Toutes  les  études  sur  la  fonction  F,  depuis  Wallis  (i655)  jusqu'à 
MeIJin  (i883),  ont  été  indiquées  dans  la  Monographie  de  lafonc- 
fioAr  publiée  par  M.  Brunel  [Mém.  de  la  Soc.  des  Se.  phys.  et 
nat.  de  Bordeaux,  (3),  III,  184  ;  1886]. 

Pour  d'autres  travaux  plus  récents,  je  me  bornerai  à  citer  une 
Note  de  M.  Lerch  :  Démonstration  nouvelle  de  la  propr.  fondam. 
de  Tint,  eulér.  de  prem.  espèce  (S.  M.,  XV,  173-178;  1886-1887). 
Voir  aussi  C.  Hermite,  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences  sur  les 
intégrales  dé/in  les  y  etc.,  i3*,  i4*  et  i5*  Leçons,  1887. 

II.  Brocard. 

La  fonction  F  a  été  définie  pour  toutes  les  valeurs  imaginaires  de  la 
variable,  ainsi  qu'on  peut  le  voir,  même  dans  le  Calcul  différentiel 
et  intégral  de  Serret  [définition  de  Gauss,  développement  de  logr(a7) 
et  de  ses  dérivées,  etc.].  Mais  ce  que  M,  de  Montessus  probablement 

voudrait  savoir,  et  moi  aussi,  c'est  si  r(a:-t-^  ^—  i)  peut  être  mis 

sous  la  forme  A  -h  B  y/ — i,  A  et  B  désignant  des  fonctions  ne  con- 
tenant pas  d'autres  transcendantes  que  T{x),  loga:,  e*. 

H.  Laurent. 
Autre  réponse  de  M.  Godefroy. 

1214.  (1898,  6)  {jVovus).  —  Équation  x^-hp*=y^  (p premier), — 
/'  étant  somme  de  deux  carrés,  y  doit  être  somme  de  deux 
carrés  ;  j^3  se  décompose  alors  en  somme  de  deux  carrés  des  deux 
manières  suivantes  : 

Soit  ^  =  a*  -h  6* 

(i)  (ai-i-^,i)3=(aî-h6«)*a*+(a»-i-62)«6«, 

(2)  (a»-f-6«)3=(3a2  6-  è3)2-i-(a3  — 3a6»)2. 
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Pour  que  (a*-+- A*)*a*  soit  le  carré  d'un  nombre  premier  p.  il 
faut  que  a  =  i,  et  alors 

(3)       .  p^b^^i. 

Si  a» —  3a6*  est  un  nombre  premier,  on  peut  avoir 

a^ —  3a6*  =  di/?, 


ce  qui  exige  a  =  i  ou  a  =  /?. 
Si  a  =  I,  il  faut 


(4) 


36»— I  ^p. 


En  dehors  du  cas  particulier  6  =  i  qui  donne  pour  (3)  et  (41 
/>  =  2,  les  deu\  formes  (3)  et  (4)  sont  incompatibles. 
Si  a  =  />,  il  y  a  les  deux  hypothèses 


(5) 


/>»— 36»  =  H-i, 
/>î— 36«  =  — I. 


La  dernière  de  ces  relations  n^a  pas  de  solutions  en  nombres 
entiers.  La  première  est  résolue  par  la  suite  récurrente 

/?7=l35l,  /?8=5o42,  /?9  =18817,  />io=  70^26, 

^,1=262087,  />lî=  998122,  ...,  Pn=  iPn-l  —  pm-t' 

Les  nombres/),  solutions  de  (5),  sont  de  la  forme  3g  -h  i  (lors- 
qu'ils sont  impairs)  et,  par  suite,  incompatibles  avec  (4). 

Les  nombres  précédents  renferment  bien  le  nombre  premier  pain, 
déjà  rencontré,  je  le  laisse  dec6té;  les  autres  solutions  du  problème 
sont  donc  les  nombres  premiers  de  la  suite  pn,  qui  seraient  en  même 
temps  de  la  forme  (3).  Il  reste  donc  à  examiner  si  quelques-uns  de 
ces  nombres  peuvent  cire  de  la  forme  (3). 

On  peut  faire  rintércssante  remarque  suivante  : 


(6) 


Pi  =   I'  -^-î, 

Pi  —  i 

=  6.o», 

/^4=     5î     +1, 

Pi      ' 

i  =  6.i«, 

/>6  =     19'  -^h 

/?5— 1 

1  =  6.4*, 

Pi  =  7«*  -+-i> 

Pt  — 

i  =  6.i5«, 

Pio  =a65*-H  I, 

/?9~1 

t-6.56*. 

/>is  =  989*-^i, 

Pli  — 

1  =  6.209», 

Pin=  ^'In  -HI»  /'îw-I— 1  =  6./». 
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Les  nombres  ^,a  et  /;,  satisfont  à  la  même  relation  de  récurrence 

que/7/1,  en  particulier 

»«  =  4  *n— 1  —  'h— j. 

La  relation  (6)  peut  se  démontrer;  il  en  résulte  que 

/>!«-!  =  6. /»  H-  I, 

donc  pin-i  n'est  jamais  de  la  forme  (3);  et,  par  suite,  l'équation 
proposée  n'admet  jamais  deux  solutions  différentes  si  p  est  un 
nombre  premier  autre  que  i.  A.  Boutin. 

Pour  répondre  à  la  question,  il  suffit  de  trouver  une  équation  de 
la  forme 

dans  laquelle /7  soit  un  nombre  premier  et  admettant  au  moins  deux 
solutions  entières.  Or,  à  l'aide  d'une  Table  de  diviseurs  des  nombres 
a?*4-i,  on  trouve  immédiatement  les  égalités 

6ï-+-i  =  37.i»,        68*-i- 1  =  37.5», 
d'où 

(6.37)«-4-  37*=  37»,        (68. 37)2-h  37«=  (5.37)5. 

Ainsi,  pour/>  =  37,  l'équation 

admet  au  moins  deux  solutions.  Ë.  Fauquembergue. 

J'ai  un  Tableau  des  solutions  de  l'équation  x*-h  p^  =  y^  pour  les 
valeurs  de  j'  de  i  à  999.  Les  seules  valeurs  de  p  pour  lesquelles  cette 
équation  admette  deux  solutions,  ou  davantage,  sont  les  suivantes: 

p  =  2(^  =  2,  5),        p  =io(j^  =  5,  10,34),        p  =i6(y  =  8,  20), 
p  =  26(y  =  10,  i3,  26,  i3o,  338),        p  =  3o(^  =  10,  2o5). 

Parmi  ces  valeurs,  il  n'y  a  que  />  =  2  qui  représente  un  nombre 
premier,  ce  qui  parait  confirmer,  dans  les  limites  susmentionnées, 
l'exclusion  d'autres  nombres  premiers.  H.  Brocard. 

1218(1898,  28)  {Rosace),  —  A  propos  du  jeu  de  taquin.  — 
A  la  fin  du  quatriéfrie  Volume  des  récréations  mathématiques  de 
Lucas,  on  trouve  la  description  de  plusieurs  jeux  qui  sont  des 
taquins  dans  lesquels  les  numéros  des  pions  sont  remplacés  par  des 
lettres. 

Ainsi  le  Caméléon  se  joue  avec  huit  pions  portant  les  lettres  qui 
forment  le  mot  Caméléon^  et  le  problème  est  toujours  possible  par 
reffel  de  l'identité  des  deux  pions  qui  portent  la  lettre  É. 
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Dans  le  jeu  qui  se  vend  sous  le  nom  de  Moulin-rouge,  le  mène 
effet  résulte  de  l'identité  des  deux  pions  qui  portent  la  lettre  L dans 
Le  Moulin, 

Le  casse-tête  Franco-russe  se  joue  avec  12  pions,  dont  six  roogfâ 
portant  les  lettres  qui  font  le  mot  FrancCy  et  6  jaunes  portant  les 
lettres  qui  font  le  mot  Russie, 

Dans  ce  jeu  la  réussite  du  problème  est  toujours  possible,  par 
TefTet  de  l'identité  des  deux  pions  qui  portent  la  lettre  S. 

Le  Paradoxal-tricolore  a  16  pions  qui  sont  tous  différents,  cofflOK 
dans  le  taquin  ordinaire,  et  pourtant  le  problème  est  toujours  pos- 
sible, par  l'effet  d'un  secret  spécial,  qui  a  fait  donner  au  jeu  le  non 
de  paradoxal. 

Tous  ces  jeux  se  trouvent  à  Paris  au  Paradis-des-enfants. 

H.  Flbcrt. 


1220.  (1898,  28)  (E.-N.  Barisien).  —  Enveloppe  d'une  droite 
de  longueur  donnée  s' appuyant  sur  deux  droites.  —  OA  ctOB 
étant  les  deux  droites  données,  soit  AB  une  position  de  la  droitel 
La  circonférence  OAB,  considérée  comme  liée  invariablement  à  It 
droite  AB,  roule,  comme  on  sait,  sans  glisser,  à  l'intérieur  d'oK 
circonférence  de  rayon  double.  Le  diamètre  de  la  circonfcren« 
OAB,  parallèle  à  A,  enveloppe  alors  une  hypocycloïde  à  quatre  re- 
broussements;  l'enveloppe  de  A  est  donc  une  courbe  parallèle» 
cette  hypocycloïde.  En  désignant  par  a  la  longueur  AB,  etpan 
l'angle  en  O,  l'aire  de  celte  enveloppe  a  pour  valeur 


ira»     ,  •   ,    N 

,,    .   .    (  1  H-  a  sin'a). 
8  sin*a  ' 


E.    DUPORCQ. 


Il   est   souvent  commode,  pour  étudier  l'enveloppe  d'une  droite, 
d'écrire  l'équation  de  cette  droite  sous  la  forme 

xcosto  -hj^sino) —  F((ji))  =  o. 
Les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  sont  données  par 

X  =  F (10)  cosu)  —  F'((jo)sina}, 
y  =  F(a))  sin  to  -+-  F'(cij)  coscu, 

et  un  secteur  de  la  courbe  a  pour  aire 

d/i  =  J[F{w)-hF''(a))]F(a7)c?(o. 
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Si  un  angle  de  grandeur  2a  inlerceple  sur  la  droite  un  segment 
de  longueur  constante  a,  et  si  l'on  prend  pour  arcs  les  bissec- 
trices de  l'angle,  on  trouve  facilement 

F(a))  =  — cos((i)  —  a)cos((ii  H-  a). 

sinaa 

En  exprimant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction 
delang-,  on  voit  que  cette  courbe  est  du  sixième  degré. 


a 


On  peut  remarquer  que  -; est  le  diamètre  du   cercle  passant 

^         ^       sm2a  ' 

par  0  sur  lequel  l'angle  donné  intercepte  une  corde  égale  à  a;  si  a 

devient  nul,  les  formules  précédentes  s'appliquent  à  l'enveloppe  des 

langentes  aux  points  où  un  cercle  de  grandeur  constante  pivotant 

autour  d'un  point  fixe  est  coupé  par  une  droite  fixe  passant  par  ce 

1  point.  Ch.  BiocHE. 

I 

Cette  courbe  a  été  désignée  sous  le  nom  de  tétracuspide  (N.  A., 
Ï874;  G.  Bei.lavitis,  Exposition  de  la  méthode  des  équipollences; 
,  iTBàuci.  Laisanl,  p.  229-230). 

Voici  à  son  sujet  quelques  indications  bibliographiques  : 

^on  élude  a  été  proposée  en  1842  (iV.  A.^  p.  Sg;  quest.  12).  F. 
Merlieu\  (p.  9,65-268)  a  essayé  de  déterminer  son  équation,  mais 
sans  y  parvenir. 

Joachimsthal,  reprenant  la  question  (N.  A.,  p.  260-262;  1847)  a 
fflontré  que  l'enveloppe  cherchée  a  pour  équation 

sinSylM^-h  27a'x'y2  sin'y)  —  2«'  ^y  cos^ (Sa^cos'y  -+-  9^  sin^^) 

,  —  a»M*  cos*Y  =  o,    • 

\  avec 

M  =  a' —  x^ — y^  —  ixy  cos^, 

7  étant  l'angle  AOB  des  deux  droites  fixes,  et  a  la  longueur  du 
segment  mobile. 

La  polaire  réciproque  de  cette  enveloppe  par  rapport  à  la  circon- 
férence 

a  pour  équation 

s^^y^—  a^{x--\- y^ —  ixy  cosy)  =  o. 

Elle  a  été  discutée  {loc.  cit.,  p.  263-268)  par  E.  de  Bouteiller. 
Steiner  (.V.  y^.,   p.  445-^16;  i858)  a   énoncé  plusieurs  propriétés 
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géométriques  de  cette  courbe  enveloppe  et  même  de  courbes  plai| 
générales. 

M.  A  Mannheim  a  donné  la  démonstration  de  la  propriété  de 
développante  e't  de  la  développée,  d'être  semblables  à  la  courbe  et 
veloppe  (N,  A.,  p.  3*ii-3'23;  1878). 

Toute  courbe  parallèle  à  l'enveloppe  admet  un  mode  de  génératioi 
analogue  (E.  Laguerre)  (N.  A,,  p.  4^5;  quest.  1391;  i883,  solutioi 
par  M.  d'Ocagne). 

Enfin,  dans  Mathesis  (p.  i29-i33;  1894),  on  a  fait  connaitrf  uoej 
forme  particulière  de  l'équation  et  la  rectification  de  la  courbe. 

H.  Brocard. 

On  peut  encore  résoudre  cette  question  de  la  manière  suivante. 

Il   résulte  d'un   passage   du    Traité   de   Géométrie   anaîjrtiqni 
{courbes  planes)  de  M.  Salmon  (Paris,   i884,  p.   i48)  qu'il  e\i*W| 
deux  droites  d'angle  X  qui  déterminent  par  leur  intersection  av< 
les  tangentes  à  la  courbe  parallèle  à  Tâstroïde 


^^^'=(s-îirx>' 


obtenue  en  prenant  sur  les  normales  à  l'astroïde  une  longueur ègalf 

à  -cotX,  un  segment  de  grandeur  constante,   égal   à  /.   Donc, 

courbe  parallèle  à  l'astroïde  qu'on  vient  de  mentionner,  coîncii 
avec  la  courbe  définie  à  la  question  1220.  Or,  des  équations  de  It^ 
troïde 

cos*/,  r  =  -:— T-sin»/, 

^        sinX 


X  = 


SI 


nX 


résultent  celles  de  la  courbe  parallèle  considérée 

f           ,          '        .    . 
T  =  -:— ^  cos'  t cot  X  sin  /, 

SI  n  À  i. 

Y  =  - — r  sin'/ colX  cos/. 

sin  À  '?. 

En  cherchant  l'aire  de  cette  courbe  au  moven  de  la  formule 


ds 


-\(x^-Y—\dt 
-iKfdt  ^dt)^'' 


on  trouve  le  même  résultat  que  celui  trouvé  par  la  méthode  donnt 
dans  une  réponse  antérieure. 
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Nous  remarquerons  encore  que,  au  moyen  de  la  formule 

fi?5*       dx*       dy^ 


dt*       dt^    '    ^^*' 
on  trouve  pour  la  longueur  s  de  la  courbe  considérée 

5  =  (  i:  cos  X  -t-  6  )  -:— V  • 

smA 

F.  Gomes-Teixeira  (Porto). 

Note. —  Dans  son  Treatise  on  the  Higher  plane  curves,  Salmon  trouve 
que  la  courbe  parallèle  et  à  une  distance  k  de  la  courbe  dont  Téquation 

s  '  > 

est  j:'  -i-  y*  =  a* ,  A  pour  équation 

l^(x^-hy—a^)-ik^-y-h[2']axy-'^kix^-^y)  —  iSa^k-h&k^y  =  o. 

Mannubih. 

M.  GoMES  Teixbira  nous  fhit,  en  outre,  parvenir  une  autre  réponse,  pu- 
rement analytique  et  fort  intéressante,  que  seul  le  défaut  de  place  nous 
empêche  d^insérer.  Il  en  est  de  même  pour  les  réponses  de  MM.  C.  Juel 
(Copenhague),  E.  Wôlfpino  (Stuttgart)  et  Gino-Loria  (Gênes).  Ce  der- 
nier signale  à  ce  sujet  un  article  de  feu  M.  Amodeo  [Astroïden  {Arch.  de 
Crunert-Hoppe  (t.  LXIV,  p.  177;  1879)]. 

1222.  (1898,  29)  (G.  db  Rocquigny).  —  Bibliographie  de  la  Per- 
spective (1898,  96). —  La  bibliographie  complète  de  la  Perspective 
exigerait  un  grand  développement.  On  pourra  en  avoir  une  idée  très 
précise  par  le  Catalogue  de  la  bibliothèque  de  Michrl  Chasles, 
p.  36o-366,  qui  comprend  une  centaine  d'Ouvrages  relatifs  à  la  Per- 
spective. Le  plus  ancien  me  parait  être  celui  de  Jean,  archevêque  de 
Cantorbery,  publié  par  Facio  Cardan,  père  de  Jérôme  Cardan.  Ce 
Traité  était  classique  au  xiii*  siècle  (Ratisbonne,  i48o). 

A  signaler  aussi  les  Ouvrages  de  Salomon  de  Caus,  Desargues, 
Bosse,  Niceron,  etc.,  mentionnés  au  même  Catalogue,  ainsi  que 
XHistoire  de  la  Perspective  ancienne  et  moderne^  par  Poudra, 
Paris,  186  i. 

Une  indication  toute  spéciale  doit  aussi  être  donnée  pour  un  au- 
teur très  ancien,  que  je  n'ai  pas  remarqué  dans  le  Catalogue  de 
Chasies.  Il  s'agit  de  Jean  Pèlerin,  chanoine  de  Toul,  et  de  son  Livre 
De  Artificiali  perspectiva. 

Pèlerin,  appelé  dans  les  inscriptions  :  Joannes  Pcregrinus,  a  signé 
son  Livre  du  nom  de  Viator,  c'est-à-dire  le  Viateur,  le  Voyageur. 
Il  «craît  né  vers  i^45,  et  décédé  en  i5*22  ou  au  commencement  de 
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La  première  édition  du  Livre  est  de  i5o5.  Elle  est  de  beaucoup li 
plus  rare.  Une  deuxième  édition,  moins  rare,  est  de  iSop.  La  troi- 
sième est  de  i52i.  Une  autre  édition  a  été  imprimée  en  1626,  iD»b 
incomplète  et  modifiée.  Enfin,  en  1860,  il  a  été  imprimé  ii8nou\em 
exemplaires,  in-folio,  de  l'édition  de  iSog. 

Pour  suppléer  à  ces  divers  Ouvrages,  pour  la  plupart  assez  diffi- 
ciles à  trouver,  le  lecteur  consultera  avec  fruit  une  étude  deM.  E. 
Rouché,  intitulée  :  Pietro  délia  Francesca  et  son  école;  Albert 
Durer  et  Commandin,  insérée  aux  Annales  du  Consercatoin 
national  des  Arts  et  Métiers,  2*  série,  t.  III;  1891. 

Note.  —  La  biographie  de  J.  Pèlerin  était  peu  connue  et  son  On- 
vrage  peu  accessible;  c'est  pourquoi  les  mathématiciens apprendruot 
avec  intérêt  qu'une  Notice  sur  ce  dessinateur  vient  d'être  publiéepr 
M.  Save  dans  le  Bulletin  de  la  Société philomathique  vosgienne, 
t.  XXII;  1896-1897;  Saint-Dié  :  Jean  Pèlerin,  le  Viateur,  chanoiaf 
de  Saint-Dié,  de  Nancy  et  de  Toul,  auteur  de  la  Perspective  artis- 
tique de  i5o5  (p.  265-355,  4  fig-i  7  pi-)*  H.  Brocard. 

1223  (1898,  29)  (G.  de  Rocquigny).  —  Sur  le  mot  harmoniqw 
(1898.  72).  —  On  peut  consulter  sur  ce  sujet  : 

HouEL.  —  Bulletin  des  Sciences  ma  thématique  s  y  t.  X,  \^% 
p.  217. 

Paul  Tannery. — Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  j* ^i^it 
t.  IX,  i885;  p.  74. 

MoRiTz  Cantor.  —  Vorlesungen  liber  Geschichte  der  Matk- 
matik,  Bd.  ï;  p.  1^0. 

GiNO  L0RIA.  —  Le  scienze  esatte  nelV  antica  Grecia,  Librol; 

p.  38-39.  M.    GoDKFROY. 

L'expression  de  proportion  harmonique  vient  d'une  propnew 
des  cordes  vibrantes.  Quand  on  veut  avoir  les  sons  qui  conipow* 
l'acord  parfait  majeur,  on  fait  vibrer  la  corde  entière  1,  puis  ses  v 

puis  ses  l  ;  or, ?  =  ,-  *  c  est  -. =  -  où  a  —  i ,  6  =  î.  c  -  r 

1  —  5        \  b—c        c 

Note.  —  3  ternies  équidistants  quelconques  de  la  série  i,  j»  r'«' 

J,  ...  sont  en  proportion  harmonique,  d'où  le  nom  Ae  se  rit  haï*- 

monique  doné  à  côte  série.  E.  Lemoinc 

La  proportion  harmonique.  — ,  est  déjà  définieda** 

FMalon  {Timéc,  36  a),  quoique  encore  non  dénommée,  dans  s-a  <''^'^ 
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struction  de  l'échelle  diatonique.  Les  Pythagoriciens,  auxquels  il  em- 
pruntait cette  proportion,  paraissent  l'avoir  appelée  sous-contraire 
(à  l'Arithmétique);  voir  larobliquc,  sur  Nicomaque  (édit.  Tennulius, 
p.  i55).  Le  type  était  donné  par  le  groupe  6,  8,  9,  12  qui  définit  les 
rapports  numériques  de  Toctave,  de  la  quinte,  de  la  quarte  et  du 
ton,  et  que  la  légende  fait  remonter  à  Pythagore,  sinon  aux  Baby- 
loniens qui  la  lui  auraient  apprise.  Dans  ce  groupe,  9  est  la  moyenne 
arithmétique  des  extrêmes,  8  la  moyenne  harmonique.  Il  y  a  de  plus 
une  proportion  géométrique,  6  :  8  :  :  9  :  1 2. 

Le  terme  harmonique,  dans  sa  signification  arithmétique,  était 
depuis  longtemps  consacré  à  l'époque  de  Nicomaque  (i"  siècle  de 
notre  ère);  il  remonte  probablement  au  iii'^  siècle  avant  J.-C. 

P.  Taisnerv. 

M.  de  Rocquigny  trouvera  la  réponse  à  sa  question  dans  le  Dic- 
tionnaire des  Sciences  mathématiques  de  Montferrier,  article 
«  Harmonique  0.  GiNO  Loria  (Gènes). 

lSâ4.  (1898,  29).  (G.  DE  Rocquigny).  —  Si  x-\-y  divise  ar'-hj*, 
il  divise  aussi  2x/'.  Or,  n  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
nombres  j:  et  ^  et  a  et  p,  deux  nombres  premiers  entre  eux,  on  peut 

poser 

X  =  a/i, 

jr  =  'fin. 

La  condition  précédemment  énoncée  se  réduit  alors  à  celle-ci  :  que 
aap/i*  doit  être  divisible  par  (a  -H  [j)n,  ce  qui  ne  peut  arriver,  a  et 
{J  étant  premiers  entre  eux,  que  si  a  -+-  3  est  un  diviseur  de  2/1. 

II  suit  de  là  que  si  : 

n  est  un  nombre  quelconque, 

d  un  diviseur  quelconque  de  2/1, 

a  -+-  p  =  ^/  une  décomposition  quelconque  de  d  en  deux  nombres 
premiers  entre  eux. 

Les  nombres  x  =  an,  y  =  p«  satisferont  à  la  question  posée. 

En  laissant  de  côté  les  solutions  y  =  o  et  y  =z  x,  à  chaque  valeur 
de  n  choisie  correspondent  n — 1  couples  de  valeurs  convenables 
de  a  et  3-  C.  MoREAU. 

(}n  obtient  tous  les  couples  de  nombres  entiers  x  et  y,  tels  que 
j-s -+-  V*  soit  divisible  par  x-{-y  au  moyen  des  deux  systèmes  de 
fi»riiiules  suivantes  : 
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I"  a,  b  et  k  éunl  des  enlicrs  quelconques, 

X  —  ka{a-^  b),        ^  =  kb{a  -^  b); 
on  a  alors 

2""  a  et  b  étant  de  même  parité,  et  k  quelconque, 

X  =  lka{a-h  b)j        y  =  \  kb(a -{-  b); 

xi-hy*=  \k{a^-hb^){x-hj^). 


on  a  alors 
Exemples 


1*4-    i*=  2.1,  io*-l- i5*=  25.  i3, 

2Ï-H  6«=  8.5,  5«-+-2o*=25.i7, 

3î-i-  6«=  9  5,  i2*-t-2o'=  32.17, 

3*-hi5«  =  i8.i3,  4*-H  28»  =  32.25, 


î 


E.    DUPORCQ. 


Autres  réponses  analogues  de  MM.  E.  Bally,  E.  Barbette,  X.  Bocrn. 

E.  BllAND,  H.  BllOGARD,   A. -P.  EHcSSOn,  E.-B.  EaCOTT,  E.    FAUQCEMBER-ill. 

A.  GouLARD,  W.   H.   Janssen  van   Raaij,  R.  Perrin,  g.  Ricaldf.  D'  V. 
ScHOBLOCu  (Falkenau),  Stoll  (Bcnsheim). 

1225  (1898,  29)  (G.  de  Rocquigny).  —  On  n'a  rien  retrouvé  dan< 
les  papiers  d'Ed.  Lucas  qui  contînt,  concernant  Fermât,  des  résul- 
tats nouveaux;  j'ai  en  particulier  énonce,  dans  la  question  660,  um 
proposition  qu'il  m'avait  communiquée  et  sur  laquelle  il  avait  dé 
continuer  à  travailler,  puisque,  comme  Ta  fait  remarquer  M.  Goa- 
lard  (1896,  281),  il  pensait,  à  la  fin  de  sa  vie,  que  2*' —  1  n'était  p«s 
premier,  tandis  qu'à  la  date  de  la  lettre  qu'il  m'écrivait,  il  était  de 
l'opinion  contraire,  ainsi  que  je  l'ai  dit  (1896,  188).  Or,  sur  ce  poifll 
notamment,  les  recherches  que  j'avais  prié  de  faire  ont  été  infroc- 
tueuses.  En  fait,  Ed.  Lucas  avait  eu  connaissance,  bien  avant  leur 
publication,  des  pièces  inédites  insérées  dans  la  nouvelle  édition  des 
Œuvres  de  Fermai;  il  avait  donc  pu  en  tirer  des  énoncés  in térc*- 
sants;  mais  le  même  travail  peut  être  repris  aujourd'hui,  car  mal^ 
ce  qu'on  pourrait  induire  de  certains  passages  de  ses  écrits,  E-'i* 
Lucas  n'a  disposé  d'aucun  document  qui  soit  maintenant  inédit. 

Pacl  Taxnery. 

1232.  (1898,  3i).  (E.-B.  Escott).  —  Aire  polygonale. --Oi^^. 
d'une  manière  générale,  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  Joint  les  projections  d' un  point  m  sur  les  côtés  d'at 
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polygone  quelconque^  le   lieu  des  points  m   tels  que  les  poly- 
g^ones  ctinsi  formés  aient  une  airedonnéCy  est  une  circonférence. 
Soient,  en  effet,  p  un  sommet  du  polygone  donné,  a  et  6  les  pro- 
jections de  m.  sur  les  côtés  adjacents  à  ce  sommet,  enfin  a  et  p  les 


angles  CLpm  et  mpb,  dont  nous  désignerons  la  somme  par  o.  On  a 
évidemment 

aire/>a6  =  Y /7i/>    cosacosp  sinç, 

aire  amé  =  ^ /ii/>    sina  sin  ^  sin^. 

Désignons  par  A  Taire  du  polygone  donné,  et  par  M  celle  du  po- 
lygone pédal.  On  voit  que 

A  —  2  M  =  E(aire/?a6  —  airea/wô) 

=^lé\\mp    sin©  coscp  j  =  I  2  m/?    sinacp. 

Si  M  a  une  valeur  donnée,  on  trouve  donc  pour  le  lieu  de  m  une 
circonférence,  dont  le  centre  est  le  barycentre  de  masses  placées 
au!K.  sommets  du  polygone  et  proportionnelles  aux  sinus  des  doubles 
des  angles  de  ce  dernier. 

Si  les  côtés  du  polygone  deviennent  infiniment  petits,  leur  nombre 
devenant  infini,  le  polygone  pédal  devient  la  podaire  d*une  courbe 
donnée,  et  le  centre  obtenu  est  le  centre  de  gravité  des  courbures 
de  celle-ci.  E.  Duporcq. 

Cn  mars  1824*  Lhuilier  (de  Genève)  énonça,  dans  la  Bibliothèque 
universelle,  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  la  question  1232.  Un 
abonné  des  Annales  de  Gergonne  publia  une  solution  assez  longue 
dans  le  Tome  XV  de  ce  Recueil. 

Oans  le  même  Volume,  Sturm  en  donna  une  solution  simple  et  la 
«»^énéralisa  ainsi  :  Le  lieu  géométrique  des  points  du  plan  d'un 
polygone  régulier,  tels  qu'une  fonction  symétrique  rationnelle 
et  entièrey  de  forme -quelconque ,  des  perpendiculaires  abaissées 
de  chaque  point  sur  les  côtés  du  polygone,  ait  une  valeur  con- 
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stanie,  est  une  circonférence  concentrique  au  poiyffone,  toutts 
les  fois  du  moins  que  le  nombre  des  dimensions  de  la  Jonction 
est  inférieur  au  nombre  des  côtés  du  polygone.       Mannhei!!. 

Autres  réponses  de  MM.  P.  Barbarin  el  C.  Jukl  (  Copenhague).  O  der- 
nier cile  un  Mémoire  de  Sleiner  :  Von  dem  Kriimmungsscfnverpunit 
ebener  Curven  {Journal  de  C  relie,  B.  21  el  Œuvres,  V,  II)  comme  lu» 
des  plus  essentiels  sur  les  courbes  roulantes  en  §:énéral. 

123o.  (1898.  3i)  (J.-J.  Dl'RAN-Uriga).  — Le  Chapitre  Vlil  démon 
Ouvrage  historique  :  //  passato  ed  il  présente  délie  principali 
teorie  geometriche  (Turin,  1896),  contient  un  grand  nombre  de 
renseignements  sur  tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  transformation  des 
figures  dans  le  plan  et  dans  Tespace.  G.  Loria  (Gènes). 

1238.  (1S98,  3?)  (A.S.  Ramsey).  (1898,  72).— On  trouve  des  ren- 
seignements bibliographiques  sur  le  théorème  de  Feuerbach  dan>les 
Elemente  der  Mathematik  de  Baltzer,  4*  Partie,  Planimélrie.Oo) 
signale,  en  particulier,  l'Ouvrage  de  Feuerbach  :  Das  geradlinisc 
Dreieck,  18*29..  M.  Godefrot. 

Feuerbach  a  communiqué  le  théorème  qui  porte  son  nom  dan* le 
Mémoire  :  Eigenschaften  einiger  merkwùrdigen  Punktt  det 
geradlinigen  Dreiecks,  publié  à  Nurnberg,  en  1812. 

Depuis,  on  en  a  donné  bien  des  démonstrations  que  M.  Juliis 
Lange  a  réunies  dans  un  Mémoire  :  Geschichte  des  Feuerbachscke» 
Kreises  (  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  derFritd- 
rich  Werderschen  Oberrealschule  zu  Berlin).  Ostern,  1894. 

E    Jaunke  (  Berlin  ). 

1240.  (1898,  32)  (A.  GouLARD). —  Méthode  pour  la  décomposi- 
tion des  grands  nombres  en  facteurs  premiers,  —  J'ai  trouvé  une 
méthode  nouvelle  répondant  à  cette  question,  méthode  que  j'ai 
adressée  à  Afathesis;  cUc  repose  sur  ce  problème  d'AnaIvse  indéter- 
minée :  Les  nombres  b  et  c  étant  donnés,  quelles  sont  les  vaUurs 
entières  de  x  qui  rendent  le  trinôme  looj^'-i- 26a: -h  c  carn 
parfait?  E.  Barrette  (Liéjre). 


«fcwfc' 
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QUESTIONS. 


m.  (1894,  54)  [M'ica]  Peut-on  donner  une  démon- 
stration analytique  du  théorème  suivant  qui  résulte  du  tracé 
de  la  branche  impaire  d'une  courbe  :  Toute  courbe  algé- 
brique de  degré  impair,  n^ ayant  pas  de  points  doubles, 
possède  au  moins  trois  points  d^ inflexion  réels? 

D.  KoRTEWEG  (Amsterdam). 

112.  (1894,  54)  [A3g]  J'ai  donné,  dans  \e  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XIV,  p.  128, 
le  calcul  des  valeurs  approchées  successives  de  la  racine  car- 
rée d'un  nombre  parla  méthode  d*approximation  de  Newton. 

A-t-on  fait  quelques  recherches  analogues  pour  trouver 
l'expression  algébrique  résultant  de  n  applications  succes- 
sives de  la  méthode  de  Newton  au  calcul  d'une  racine  d'une 
équation  algébrique?  M.  Weill. 

113.  (1894,  65)  [E14d]  Examiner  si,  parmi  les 
hexaèdres  circonscrits  à  une  sphère,  il  y  en  a  d'autres  que  le 
cube,  les  pyramides  pentagonales  et  un  hexaèdre  formé  de 
deux  pyramides  triangulaires  régulières,  égales  et  à  base  com- 
mune, qui  jouissent  de  la  propriété  que  chacune  de  leurs 
faces  soit  touchée  en  son  centre  de  gravité  par  la  sphère. 

L.  LiNDELOF  (Helsingfors). 

116.  (1894,  66)  [Q2]     Dans  l'espace  à   quatre  dimen- 
sions, il  y  a  un  corps  limité  par  24  octaèdres  réguliers.  Étu- 
dier les  sections  centrales  de  ce  corps  à  quatre  dimensions 
car  d^%  esçaces  linéaires  à  trois  dimensions. 

P.-H.  ScHOUTE  (Groningue). 


InUrm-j^  (Août  1898).  8 
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1313.  [D2b]    Posant 


G  = 


S  = 


cosar       cosiar       cosSa?       cos4^ 


i! 


sin:r 


2! 


sin^o? 


I! 


! 


3  !  4  ! 

sin3.r        sin4^ 


•    •    •  m 


3! 


4! 


je  sais  que  C  a  pour  maximum  e —  i  pour  j:  =:  o;  je  crois 
qu'il  a  pour  minimum i  pour  x^tz',  pour  quelle  valeor 

de  a:,  C  est-il  égal  à  o? 

Je  sais  que  S  =  o  pour  07  =  o  et  pour^  =  tc;  je  sais qu en 
désignant  son  maximum  par  M  et  son  minimum  par  m,  ona 
m  =  —  M  et  Xm  =  —  ^w 

Je  voudrais  connaître  M  et  l'angle  x^i  qui  lui  correspond. 

La  courbe  C  +  t  S  a-t-elle  été  étudiée  ?  Par  qui,  et  quand? 
Quel  nom  porte-t-elle  ?  Ch.  Berdellé. 

1314.  [X8]  A-t-on  déjà  songé  aux  services  que  la  Pho- 
tographie pourrait  rendre  en  Mathématiques  pour  la  repré- 
sentation des  figures?  Voici  une  expérience  que  j'aimerais î 
voir  faire.  Sur  un  plateau  horizontal  pouvant  tourner  autour 
d'un  axe  vertical,  imaginons  qu'on  ait  fixé  un  système  de 
trois  tiges,  l'une  verticale  OC,  et  les  deux  autres  AC,  BC 
également  inclinées,  le  système  étant  dans  un  plan  vertical  cl 
les  traces  A,  B  étant  également  distantes  du  centre  de  rota- 
tion Û,  en  sorte  que  ûO  est  perpendiculaire  à  AB.  Puis  un 
second  système  O'C'A'B'  est  fixé  dans  un  plan  vertical  pas- 
sant par  Taxe  de  rotation,  d'où  il  résulte  que  O'C  coïncide 
avec  cet  axe.  Ces  deux  plans  verticaux  ACB,  A'C'B-  n'oul 
pas  besoin  d'être  parallèles. 

Si  maintenant  on  établit  un  appareil  photographique  {00 
deux  si  l'on  veut  obtenir  une  vue  stéréoscopique)  à  peu  près 
dans  le  plan  horizontal  de  C,  C,  et  si  l'on  fait,  pendant  asseï 
longtemps,  tourner  le  plateau  d'un  mouvement  régulier,  on 
doit  obtenir  la  photographie  d'un  hyperboloïde  de  révolution 
à  une  nappe,  laissant  voir,  comme  par  transparence,  k 
cercle  de  gorge,  le  cylindre  tangent  selon  sa  circonférence. 


—  471  — 

le  cône  asymptote  et  Taxe  de  rotation.  Peindre  les  tiges  en 
clair  et  mettre  un  fond  sombre.  Si  quelqu'un  fait  Fexpé- 
rience,  sur  mon  conseil,  je  retiens  une  épreuve. 

Ch.  Berdellé. 

i31o.  [Dôby]  Soient  a  et  b  deux  nombres  entiers, 
positifs,  impairs  et  premiers  entre  eux.  On  a 

=  *  — *  ^^^  A  a=rt-t  cot  — 

fia    2    (-i)P ^-^^*    2    ^"'^"^ ^  =  2-a»-6«. 

«l— 1  sinicp  X  a=i  sinita — 

Cette  relation  est  encore  vraie  pour  6  =  i,  si  l'on  con- 
vient, dans  ce  cas,  de  regarder  la  première  somme  comme 
égale  à  o.  J.  Franel  (Zurich). 

1316.  [D2b]     La  somme  de  la  série 

2 


,  7C       ^      — ; 

^  n*'^'   I  —  e-*'*^ 


est  éi'ale  à 


S*r-H(-i)'-»S*,.  — 2    2    (-i)^S„.S,;._,>~7rSw.-i, 


où  Ton  fait,  pour  abréger, 

v  =  « 


V  =  l 


r  est  an  nombre  entier  positif. 

On  m'obligerait  en  me  faisant  connaître  des  démonstra- 
tions de  cette  proposition  et  de  la  précédente,  bien  que  j'aie 
déjà  une  solution.  J.  Franel  (Zurich). 

1317.  [Bla]  Je  voudrais  savoir  si  les  identités  entre  les 
différents  déterminants  d'une  même  matrice  de  /i(/i  +  i)  élé- 
nients,  dont  j'ai  fait  usage  dans  la  résolution  de  la  ques- 
tion 810  (1898, 6o)  et  que  j'ai  tirées  du  théorème  bien  connu 

sont  déjà  données  dans  un  Ouvrage  ou  dans  un  Mémoire? 

Emike  (Gonstantinople). 
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1318.  [E6a].     L'équation  en  S 

a-t-elle  une  signification  pour  la  conique  dont  TéquatioB 

barycentrique  est 

S  AX«4-2SBYZ  =  o? 

Les  conditions  SA  =  o,  2(A'A"— B*)  =  o  sonl-ellw 
susceptibles  d^ine  interprétation  géométrique? 

L.  RlPElT. 

1319.  [E6a].  Existe-t-il  un  procédé /?ra/i^Me  et  n'exi- 
geant pas  le  retour  aux  coordonnées  cartésiennes,  pour  la 
détermination  des  asymptotes,  axes  et  foyers  d'une  conique 
dont  Téquation  est  donnée  en  coordonnées  trilalères?rai 
établi  les  équations  des  asymptotes  et  des  axes  d'une  cooiqiK 
correspondant  à  l'équation  générale;  mais  je  ne  vois  aucun 
moyen  d'en  déduire  des  formules  ou  équations  résolubles, 
donnant  les  coordonnées  des  foyers  réels.      L.  Ripeet. 

1320.  [D2b]  Si  les  valeurs  données  dans  la  réponse! 
la  question  n**  979  (1898,  p.  181)  sont  exactes,  c'est-à-dire 
si,  posant 

4»(x)  =  lim     — j h ; — -  -h. .. 

H -. j -  — Iog{a?-hIog/i  -t-i)I 

on  a  bien 

*(0)  =  0,7946786$.  ..,  *(l)  =  —  0,3602I22..., 

la  fonction  4>(a?)  s'annule  pour  une  certaine  valeur  de  x 
comprise  entre  o  et  i  :  quelqu'un  pourrait-il  me  fairt 
connaître  la  racine  avec  trois  ou  quatre  décimales  exactes- 

E.  Malo. 

1321.  [V4c]  Quel  est  le  mathématicien  arabe  qui  a.  ^ 
premier,  employé  le  mot  5Aai* pour  désigner  l'inconnue  d'un* 
équation?  Je  demande  un  nom. propre.  //.  Braid. 

1322.  [Cl  g]     Contredérwées  successives,  — Si,  après 
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avoir  rendu  homogène  une  fonction  algébrique  entière  à  une 
inconue,  on  la  dérive  n  fois  de  suite  par  raport  à  la  lètre 
d'homogénéité  qu'on  fait  ensuite  égale  à  l'unité,  on  obtient 
de  nouvèles  fonctions  qu'on  peut  apeler  contredérivées 
première,  deuxième,  . .  . ,  /i**"**.  Èles  sont  en  corélation 
complète  avec  les  dérivées  corespondantes  et  èles  ont  des 
propriétés  analogues  pour  les  racines  égales,  pour  les  limites 
ou  les  séparations  des  racines,  à  condition  de  faire  varier 
Vinconue  de  o  à  o  par  valeurs  continues  d'abord  négatives, 
ensuite  positives  (qi  oc  étant  considéré  corne  une  seule  et 
même  quantité). 

Cète  corélation  a-t-èle  été  déjà  signalée  en  dehors  de  la 
recherche  des  limites  des  racines  par  l'équation  ans  inverses? 
L'a-t-on  déjà  remarquée,  en  particulier,  pour  le  téorème  de 

Slurm?  HOFFBAUER. 

1323.  [Cl  g]  Dérivées partièles.  —  Si,  dans  les  mêmes 
conditions,  on  dérive  m  fois  par  raport  à  l'inconue  et  n  fois 
par  raport  à  la  lètre  d'homogénéité,  qu'on  égale  ensuite  à 
Tunité,  on  obtient  les  dérivées  partièles.  Quèles  en  sont  les 
propriétés  relatives  aus  racines  de  la  proposée  (en  dehors  du 
cas  facile  des  racines  égales)?  Hoffbauer. 

1324.  [K6a]  Je  voudrais  avoir  explicitement,  en  coor- 
données barycentriques  ou  en  coordonnées  normales,  l'ex- 
pression de  la  distance  du  point  M(a:,  j^,  2,  t)  : 

i^  Au  plan 

Kx  -f-  "By  +  C^  -h  D  f  =  o  ; 
2*  A  la  droite 

ayx  -\-  byy  -f-  Cl  -5  -h  û?i  ^  =  o, 

a^x  ■+■  bty  -h  CiZ  -\-dit  =  o. 

Je  ne  demande  qu'un  résultat,  seule  chose  dont  j*aic 
besoin,  la  méthode  pour  le  trouver  n'offrant  aucune  difficulté 
ihéoriq  ue.  Ego . 

1325.  [C2k]     Il  est  évident  que  l'égalité 

b 


. 


a  ^ 


-  m  - 

est  vérifiée,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  limites  a  et  6, 
pary(^)  =  x'j  mais  celle-ci  n'est  pas  la  seule  fonction  jouis- 
sant de  cette  propriété,  car  on  peut  prendre  aussi/(j:)=|/|. 
Je  voudrais  connaître  une  troisième  fonction,  qui  ail  la 
même  propriété,  et  qui  ne  soit  pas  une  combinaison  liDéaire 
des  deux  qui  précèdent.  Rosace. 

1326.  [R9c]  Au  mojen  de  quelles  formules  pra- 
tiques peut-on  calculer  l'épaisseur  des  murs  de  maçonnerie 
d'un  étang  ou  dépôt  d'eau  reposant  sur  le  sol,  en  fonction 
du  volume  d'eau  qu'il  renferme?  En  particulier,  commenl 
résoudre  la  question  dans  le  cas  de  dépôts  de  forme  cylin- 
drique,  conique,  tronc-conique,  ou  sphérique,  si  toutefois 
cette  dernière  forme  est  possible.  Quelles  sont  les  conditions 
de  possibilité  du  problème? 

Graciano  Ricaloe  (Merida,  Yucatan). 

1327.  [L*5e]  Je  désire  connaître  l'équation  du  lieudc^ 
points  d'où  l'on  peut  mener  deux  normales  rectangulaires  à 
la  développée  d'ellipse.  E.-N.  Barisien. 

1328.  [L*7a]  Le  lieu  des  foyers  des  ellipses  de  grandeur 
constante  qui  se  déplacent  en  restant  tangentes  aux  côtés 
d'un  angle  droit  est  une  courbe  du  6*  degré,  connue.  Je  désire 
la  solution  analogue  pour  un  angle  quelconque. 

E.-N.  Barisien. 

1329.  [K20c]  Je  désire  avoir  une  démonstration 
directe  de  ce  fait  :  la  racine  réelle  de  l'équation 

x^-^  x^  s/i -\- X ,^  =  o        est        tang— r- 

s/i  '^ 

Rosace. 

1330.  [E16ba]  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  que 
peut  prendre  le  rapport  du  rayon  de  la  sphère  circonscrileà 
celui  de  la  sphère  inscrite  dans  un  tétraèdre? 


*—* 
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RÉPONSES. 


212.  (La  Rédactiox)  (189i,  ii3)  Congrès  internationaux  de 
mathématiciens  (1894,  267;  1896,  161,  2o3;  1897,  33,  i5i,  200,  224, 
245;  1898,  81).  —  Sous  le  titre  de  :  Verhandlungen  des  ersten 
INTERNATIONALEN  Mathematiker-Kongress,  vient  de  paraître,  à 
Leipzig,  chez  Teubner^  sous  les  auspices  du  comité  de  Zurich,  un 
intéressant  Volume  rédigé  par  M.  F.  Rudio  et  qui  résume,  en  une 
première  partie,  Thistoire  de  ce  début  des  congrès  internalionaus 
de  matématiciens  et,  en  une  seconde,  done  les  comunications  qui 
ont  été  faites  par  MM.  H.  Weber,  G.  Reuschle,  G.  Stephanos,  Gor- 
dan,  F.  Enriques,  E.  Schrôder,  G.  Rados,  J.  Pervouchine,  W.-F. 
Meyer,  L.  Stickelberger,  Gh.  de  la  Vallée  Poussin,  Brioschi,  E.  Pi- 
card, J.  Hadamard,  S.  Pincherle,  E.  Borel,  Bougaïev,  L.  Âutonne, 
de  Galdeano,  Th.  Reye,  F.  Gerbaldi,  G.  Burali-Forti,  J.  Andrade, 
G.  Fano,  H.  Brunn,  A.  Stodola,  N.  Joukowsky,  H. -G.  Zeuthen, 
G.  Enestrôm,  G.  Loria,  G.  Peano,  F.  Klein. 

V Intermédiaire  des  Mathématiciens,  l'ouvrier  de  la  première 
heure  de  Tédifice,  très  fier  du  succès  acquis,  done  rendez-vous  à  ceus 
de  ses  corespondants  qu'il  ne  conait  pas  encore  personèlement  et 
avec  lesquels  il  serait  heureus  d'entrer  en  raports  directs  au  Gongrès 
de  1900,  à  Paris.  La  Société  Mathématique  de  France j  chargée 
de  sa  préparation,  s'en  ocupe  activement.  E.  Lemoine. 

316.  (1894,  180)  (A.  Boutin).—  Fotrplus  loin,  p.  188,  la  réponse 
à  la  question  1245.  E.  Lemoine. 

377.  (D.  Ga.AvÉ)  (1895,  244,  365;  1896,  89,  276;  1897,  67,  249).- 
M.  G.  Stôrmer  me  fait  remarquer  que  l'afirmation,  faite  par  moi, 
(1897,  'î49)*  qu'i^  <îst  parvenu  à  démontrer  la  proposition  dont  il 
s'agit  à  la  fin  de  la  réponse  (1897,  67),  n'est  exacte  que  dans  le  cas 
spécial  où  deus  des  nombres  x,  y,  z  sont  donés,  come  il  l'a  expres- 
sément remarqué  dans  son  Mémoire.  (Voir  loc.  cit,,  §  6.) 

E.  Lehoine. 
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453.  (1895,  17)  (E.  Maillet),—  Problème  des  Z6  ojfficUrs 
17)  9<>i  1898,  83).  —  Voici  une  solution  du  problème  généralisé: 
Désignons  par  (ik)  (*,  A:  =  i,  a,  . .  .,/i),  l'officier  du  régiment  leidu 
grade  A:;  l'arrangement  désiré  sera  donné  par  le  Tableau  suivant: 

(il)       (23)     (35)      ...         (n,  n  — i) 
(22)       (34)     (46)      ...  (i,/i) 


(nn)     (12)     (24)      ...     {n  —  i,/i  — 2) 

Hbfftbr  (Bonn). 

512.  (1895,  i3o)  {Bertha  Clarus).  —  Formation  d'une  ballt 
de  paume  (1898,  55).  —  M.  Brocard  a  donné  le  moyen  de  consiroire 
un  système  d'arcs  de  cercles  raccordés,  divisant  la  sphère  en  dea\ 
parties  analogues  à  celles  que  l'on  obtient  dans  la  confection  d'aoe 
balle  de  paume.  La  solution  est  possible  d'une  infinité  de  manières, 
au  moyen  d'une  courbe  unique,  et  l'on  obtient  toutes  les  solutioof 
comme  il  suit  :  Projetons  la  courbe  demandée  suivant  (G)  sur  m 
plan  de  symétrie,  dans  lequel  nous  choisirons  deu\  diamètres  rec- 


tangulaires Oar,  Ojr  de  la  sphère,  de  telle  sorte  que  Ox  soit  la  trace 
du  second  plan  de  symétrie  donnant  une  projection  identique  à(C). 
L'équation  de  cette  courbe,  dont  Ox  est  un  axe  de  symétrie,  étaol 
mise  sous  la  forme  y*  =  ./(a:)y  il  suffît  de  traduire  la  propriété  sui- 
vante :  a  La  demi-corde  de  la  sphère,  qui  est  perpendiculaire  aa 
plan  de  la  figure  au  point  M'  de  (G),  dont  l'abscisse  est  —  x,  daii 
être  égale  à  l'ordonnée  du  point  M  d'abscisse  x,  » 

Soit  a  le  rayon  de  la  sphère.  La  fonction  /  sera  définie  par  léja- 
litéa«-[:p«4-/(- :?)]=/( a?)    ou  /(ar)-|-/(— a:)=a«-ar«. 

La  solution  la  plus  générale  est  évidemment 

/(^)=i(a«-:F»)+arç(x«), 
la  fonction  <&  étant  arbitraire. 
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On  obtient  la  solution  la  plus  simple  en  remplaçant  (p  par  une 
constante.  La  projection  (C)  est  alors  un  arc  d'ellipse.  La  ligne  tra- 
cée sur  la  figure  correspond  à  l'équation 

ar*  -h  2^' -zX  —  a*  =  o. 

La  constante  a  été  déterminée  de  manière  que  la  dimension  sphé- 
rique  minima,  dans  chacune  des  deux,  portions  de  surface  que  Ton 
découpe,  fût  égale  à  un  quadrant. 

11  est  à  remarquer  que  si  l'on  fait  la  perspective  de  la  courbe  sur 
un  cylindre  circonscrit  à  la  sphère,  le  long  d'un  grand  cercle  situé 
dans  un  plan  de  symétrie,  et  en  plaçant  le  point  de  vue  au  centre 
de  la  sphère,  on  aura,  en  déroulant  le  cylindre,  un  patron  assez 
satisfaisant  pour  la  confection  de  la  balle.  Mais  il  sera  bien  préfé- 
rab/e,  en  considérant  le  grand  cercle  de  contact  comme  un  équa- 
teur,  de  porter  sur  les  génératrices  du  cylindre  les  arcs  de  latitude 
des  points  correspondants  de  la  courbe  sphérique.  Le  plissement  se 
chargera  de  raccourcir  le  périmètre  de  la  ligne  transformée,  qui  est 
un  peu  trop  grand.  J.  Lebel. 

640.  (1895,  3i4)  (J*  Franel).  —  Existe-t-il  un  nombre  premier 
p  tel  que  2P— J  —  I  soit  divisible  par  />'?  (1898,  58).  —  Dans  une 
IVole  qui  n'a  pas  été  dévelopée  {C.  R.,  t.  LXXXIV,  p.  92),  Ed.  Lucas 
adresse  quelques  observations  critiques  au  sujet  des  énoncés  de 
léorémes  comuniqués  par  M.  F.  Proth  dans  la  séance  du  27  dé- 
cembre 1876.  Il  est  probable  que  Lucas  métait  en  doute  la  proposi- 
,lion  citée  par  M.  Fauquembergue  (1898,  58);  car,  dans  sa  Théorie 
des  nombres,  p.  423,  il  pose  la  question  sous  la  forme  intérogative 
que  j'ai  reproduite  plus  haut.  A.  Goulard. 

736.  (1896,  32)  (C.  Stôrmer).  —  Par  la  réponse  (1896,  171)  et  par 
la  réponse  (1898,  94)  à  la  question  892,  cette  question  se  trouve 
complètement  résolue.  Carl  Stôrmbr  (Christiania).  ■ 

760.  (1896,  38)  (H.  Dellac).  —  Mouvement  d'une  haltère  mal 
centrée  posée  sur  un  plan  horizontal.  —  Si  l'on  admet  que  le  plan 
sur  lequel  on  pose  l'haltère  est  absolument  rigide,  on  est  ramené 
immédiatement  à  l'étude  du  mouvement  d'un  disque  non  homogène 
qui  est  posé,  sans  vitesse  initiale,  sur  une  droite  horizontale  O^r  et 
dont  le  plan  est  toujours  le  plan  vertical  ^Oo;.  Nous  ne  devons  pas 

8. 
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admettre  que  le  disque  considéré  puisse  faire  autre  chose  qae  de 
rouler  sur  Oa?.  Soient  G  son  cehlre  de  figure  et  G  son  centre  de 


gravité.  La  droite  CG  va  osciller  autour  de  la  verticale  de  G  cl  cela 
<l'une  façon  symétrique,  autant,  du  moins,  que  nous  ne  tiendrons 
pas  compte  du  frottement  de  roulement.  Admettons  que  lorsque  le 

rayon  CM  est  vertical,  le  point  M  soit  en  O  et  posons  MGN  =  9. 

Soient  d'ailleurs  MG  =  R,  GG  =  /,  M  la  masse  du  disque,  k  son 
rayon  de  gyration  par  rapport  à  G  et  Ç,  tj  les  coordonnées  de  G.  La 
figure  donne  Ç  =  R6  —  /  sin6,  yj  =  R  —  /cosO,  et  il  est  bien  évident 
que  le  point  G  décrit  une  cycloïde  accourcie.  Désignant  par  des 
accents  les  dérivées  prises  par  rapport  au  temps  f,  nous  avons  pour 
la  force  vive  due  au  mouvement  du  centre  de  gravité 

M(î'«-hr/»)  =  M0'«(R*--!îR/cos9-4-/«), 

et,  pour  la  force  vive  due  au  mouvement  de  rotation  du  disque  au- 
tour de  G,  M  A:*  6'*.  La  force  vive  totale  est,  par  suite, 

2T  =  Me'»(R»— 2R/cos8-4-/«-hA:«). 

II  y  a  une  fonction  des  forces  — M^t,  qui,  à  une  constante  prè?, 
peut  s'écrire  U  =  M^/cos6.  L'intégrale  des  forces  vives,  T  =  U  — A. 
nous  donne  alors  l'équation  du  mouvement 

0'»(R»-  2R/  cose  -+-  /î-f-  A:»)  =  2^/(cosO  —  cos6o), 

la  constante  du  second  membre  se  déterminant  en  écrivant  qu'il  n'y 
a  aucune  vitesse  initiale  et  que  l'angle  0  a,  au  début,  une  certaine 
valeur  Oq. 
On  en  tire  tout  d'abord 


^0 
dt 


""V    Rî— 2R/ 


cosO  —  cos6o) 


cos6-+-/'-h>t»' 
et,  en  posant  6  =  o,  on  voit  que  la  vitesse  V  avec  laquelle  le  rayon 


—  179  — 
CM  franchit  la  verticale  est 


-  1  AW(»  — cosSo)  _     / 


tîsin 


Il  y  a  là  une  loi  fort  simple,  mais  c'est  à  peu  près  la  seule  que  l'on 
puisse  découvrir. 
Ed  effet,  le  temps  d'une  demi-oscillation  simple  est 

r^\  /R'—^R/cose-»-  /*-hl^ 
Jo      V       2^/(cose-cos6o)       ^' 

et  Ton  voit  qu'il  faut  absolument  renoncer  à  en  donner  une  expres- 
sion plus  eiiplicite. 

On  n'est  pas  beaucoup  plus  avancé  en  supposant  les  oscillations 
assez  petites  pour  que  Ton  puisse  remplacer  les  cosinus  par  les  deux 
premiers  termes  de  leur  développement  en  série.  La  formule  trouvée 
devient  alors 

'^\  /(R-/)*-4-A:«H-R/6ï 


-/v 


^/(ôî-ô») 


rfe, 


et,  bien  que  la  quadrature  puisse  être  effectuée  par  les  fonctions 
elliptiques,  nous  sommes  encore  bien  loin  de  la  loi  facilement  expri- 
mable que  demande  M.  Dellac. 

Toutefois,  on  peut  remarquer  que  t  diminue  avec  6.  Plus  les  oscil- 
lations sont  petites,  plus  leur  durée  l'est  également.  Par  suite,  dans 
le  cas  naturel  où  le  frottement  de  roulement  se  charge  de  diminuer 
peu  à  peu  l'amplitude  des  oscillations,  celles-ci  semblent  se  préci- 
piter de  plus  en  plus. 

Je  vais  mettre  ce  fait  en  lumière  dans  le  cas  où  l'on  peut  poser 
H  =  /  et  A:  =  o.  Ces  égalités  expriment  que  le  disque  est  sans  masse 
et  qu'il  porte  en  M  une  masse  qui  seule  dérange  son  centre  de  gra- 
vité, lequel  vient  alors  aussi  en  M.  Certes,  le  problème  est  ainsi  fort 
particularisé,  mais  il  est  évident  qu'il  a  bien  toujours  la  même  na- 
ture. La  dernière  équation  écrite  devient  alors 

^^  r^'      RO^       ^e  i/I 

La  loi  demandée  est  fort  simple  dans  le  cas  particulier  envisagé. 
Elle  montre  que  le  temps  d'une  petite  oscillation  est  proportionnel 
à  l'amplitude  de  celle-ci.  Cela  vérifie,  d'une  façon  extrêmement  re- 
marquable, ce  que  j'ai  avancé.  Il  va  de  soi  que,  dans  le  cas  général, 
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Texplication  de  la  précipitation  du  mouvement  est  d'une  nature  ana- 
logue, mais,  évidemment,  elle  est  bien  loin  d'avoir  une  expression 
aussi  simple.  A.  Buhl. 

789.  (Enestrom)  (1896,  Sg).  —  Sur  le  mot  causa  pour  désigner 
Vinconnue.  —  La  question  soulevée  par  M.  Ënestrôm  est  intéres- 
sante. Je  ne  me  propose  pas  d'en  résoudre  la  difficulté  principale: 
je  voudrais  seulement  appeler  l'attention  sur  ceci  :  c'est  que  le  fait, 
au  premier  abord  quelque  peu  surprenant,  d'avoir  regardé  causa 
et  res  comme  synonymes,  en  traduisant  indifféremment  par  ce? 
deux  mots  le  même  mot  arabe  shaïy  est  cependant  naturel  de  la  part 
de  Léonard  de  Pise.  Littré,  on  le  sait,  fait  dériver  le  mot  français 
chose  du  latin  causa  (Littré,  Dict,  de  la  lang.  franc.,  4  vol.  in-f: 
Paris,  1873,  v"  chose).  C'est  qu'en  effet,  comme  le  remarque  avec 
raison  le  savant  auteur  du  Dictionnaire  de  la  langue  française, 
causa  est  employé  dans  la  basse  latinité  avec  le  sens  du  français 
chose^  et  du  latin  classique  res.  On  le  trouve  avec  cette  significalion 
dans  la  loi  salique,  dans  les  Capitulaires  et  dans  Grégoire  de  Tours, 
tous  antérieurs  à  Léonard  de  Pise.  Rien  ne  serait  plus  aisé  que  de 
le  montrer,  au  besoin,  par  des  textes;  mais  cette  preuve  serait  plu- 
tôt du  ressort  d'une  revue  de  Philologie  que  de  Y Interniédùiire. 
Qu'il  me  suffise  donc  de  dire  que  Littré  n'a  fait  que  se  rallier  à 
l'opinion  de  Du  Gange.  Ouvrons  le  Glossaire  de  ce  dernier  au  mot 
causa  {Glossarium  ad  scriptores  mediœ  et  infimœ  latinitatis. 
auctore  Garolo  Dufresne,  domino  Du  Gange,  édition  Garpentier  des 
bénédictins  de  Saint-Maur,  in-P;  Paris,  Osmont,  I753,  t.  H,  col.  454" 
v°  causa).  Après  avoir  donné  un  premier  sens,  1,  de  ce  mot,  Du 
Gange  continue  en  ces  termes*:  «  2,  Causa,  res  :  Unde  Gallis,  chose: 
ItaliS;  cosa....  »  Puis  suivent  des  exemples.  Je  n'en  transcris  qu*uD 
seul;  c'est  une  locution  usitée  dans  le  droit  du  moyen  âge  :  «  Cau- 
sam  alterius  tollere,  enlever  la  chose  d'autrui.  » 

Il  est  donc  certain  qu'antérieurement  à  Léonard  de  Pise,  causa 
était  souvent  regardé  comme  synonyme  de  res;  on  s'explique  dès 
lors  qu'il  n'ait  fait  aucune  difficulté  de  traduire  ^/lat,  tantôt  par  l'un 
de  ces  mots,  tantôt  par  l'autre.  Mais  ce  qui  précède  m'a  engagé  â 
poser  la  question  que  l'on  trouvera  p.  172.  B,  Braid, 

908.  (1896,  9.01)  (G.  ËNESTRÔAi).  —  Sur  la  Géométrie  des  lunules 
(1898,  94).  —  Parmi  les  documents  ayant  trait  à  la  Géométrie  de< 
lunules,  et  publiés  antérieurement  à  l'Ouvrage  de  Wallenius  (1766;, 
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il  convient  de  mentionner  les  travaux  dus  à  Artus  de  Lionne  (>lm^- 
nior  circuli  contemplatio,  1654);  Tchirnhaus  {Actes  de  Leipsic, 
1687);  Perks,  Wallis  (Ibid,,  1700);  de  l'Hôpital  {Mém,  de  VAc. 
des  Se. y  17-ao,  et  Hist.,  79;  1701);  Varignon  {Ibid.,  21-23;  i7o3); 
et  les  Amusemens  philosophiques  du  P.  Bonaventure  Abat 
(Amsterdam  et  Marseille,  1763),  dont  le  premier  Chapitre  (i-54)  est 
intitulé  :  v  Sur  quelques  propriétés  de  deux  ares,  de  deux  différens 
cercles  quelconques  comparés  ensemble,  et  principalement  des  Lu- 
nuleSf  et  autres  parties  quarrables  et  non  quarrables,  qui  résultent 
de  leur  intersection  ;  le  tout  démontré  par  la  seule  Géométrie  d'Eu- 
clide.  » 

L'auteur  expose  l'historique  de  celte  question  et  fait  mention  d'un 
travail  qu'il  avait  publié  dans  les  Mémoires  de  Mathématique  et 
de  Physique^  rédigés  à  l'observatoire  de  Marseille,  ainsi  que  de  re- 
cherches sur  le  même  sujet  par  A.  de  Lionne  et  autres  auteurs  sus- 
mentionnés. 

Je  ne  puis  faire  la  comparaison  nécessaire  entre  les  résultats  des 
auteurs  que  je  viens  de  citer,  mais  j'ai  pensé  que  l'indication  de 
l'Ouvrage  du  P.  Abat  pourrait  avoir  son  utilité. 

Pour  une  autre  proposition  sur  les  lunules,  voir  G.  DosTOR  {N.A., 
1896;  quest.  1732;  p.  296).  Pour  les  lunules  carrables,  voir  N.  A., 
395-397;  1849.  H.  Brocard. 

979.  (1897,  27)  {Rosace).  —  Lim  de  : 


1  I 


loglog/i—  (— rrrr  +  .. .'   o  +•••-+-  „  il„„) 
^2iog2        ilogd  nlog/i/ 


(1897,  i65,  277;  1898,  101). 

J'ai  calculé  il  y  a  trois  ou  quatre  ans  la  limite  de  l'expression  qui 
fait  le  sujet  de  la  question.  Je  viens  de  remettre  la  main  sur  les 
résultats  de  mon  calcul,  que  je  me  borne  à  transcrire,  sans  procéder 
à  une  vérification  pour  laquelle  le  temps  me  fait  trop  défaut. 

On  aurait 

(~T ^  TT ï  H-... H i loglog/l  -Hl  )  =  0,7946786 

2l0g2  31og3  /llog/l  ^       ^  //î  =  « 

Je  serais  désireux  que  l'auteur  de  la  question  voulût  bien  me 
faire  connaître  si  cette  valeur  coïncide  avec  celle  qu'il  a  pu  obtenir 
de  son  côté  (  *  ). 


(')  L'adresse  de  M.  Malo  est  :  Capitaine  du  Génie,  à  Sétif,  Algérie. 
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Au  cours  des  mêmes  calculs,  j'avais  trouvé  également  la  valetr 
suivante  : 


1 


im    — 

L2(i-h 


loga)       i(i-+-log3} 

-^ ; i ^  —  log(i-h  log/n-i)  =  — o,36o2iai. 

/i(i-hlog/i)  ^^  *  'Jii  =  -  ' 

Je  désirerais  également  qu'elle  fût  confirmée  ou  infirmée  par  an 
autre  calculateur.  E.  Malo. 

993.  (1897,  3o)  (G.  de  Rocquigny).  (1898,  i6).  —  Décomposer 
en  trois  triangulaires  les  nombres  de  la  forme  /i*-+-4' 

Il  me  semble  contrairement  à  la  réponse  de  la  page  i6  que  Ton 
peut  trouver,  dans  certains  cas,  une  formule  pour  décomposer  es 
trois  triangulaires  les  nombres  de  la  forme  n*+  4-  En  effet,  si  n  e$i 
un  nombre  triangulaire,  par  exemple,  on  a 

(/i-Hi)(/i-^a)       (/i  —  3)(n  —  2) 


n'-h  4  =  /n- 


'jt 


On  a  d'ailleurs,  en  général, 

a«  -f-  6'  =  6  -f-  ^^ -f-  ^ — . 


2  2 

Si  n  est  un  nombre  pentagonal  de  rang  positif  ou  négatif,  00  2 
également  une  formule  de  décomposition  pour  les  nombres  de  la 
forme  n*  -*-  1 1  : 

,  o        ,     (n-4-l)(/l-H2)  (/l  — 5)(/l  — 4) 

71*  -h  1 1  =  3  71  -4-  ^^ ■ h ^  . 

2  2 

Voici  encore  une  formule  de  décomposition,  dans  le  cas  où  n  est  le 
produit  de  deux,  entiers  consécutifs  de  même  parité. 

(a*  — i)«-i-4  =  ~(a*-4-a  — i)(a«-ha  —  2) 

H — (a*  —  a  —  i)(a* —  a  —  2)-i ^- 

Cette  formule  permet  aussi  de  décomposer  les  nombres  de  la 
forme  n'  -4-  1 1 .    . 


(a* — i)*-Mi=  -(a*-+-  a  —  i)(a>-4-a  —  2) 


_(a«-a  — i)(a«— a--2) 


4.5 


G.   DE  ROOQUISNT. 
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1051  (1897,  99)  {Rosace),  —  Formule  triganomé trique.  (1897, 
255;  1898,  17,  106).  —  La  démonstration  de  M.  Petersen  n'est  pas 
trigonométriquey  du  moins  selon  ma  manière  de  voir,  car  j'ai  posé 
ma  question  après  avoir  lu  une  démonstration  analogue  dans  le 
Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan  (1882^  t.  I,  p.  160).  J'insiste  donc 
dans  ma  demande  d'une  démonstration  purement  trigonométrique 
de  la  forme  dont  il  s'agit.  Rosace. 

1079.  (1897,  125)  {Dilettante).  —  1231.  (1898,  3o)  (E.  Lasker). 
—  Prix  académiques  (1897,  257;  1898,  66).  —  L'Académie  royale 
des  Sciences  de  Madrid  a  proposé,  pour  le  Concours  des  Sciences 
mathématiques,  les  questions  suivantes  : 

Pour  1898  (clôture  le  3i  décembre  1898)  :  Calcul  et  disposition 
méthodique,  en  tables,  des  valeurs  numériques  de  diverses  fonctions 
transcendantes  utiles  ou  fréquemment  employées  aux  applications 
des  Sciences  mathématiques  et  qui  n'ont  pas  encore  été  calculées. 

Pour  1899  (clôture  le  3i  décembre  1899)  :  Traité  de  Trigonomé- 
trie plane,  circulaire  et  hyperbolique,  et  de  Trigonométrie  sphérique 
et  sphéroîdique.  H.  Brocard. 

1085.  (1897,  146)  (Lémerat).  —  Sur  les  courbes  à  aiguillage 
(1897,  258;  1898,  107).  —  Dans  ma  question  où  je  n'avais  nullement 
en  vae  les  applications  pratiques,  mais  bien  la  théorie  des  fonctions; 
j'avais  repoussé  les  solutions  de  la  forme  ^(x^y)  ^{x^y)-=.o^  et  toute 
fonction  admettant  une  décomposition  analogue.  J'ai  cru,  puisque 
je  parlais  d'une  fonction,  que  la  chose  était  claire  et  que  je  ne 
demandais  pas  des  procédés  pratiques  pour  juxtaposer  deux  courbes 
distinctes  telles  que  les  donne  l'auteur  de  la  réponse  (1898,  p.  107); 
il  s'agissait  de  trouver  des  courbes  à  aiguillage  telles  qu'il  n'existât 
aucune  autre  courbe  sans  aiguillage  dont  un  élément  linéaire  put 
coïncider  avec  un  élément  quelconque  des  premières.  La  question  a 
d'ailleurs  reçu  de  M.  Brocard  (/.  A/.,  258,  1897)  la  réponse  que  je 
désirais.  Ë.-M.  Léuerat. 

1089.  (1897,  47)  (E.-N.  Barisien).  —  Triangles  de  périmètres 
maximums  ou  minimums  inscrits  ou  circonscrits  à  une  ellipse 
(1898,  39).  —  La  réponse  de  M.  Hermann  ne  me  donne  pas  la  mé- 
thode pour  inscrire  dans  une  ellipse  un  triangle  de  périmètre  maxi- 
mum ou  lui  circonscrire  un  triangle  de  périmètre  minimum,  et  c'est 
cela  seul  que  je  désire  avoir.  Je  connaissais  le  théorème  général 
énoncé  comme  réponse.  E.-N.  Barisien. 
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1090.  (1897,  i47)  (A..  Goulard).  —  Sur  un  passade  d'Ed.  Lucas 
(1898,  39).  —  Je  remercie  M.  Delannoy  de  sa  réponse;  mais  èie  ne 
me  done  pas  Texplication  que  je  demandais.  J'ai  fini  par  )a  trouT«r 
dans  les  C.  /?.,  i.  LXXXIV,  p.  441-44^;  1877.  A.  Goclakd. 

1133.  (H.  Tarry)(1897,  196).  —  Formule  d'Euler  ar«-+-ar-+-4i 
(1898,  ii4)'  —  La  formule  donnée  par  M.  Brocard,  a:*-har-+-i-,  qui 
donne  seize  nombres  premiers  pour  2:  =  o,  i,  3,  ...,  i5,  est  daeà 
Euler  :  Opéra  postuma,  t.  I,  p.  i85;  Petropoli,  1862.  Legendrc, 
dans  la  Théorie  des  nombres,  3'  édition,  t.  I,  p.  ^48-255;  iS3o. 
donne  une  méthode  qui  pourrait  conduire  à  d'autres  formules  ana- 
logues. G.  Vacca  (Turin). 

1174.  (1897,  226)  (G.  DE  Rocquigny).  —  Vandermonde dont  il  e«i 
ici  question  n'est  pas  le  mathématicien  de  ce  nom,  mais  Cbarief 
Augustin  Yandermonde,  médecin,  né  à  Macao  le  18  juin  1727,  décède 
à  Paris  le  28  mai  1762.  Au  moment  de  sa  mort,  il  rédigeait  depob 
janvier  1756  le  Journal  général  de  Médecine,  qui  fut  continué  par 
Houx,  Dumangin,  Bâcher,  etc.  Je  m'écarterais  du  but  de  Ylntermé- 
diaire  en  donnant  d'autres  détails  sur  les  travaux  et  la  vie  de  ce 
savant.  Je  me  contente  d'ajouter  que  le  Journal  de  Médecine  se 
trouve  signalé  dans  le  Manuel  du  Libraire  de  Bru  net  (t.  Yl, 
colonne  427,  n°  7445.  Paris,  Didot;  i865);  cette  indicatioo  pourra 
faciliter  les  recherches.  //.  Braid, 

1221.  (1898,  29)  (Grip).  —  Maximum  du  triangle  OAB;  O  est 
le  centre  d'un  cercle  donné,  \  et  B  sont  des  points  du  cercle. 
AB  passe  par  un  point  fixe  M.  —  Soient  OA  =  R  le  rayon  du 

cercle,  OM  =  a  la  distance  du  point  fixe  M,  a  l'angle  OMA  et  i 

l'angle  0MB;  la  fonction  à  étudier  est 

u  =  sin(a  -t-  x)  /R*  —  a'sin>jr 

et  l'équation  dérivée 

R'cos(a  -\-  X)  — a*sina?sin(a  -h  aar)  =  o 


revient  à  la  suivante  : 


R« 


tanga?  tang(a  -i-  aar)  -  ^:3^  =  o 
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Elle  est  donc  généralement  du  troisième  degré  en  tangjr;  donc  les 
deux  maxima  de  ABC  ne  peuvent  se  construire  que  dans  des  cas 
particuliers.  P.  Barbarin,  P,  Gustave, 

1241.  (1898,  5i)  (E.  Borbl).  —  Littré  écrit  dans  son  grand  Dic- 
tionnaire : 

«  Les  mathématiciens  disent  au  pluriel  des  maxima;  mais  les 
grammairiens  demandent  qu'on  traite  ce  mot  comme  français  et 
qu'on  dise  des  maximums.  Les  mathématiciens  disent  ordinaire- 
ment, au  pluriel,  des  minima.  Mais,  dan^  le  langage  général,  il  faut 
dire  les  minimums  et  non  les  minima.  »  Littré  a  sans  doute  raison. 
Je  crois  cependant  que  Tusage  des  mathématiciens  prévaudra, 
même  dans  le  langage  général.  Et,  en  effet,  pourquoi  Littré  lui- 
même  écrit-il  :  a  Le  desideratum  d'Euclide.  Les  desiderata  de  la 
physiologie  du  cerveau  sont  très  nombreux  »?  Les  naturalistes 
parlent  couramment  de  desiderata^el  à'oblata  et  jamais  de  deside- 
ratum (tums)  ni  d'o&/a/Mm(^i/m5).  Les  météorologistes  (E.  Renou, 
A.  Angot,  J.-R.  Plumandon,  etc.)  écrivent  :  tension  maximum, 
tensions  maxima,  la  température  maximum,  la  hauteur  minimum, 
les  minima  barométriques,  etc.  Les  géologues  (A.  de  Lapparent,  etc.) 
font  de  même.  Elisée  Reclus,  Tillustre  géographe,  écrit,  lui  :  la 
température  minimale.  Cela  tranche  la  difficulté.  Je  suis  entiè- 
rement de  Tavis  de  M.  Emile  Borel,  et  les  meilleures  raisons  ne  tien- 
dront pas,  à  mon  sens,  contre  l'usage  des  mathématiciens. 

G.    DE    ROCQI'IGNY. 

On  trouve  dans  le  grand  Dictionnaire  de  Littré  :  «  Les  mathéma- 
ticiens disent  ordinairement,  au  pluriel,  des  minima.  Mais,  dans  le 
langage  général,  il  faut  dire  les  minimums  et  non  les  minima.  » 
D'autre  part,  l'Académie,  dans  la  dernière  édition  de  son  Diction- 
nairC;  a  adopté  le  pluriel  ums  pour  les  noms  d'origine  latine  ter- 
minés en  um.  Les  mathématiciens  devraient  donc  dire  une  aire  mi- 
nimum, des  aires  minimums  s'ils  voulaient  se  conformer  aux  règles 
du  langage  courant.  D'ailleurs  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'ils 
emploient  un  pluriel  différent,  si  ce  n'est  qu'il  est  consacré  par 
l'usage.  M.  Godefrot. 

La  question  1211  me  rappelle  une  boutade  de  Gergonne.  Dans  le 
tome  XX  des  A.  G,  (livraison  de  mai  i83o,  p.  3 17),  il  publie  un 
article  qu'il  intitule  :  «  Des  maxima  et  des  minima  dans  les  fonc- 
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lions  d'une  ou  plusieurs  variables.  »  Mais  en  note  au  bas  de  la 
page  il  écrit  ce  qui  suit  : 

«  Il  y  a  déjà  longtemps  que  M.  Lacroix  s'est  affranchi  de  la  pé- 
dantesque  coutume  de  parler  latin  en  français,  et  les  mots  maximum 
et  minimum  sont,  en  effet,  d'un  usage  assez  ancien  et  assez  fré- 
quent dans  notre  langue  pour  mériter  des  lettres  de  naturalisatioe. 
Mais  je  n'ai  pas,  comme  M.  Lacroix,  l'honneur  d'appartenir  à  Vkcè- 
demie  royale  des  Sciences  et  aux  hautes  écoles  de  la  capitale;  elfi 
j'écrivais,  comme  lui,  des  maximums,  des  minimums,  beaucoup 
de  gens  pourraient  en  inférer  que  je  n'ai  point  fait  mes  classes,  ce 
qui  me  porterait  un  notable  préjudice  dans  leur  esprit.  »  Les  mots 
soulignés  le  sont  par  Gergonne. 

L'auteur  de  la  question  12^1  demandant,  entre  autres,  des  ren- 
seignements historiques,  ces  quelques  lignes  de  Gergonne  pourroci 
peut-être  l'intéresser.  //.  Braid. 

1243.  (1898,  53)  (Noël),  —  Une  courbe  d'ordre  m  est,  en  géné- 
ral, de  la  classe  n  =  m{m  —  i),  à  moins  que  le  nombre  m  ne  soii 
de  la  forme  m' {m' — i),  auquel  cas  la  classe  est  n  =  m\  De  même, 
et  corrélativement,  une  courbe  de  classe  n  est,  en  général,  àc 
l'ordre  m  =  n{n  —  i),  à  moins  que  n  ne  soit  de  la  forme  n'{n' — i). 
auquel  cas  l'ordre  est  m  =  n'. 

En  d'autres  termes,  l'ordre  m  et  la  classe  n  d'une  courbe  al«r^- 
brique  sont  liés,  soit  par  la  relation  n  =  m{ni  —  i),  soit  par  la  rela- 
tion m  =  n(n  —  i).  Il  n'y  a  d'ailleurs  ni  plus  ni  moins  de  courbe* 
d'une  espèce  que  de  l'autre,  car,  à  toute  courbe 

[/(X,Y,T)  =  o,  ç(U,V,R)  =  o] 

d'une  espèce,  correspond  la  courbe 

[/(U,V,R)  =  o,  <p(X,Y,T)  =  o] 

de  l'autre  espèce. 

Les  mots  en  général  signifient  donc  en  réalité  dans  ce  qui  pré- 
cède :  une  fois  sur  deux.  Ils  supposent  en  outre  que  la  courbe  cob- 
sidérée  n'a  pas  de  points  (ou  tangentes)  doubles  :  dans  ces  cas,  la 
relation  entre  l'ordre  et  la  classe  est  donnée  par  les  formules  d( 
Pliicker.  L.  Ripert. 

La  contradiction  apparente  signalée  par  lYoè'l  est  un  fait  biea 
connu  et  porte  dans  l'histoire  de  la  Géométrie  le  nom  de  paradoxe 
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de  Poncelet.  On  peut  l'expliquer  par  la  simple  remarque  que  la 
formule  n  =  m(m  —  i)  est  applicable  aux  seules  courbes  générales 
dans  leurs  ordres  et  la  formule  analogue  aux  seules  courbes  géné- 
rales dans  leurs  classes,  et  qu'une  courbe  générale  considérée  comme 
lieu  de  points  ne  Test  pas^  considérée  comme  enveloppe  de  droites. 
Du  reste  les  célèbres  formules  de  Pliicker  donnent  l'explication 
complète  de  la  chose.  Gino  Loria  (Gènes). 

Réponse  analogue  de  M.  Besouclein. 

Le  correspondant  de  V Intermédiaire  qui  a  posé  la  question  l'a 
certainement  fait  par  inadvertance.  Il  ne  s'est  pas  souvenu  de  la 
formule  de  Plûcker 

/i=  /n(m  —  i)  —  20  —  3  A*, 

qui  répond  immédiatement  à  sa  question. 

S.  PiNCHERLE  (Bologne),  Achète, 

1*44.  (1898,  53)  (G.  Ricalde).  —  Soit  <prt(a?)  =  o  l'équation  aux 
racines  primitives  de  l'équation  binôme  x" — i  =  o.  Les  nombres 
inférieurs  à />  qui  appartiennent  à  l'exposant  n  relativement  à  p  sont 
les  racines  de  la  congruence  ^n{^)  ^o  (mod/?). 

Leurs  fonctions  symétriques  simples  sont  donc  congrues  (mod/?) 
aux  coefficients  de  Ç/»(^)  affectés  d'un  signe  convenable. 

Or,  a,  bj  c,  d,  ...  étant  les  facteurs  premiers  distincts  de  n, 
on  a 

,    ,       (a?"  — i)n\ar^— i/nVar^*^-i;... 
Si  k  est  le  nombre  des  facteurs  premiers  distincts  de  n, 

L'équation  fa(^)  étant  de  degré  «p(/i),  on  a 

P  E-  (—  i)?««J<p„(o)  -^  (—  i)?^''^        (modp). 

Or  ç(/i)  est  pair,  sauf  pour  n  =  2,  ce  qui  démontre  la  deuxième 
partie  de  la  question.  Pour  traiter  la  première,  formons  les  deux 
premiers  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  fni^)-  Si 
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A'  est  pair,  j  étant  le  plus  grand  facteur  premier  de  n,  on  a 


N  — 


?/i(ar)  = [N  —  T  =  o(n)l. 

T—  — -^— — 

Si  k  est  impair  et  contient  un  facteur  de  plus,  l  étant  le  plos 
grand  des  facteurs,  on  a 


x^  —  X       t"^)  "  '''  •  •  •  "^'  -A  - .  . 


n 
T 


Le  quotient  est 


N- 


^N  —  T  —  X        ^"^»  \*''' •  ■  •  '/''  -H  .  .  . 

ilans  le  premier  cas,  et 


N- 


dans  le  second  cas.  Ton  voit  donc  que  : 

1°  Si  n  est  le  produit  d'un  nombre  pair  de  facteurs  premiers  dis- 
tincts, on  a 

S  =  i        (mod/>); 

2**  Si  n  est  le  produit  d'un  nombre  impair  de  facteurs  premiers 

distincts, 

S  =  — I        (mod/?); 

3**  Si  n  est  divisible  par  une  puissance  d'un  nombre,  d'exposant 

supérieur  à  i,  on  a 

S  ^^  o        (mod/>). 

£.  Ballt. 

Les  deux  théorèmes  sont  exacts.  On  a  toujours  (excepté  pour  n=i) 

P  ==  -+-  I         (mod/>). 

Puis,  n  étant  divisible  par  un  carré,  l'on  a  S  ^o  (mod/>).  Si,  par 
contre,  n  n'est  pas  divisible  par  un  carré,  on  a  S^dti  (mod/i), 
suivant  que  le  nombre  des  facteurs  premiers  de  n  sera  pair  on 
impair.  Loup. 

12i5(»).  (1898,  53)  (G.  Ricalde).  —  Si  l'on  représente   par  x, 
et  j^rt  les  termes  généraux  des  suites  fondamentales  de  (i)  et  (a) 


(>)  Cetle  question  a  été  classée  par  erreur  à  D2b;  elle  doit  rètre  a 
HlSot. 
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définies  respectivement  par 

iFin-i=  «^it  — J^/i-i        (a?o=  o,  5?!  =  i), 

yn+i  =  ?yn—yn-i      (yo  =  o,  j^i  =  i), 

on  a,  d'après  la  formule  (5)  de  notre  Mémoire  sur  les  suites  ré- 
currentes (LXIV*  Cahier  du  Journal  de  V École  Polytechnique) 

a„=aiXn  —  ^/i-i,        à„  =  biyn — yn-i* 

Le  terme  a^  de  la  suite  (i)  sera  donc  le  même  que  le  terme  b/e  de 
la  suite  (a)  si  UiX/^ — ix^h-i  =  btyk — yk-i-  Lorsque  a  et  p  sont 
donnés,  les  x  et  les  y  sont  déterminés;  par  suite,  on  peut  toujours, 
l'une  des  quantités  ai  ou  bi  étant  donnée,  disposer  de  l'autre  pour 
que  cette  égalité  ait  lieu.  Les  expressions  des  x  et  des  j^  en  fonction 
de  X  et  de  p  sont  d'ailleurs  les  suivantes  [loc,  cit,,  formule  (8)]  : 


Xfi  t=^ 

1  =  0 


2    (-•ya-,-,a'— -»', 


1  =  0 


Les  formules  (38)  et  (4o)  du  Mémoire  cité  montrent  que  les 
termes  i,  a/iy  a^ht  •*•»  <^nh^  •••  forment  une  suite  récurrente  dé- 
finie par  ^aa^  (^/i-+-i  —  ^h—\)<^{n—\)h — <i-{n—t)h'  ^^  même,  les  termes 
if  bt^  btiy  ...,  bakj  "'  forment  une  suite  récurrente  définie  par 
àMk=  lyic+i  —  yk'i)bin-'i)k—  *(/i~t)A.  Ces  deux  suites,  ayant  déjà  en 
commun  leurs  deux  premiers  termes,  coïncideront  entièrement,  si 

Ton  a 

x/t+i  —  Xh  =  yk-i-i — yk"        M .  d'Ocagne. 

Autre  réponse  analogue  de  M.  Besouclein. 

Cette  question  se  confond  avec  la  question  316,  posée  par  moi 
(i8«}4>  P*  <8o).  Il  y  a  été  donné  réponse,  1895,  p.  119. 

A.  BOUTIN. 

1246.  (1898,  53)  (G.  de  Rocquignt).  —  Lettres  spirituelles  de 
Fénelon  {lettre  148}.  —  «  Je  ne  vous  écris,  mon  bon  et  cher  Fils, 
qae  deux  mots...  » 

«  Retranchez  toutes  les  curiositez  qui  passionnent,  et  soïez  fidèle 
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à  ne  parler  jamais  sans  nécessité  de  ce  que  vous  sçaurez  mieux  qo'oB 
autre.  Sur  tout  ne  vous  laissez  point  ensorceller  par  les  atraitsdi^ 
boliques  de  la  Géométrie  :  rien  n'éteindrait  tant  en  vous  Tesprit 
intérieur  de  grâce,  de  recueillement,  et  de  mort  à  vôtre  proprt 
esprit.  »  (Édition  d'Amsterdam,  1723). 

Les  Mathématiques  et  d'autres  Sciences  ont,  en  effet,  été  désignées 
longtemps  par  l'épithète  de  «  curiosités  »;  d'Alembert  cite  «oe 
partie  de  ce  passage  dans  son  éloge  de  Bossuet.  J'ignore  qui  est  cf 
a  cher  Fils  »  et  je  ne  sais  pas  non  plus  où  Budan  s'en  occupe. 

G.  Mauplh. 

1249  et  1250.  (1898,  54)  (Grip).  —  La  solution  de  la  premièrf 
question  a  été  donnée  par  Poncelet,  qui  a  montré  que  le  point  M  eft 
à  l'intersection  de  deux  sphères  de  rayon  nul  ayant  pour  ceDire$ 
deux  points  d'intersection  de  s  et  de  s'.  Le  lieu  se  compose  donc  de 
six  cercles  ayant  chacun  pour  centre  le  milieu  d'une  corde  commonc 
aux  deux  coniques,  chacun  étant  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la 
corde  correspondante,  et  ayant  pour  rayon  le  module  de  la  demi- 
corde  quand  elle  est  imaginaire,  et,  au  contraire,  cette  demi-corde 

multipliée  par  ^ — i  quand  elle  est  réelle. 

On  en  déduit  que  le  lieu  dont  on  cherche  l'équation  dans  la  qnes^ 
tion  1250  n'existe  pas,  car  il  n'y  a  que  8  points  satisfaisant  aui 
données,  puisqu'un  point  M  doit  alors  être  sur  3  sphères  de  rayon 
nul,  ayant  pour  centres  3  points  communs  aux  2  coniques.  Ces 
8  points  sont  deux  à  deux  sur  les  perpendiculaires  au  plan  àti 
coniques  élevées  aux  centres  des  4  cercles  passant  par  3  points 
communs  à  ces  coniques. 

En  résumé,  pour  la  question  1249,  le  lieu  se  compose  de  6  cercles 
parfaitement  définis;  pour  la  question  1250,  il  n'y  a  pas  de  lieu  mais 
seulement  8  points  de  l'espace. 

P.  IIendlé.  a.  ScHiAPPA  MoNTEiRO  (Lisbonne). 

1254.  (1898,  75)  (A.  Boutin).  —  Enveloppe  d'un  plan.—  A  h 
page  818  de  ï Aperçu  historique  se  trouve  le  théorème  suivant: 
a  Quand  deux  ellipsoïdes  sont  concentriques  et  homothétiques,  l(^ 
plans  tangents  au  plus  petit  retranchent,  du  plus  grand,  des  seg- 
ments équivalents.  »  Mannueiii. 

L'enveloppe  est  un  ellipsoïde  semblable  à  l'ellipsoïde  donné. 
On  déduit  ce  théorème,  aisément,  du  cas  où  l'ellipsoïde  est  unt 
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sphère  et  où  le  théorème  est  évident.  Alors,  en  appliquant  la  trans- 
formation xi=zaXj yx^^by,  Z\  =  cz,  par  laquelle  la  sphère  devient 
un  ellipsoïde,  on  obtient  le  théorème  général. 

LiBBMAN.N  (Gottingen),  Julivs  Petbrsen  (Copenhague). 

1**  V  ordre  de  la  surface  enveloppe  est  égal  au  nombre  de  plans 
mobiles  parallèles  à  un  plan  donné,  —  On  sait,  en  effet  (théorème 
d'EuIer  en  Géométrie  du  Navire),  que  le  plan  mobile  touche  son  en- 
veloppe au  centre  de  gravité  de  la  section  plane  qu'il  découpe  dans 
l'ellipsoïde.  Pour  une  série  de  plans  parallèles  à  un  plan  diamétral 
donné,  tous  ces  centres  sont  sur  le  diamètre  conjugué,  et  ce  dia- 
mètre ne  contient  pas  d'autres  centres  de  sections  planes;  donc,  si 
n  plans  de  cette  série  répondent  à  la  question,  n  points  de  l'enve- 
loppe sont  sur  le  diamètre  correspondant,  et  n  seulement,  puisque 
le  centre  ne  peut  être  sur  l'enveloppe  que  pour  un  volume  découpé 
égal  à  la  moitié  du  volume  total  w  de  l'ellipsoïde.  c.  Q.  F.  D. 
2"*  Il  y  a  &  plans  répondant  à  la  question  et  parallèles  à  un  plan 

w 
donné.  —  Soient  v<,  —  \e  volume  détaché,  /  la  distance  au  centre, 

2 

comptée  parallèlement  au  diamètre  conjugué  du  plan  considéré. 

x^        v'       z'^ 
Rapportons  Fellipsoïde  — rH-4rH — r  —  i  =  o  aux   axes  suivants  : 
^^  ^  a^        b^        c* 

Les  deux   axes  a'  et  b*  de  la  section  diamétrale  parallèle  au  plan 

considéré,  l'axe  c'  étant  le  diamètre  conjugué,  qui  fait  un  angle  0 

avec  la  normale  au  plan. 

Si  7  est  la  surface  de  la  section  2'=  Z,  on  aura 


/ 


w 

cr  dz'  cosG  = V, 

'À 


Or,  on  trouve  facilement  que  a  =  iza'b'  l\ 7^  );  on  devra  donc 

^^a'ô'c'cosofs^  -  ~)  =  " -^; 
i  \    c         c'/        1 

or,  a'h* c'  cosO  =  abc  et  tv  =  \Tzabc\  donc  on  a  finalement 

-,,-3-. -4-2  =  4-» 


avoir 

w 

ce  qui  donne 
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ce  qui  peut  s'écrire 


.»z. 


<  I  :  donc  un  seul  des  trois 


Il  y  a  donc  trois  valeurs  de  /  répondant  à  la  question,  et,  comne 
tout  est  symétrique  par  rapport  au  centre,  on  voit  que  : 

La  surface  enveloppe  est  du  sixième  ordre.         c.  Q.  F.  o. 

3"  La  sur/ace  enveloppe  se  compose  de  trois  ellipsoïdes  con- 
centriques et  homothétiques  à  l'ellipsoïde  donné,  —  En  effrt, 

réquatton  (2)  montre  que  —  est  indépendant  de  c'et  ne  dépend  qoe 

c 

de  V,  qui  est  par  hypothèse  le  même  dans  toutes  les  directions. 
Les  trois  rapports  d'homothétie  sont  les  racines  de  réquation(2}. 

La  discussion  de  cette  équation  montre  que,  pour  p  •<  —  (ce  quoi 

peut  toujours  supposer  si  v<C^i  sans  quoi  on  prendrait  w  —  vn 

lieu  de  v),  on  n*a  qu'une  valeur  de    —, 

c 

ellipsoïdes  est  une  solution  géométrique  de  la  question,  aocoo 

ne  l'est  si  i?  >  iv. 

Dans  ce  cas,  d'ailleurs,  deux  des  trois  ellipsoïdes  sont  imaginaires. 

P.  IIkxdlê. 

Réponse  analogue  de  M.  E.  Fabry. 

1290.  (W.  Beman).  —  Origine  de  la  formule  (/--ï)^"*  =  ^^*- 
—  La  démonstration   demandée  se  trouve  dans  un  Mémoire  a^aot 

m 

pour  titre  :  De  la  controverse  entre  MAL  Leibnitz  et  BernouUi 
sur  les  logarithmes  des  nombres  négatifs  et  imaginaires,  publié 
dans  les  Mémoires  de  l* Académie  de  Berlin  de  1749,  à  la  p.  it3. 
11  est  à  noter  cependant  que  les  mots  de  Servois,  cités  par  M.  Be- 
man, ne  se  rapportent  pas  à  Gergonne,  mais  à  Argand,  à  propos  «io 
Mémoire  de  ce  dernier  publié  dans  les  Annales  de  Mathématiqnti 
pures  et  appliquées,  rédigées  par  J.-D.  Gergonne  (t.  IV)  et  por- 
tant le  titre  :  Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités 
imaginaires  dans  les  constructions  géométriques. 

W.-N.-L.  Janssen  van  Raaij  (Harlem  u 


>«««• 
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QUESTIONS. 


117.  (1894,  66)  [A3b]  D'importantes  questions  d'Ana- 
lyse dépendent  de  la  solution  du  problème  suivant  :  <(  Une 
équation  algébrique  à  coefficients  entiers  étant  donnée, 
exisle-t-il,  entre  certaines  de  ses  racines,  des  relations  li- 
néaires et  homo*;ènes  à  coefficients  entiers?  Combien  y  a-l-il 
de  relations  distinctes  de  cette  nature  »?         L.  Raffy. 

12o.  (1894,  68)  [P3b]  Des  points  A,,  A^,  ...,  A„ 
étant  donnés  sur  un  plan,  si  Ton  se  propose  de  trouver  sur 
ce  plan  un  point  X  tel  qu'en  transformant  la  figure  par 
inversion,  X  étant  pris  pour  pôle,  ce  pôle  soit  le  centre  do, 
gravité  des  points  transformés  A',,  A!,,  ...,  A)^,  on  sait 
qu'il  y  a  n  -:-  i  solutions  X| ,  Xa,  . .  .,  X,,_| . 

Pour  un  triangle  Ai  A2A3,  par  exemple,  il  en  résulte  deux 
points  remarquables.  On  demande  d'étudier  le  même  pro- 
blème en  supposant  les  points  A| ,  A2,  . . .,  A;,  répartis  d'une 
manière  quelconque  dans  Tespace,  ou  tout  au  moins  d'exa- 
miner la  question  dans  le  cas  de  quatre  points  seulement, 
lesquels  peuvent  être  regardés  comme  les  sommets  d'un 
tétraèdre.  C.-A.  Laisajvt. 

1331.  [JI^y]  Étant  données  sept  lettres  a,  b,  .  , .,  ^', 
les  sept  triades 

abc,    ade,    afg,     bdf,     bge,     cgd,     cfe, 

jipour  chacune  desquelles  les  trois  lettres  doivent  être   re- 
;ardées  comme  rangées  sur  un  cercle  en  tenant  compte  du 
^sens,  se  rencontrent-elles   dans  quelque  théorie   connue? 
In  ter  m . ,  V  (  Septembre  1 898  ) .  9 
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Deux  quelconques  des  sept  lettres  en  déterminent  une  Iroi- 
sième.  G.  Fontené. 

1332.  [E8a]  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD,  je 
voudrais  avoir  une  construction  géométrique  —  il  ne  s'agil 
pas  d'un  calcul  —  du  point  M,  tel  que  la  somme  des  carré> 
des  sept  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  côtés  AB. 
BC,  CD,  DA  et  sur  les  diagonales  AC,  BD,  XY,  soit  un  mi- 
nimum. Grip. 

1333.  [Q3]  Les  limitations  <p(a;,/)5o,  'i^JC^vL^' 
représentent  deux  régions  du  plan.  Comment  doit-on  faire 
pour  établir  la  limitation  qui  représente  la  partie  commune 
aux  deux  régions?  Rosace, 

1334.  [Elc]  L'hyperbole  de  Kiepert  d'un  triangle  ABC 
passe  par  l'orthocenlre  H  et  par  le  barycentre  G.  Le  passage 
par  H  entraîne,  pour  toute  conique  circonscrite,  les  pro- 
priétés d'être  hyperbole  équilatère  et  d'avoir  son  centre  sor 
le  cercle  d'Euler.  Le  passage  par  G  d'une  conique  circon- 
scrite entraîne-t-il  également  une  ou  plusieurs  propriélé> 
ijfén  cra  les  ?  NoéL 

1333.  [V9]  La  Commission  autrichienne  qui  devait 
examiner,  l'an  dernier,  les  Ouvrages  d'Hoëné  ^Vronski,  cel 
homme  dont  la  science  est  encore  une  énigme,  a-t-elle  ter- 
miné ses  travaux  et  publié  son  rapport?       de  Moktesscs. 

1336.  [V]  Quelle  est  l'origine  et  la  signification  étymo- 
logique du  mot  Mantisse,  qui  désigne  la  partie  décimale  duo 
logarithme,  ou  plutôt  du  mot  Mantissen,  par  lequel  d'an- 
ciens auteurs  allemands  désignent  les  chiffres  de  cette  partie 
décimale?  BéeL 

1337.  [D6ce]  On  demande  de  démontrer  que  1^ 
constante  de  Mascheroni  est  un  nombre  transcendant. 

G.  Wallenberg  (Berlin). 

1338.  [C2h]     Comment  se  comporte  la  fonction  j^  de  r 
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dans  le  voisinage  du  poinl  j?  =  o,  j'  =  o?  Y  en  a-t-il  un 
développement  (peut-être  suivant  les  puissances  de  x  et 
jclogjr)?  G.  Wallejvberg  (Berlin). 

1339.  [19]  Un  nombre  entier  n  étant  donné,  est-il  pos- 
sible, quelque  grand  que  soit  un  autre  nombre  N,  de  trouver 
un  nombre  entier  K  >>  N,  tel  que  K/i  -j-  i  soit  premier  et  ne 
divise  pas  la  somme  des  coefficients  de  l'équation  aux  carrés 
des  différences  des  racines  de  x* —  1 1^  o? 

Je  doute  beaucoup  quSl  puisse  en  être  ainsi  d'une  manière 
générale;  toutefois,  je  désirerais  savoir  s*il  n'y  a  pas  quelque 
nombre  n  (particulièrement  quelque  nombre  premier)  tel 
que  la  condition  énoncée  soit  toujours  réalisable,  quelque 
grand  que  soit  N.  G.  Flye  Sainte-Mabie. 

1340.  [K2a]  Étant  donnés  un  cercle  G  et  une  droite  A, 
combien  exisle-t-il  de  triangles  inscrits  dans  le  cercle  qui 
aient  pour  droite  de  Simson  par  rapporta  un  point  du  cercle 
C,  la  droite  A?  Je  désirerais  une  construction  de  ces  triangles. 

E.-N.  Barisien. 

1341.  [C2h]     x\-t-on  déjà  traité  les  intégrales 

^  «  É?©  r^  (D  do 


Peut-on  les  obtenir  sous  forme  finie? 

Ed.  Schmidt  (Bruxelles). 

1342.  [C2j]  Est-il  connu  qu'on  puisse  déterminer  par 
quadrature  toute  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure  est 
une  fonction  donnée  quelconque  de  la  normale  limitée  à  un 
axe  fixe?  Domon, 

1343.  [D2b]     Trouver  la  somme  de  n  termes  en  pro- 


-  196  — 
gression  logarithmique, 

S«  =  a  -h  a'* -h  a'* -h  a**' -r- . . . -t-  a'"~*. 

E.  Barbette  (Liège). 

134i.  [B12a]  A  tout  point  M,  dont  les  coordonnées 
rectangulaires  sont  x  et  y,  correspond  un  nombre  complexe 
z=ix  -h  l'y.  Certains  mathématiciens  (c'est,  je  crois,  le  pins 
grand  nombre)  expriment  celte  correspondance  en  disaol 
que  z  est  ïaj^xe  du  point  N;  d'autres,  au  contraire,  en  di- 
sant que  le  point  M  ^^xVaffixe  de  5. 

Quelles  raisons  y  a-t-il  pour  adopter  Tune  ouTaulrede 
ces  définitions?  Il  serait  peut-être  bon  de  préciser  le  sens  do 
mot  affixe,  pour  éviter  un  désaccord  qui,  bien  que  nW»- 
sionnant  jamais  aucune  erreur,  est  au  moins  assez  singulier. 

Voici,  à  ce  sujet,  quelques  lignes  extraites  d'Ouvrages 
publiés  récemment  : 

i"  ;;  est  V affixe  du  point  M. 

M.  Demartres,  Cours  d^ Analyse,  t.  II,  p.  i;  1892  : 

«  ...  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y^  M  s'ap- 
pelle V image  de  z.  Inversement  à  tout  point  M  correspond 
une  imaginaire  z  qu'on  appelle  Vaffïxe  de  ce  point.  » 

C.  Méray,  Leçons  nouvelles  sur  C Analyse  injinitési- 
male,  t.  I,  p.  07  : 

((  Cauchy  appelait  ajftxe  d'un  point  la  quantité  imaginain 
dont  il  constitue  la  représentation  graphique.  )> 

J.  Harkjness  and  F.  Morley,  yi  Treatise  on  tke  Theon 
oj  Funciions,  p.  2;  1893  : 

«  ïhe  number  x -r-  iy  can  be  replaced  by  a  single  svm- 
bol  ;5,  called  the  afffix  of  the  point.  » 

'jj^  Le  point  M  est  M  affixe  de  5. 

G.  Jordan,  Cours  cV Analyse,  t.  I,  p.  loG;  1882;  l.  I- 
p.  170  : 

«   ...  Ce  point  se  nomme  Y  affixe  de  a  -f-  bi.  »> 

B.  NiEWEKGLOvvsKi,  Cours  de  Géométrie  analytique ^ 
t.  Il,  p.  284;  189,)  : 

«...  On  sait  que  le  point  M  se  nomme  V affixe  de  5.  » 
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Làguerre,  Œuvres,  t.  I,  p.  i33  : 

((  Soient  a  et  A  les  affixes  de  deux  quantités  imaginaires 
j:  et  X.  - .  w. 

L.  LévY,  Précis  élémentaire  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  p.  i;  1898  : 

«...  d'un  point  M,  qu'on  nomme  Yaffixe  de  l'imagi- 
naire ».  E.   CoLOT. 

iSIS.  [V]  Dans  son  important  essai  sur  la  Géométrie 
grecque  {Wv\s^  1887),  M.  P.  Tannery  a  annoncé  (p.  i65) 
que  M.  Léon  Rodet  préparait  une  traduction  du  texte  arabe 
du  Commentaire  de  Héron  d'Alexandrie  sur  les  Éléments 
d'Euclide.  Cette  traduction  a-t-elle  paru?  dans  le  cas  affir- 
ma tif,  où  a-t-elle  été  publiée?  dans  le  cas  négatif,  le  sera-t-elle 
prochainement?  Gino  Loria  (Gênes). 

1316.  [V7]  Dans  une  lettre  du  a3  août  i638,  Descartes 
(édîl.  Clerselier,  t.  111,  p.  4t>8)  affirme  que,  si  l'on  excepte 
les  nombres  de  la  forme  2.4''  (somme  de  deux  carrés  seule- 
ment), ainsi  que  ceux  des  formes  6.4"  ou  i4-4''  (somme  de 
trois  carrés),  tout  autre  nombre,  au-dessus  de  4*7  est  somme 
de  quatre  carrés  dont  aucun  n'est  nul.  Cette  proposition 
est-elle  vraie?  Paul  Tannery. 

1347.  [Jla]     Le  produit  allerné 

(a/t  entier  et  positif), 

(a^_Hi>aA.)        {k  =1,2,  ...,  /i) 

«*st  divisible  par  le  produit  i!  2 !  3! ...  (/i  — i)î 

Ce  théorème  est-ll  connu?  Stad. 

1348.  [M*  Ica]  Quels  sont  les  travaux  les  plus  impor- 
tants sur  les  points  d'inflexion  des  courbes  algébriques? 
A-t-on  étudié  celles  de  ces  courbes  qui  ont  n  points  d'in- 
llexion  en  ligne  droite?  En  particulier  celles  dont  les  points 
d'inflexion  se  réduisent  à  3/i  qui  sont  situés  n  k  n  sur  trois 
droites  et  en  chacun  desquels  la  courbe  a  un  contact  d'ordre 
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n  —  1  avec  sa  tangente.  Connaît-on  en  particulier  les  théo- 
rèmes suivants  : 

I.  «  Si  une  droite  rencontre  une  courbe  algébrique  en  /* 
points  où  les  tangentes  sont  parallèles  et  si  n  —  i  de  ce* 
points  sont  des  points  d'inflexion,  il  en  est  de  même  du  /i'*"*^ 
(une  généralisation  est  possible).  » 

II.  ((  La  liessienne  des  courbes 

se  décompose  en  3(/i    -  2)  droites,  dont  //.  —  2  sont  confon- 
dues avec  l'axe  des  x.   » 

Pour  4  5^  =  10,  on  peut  toujours  déterminer  les  coeffi- 
cients de  (i)  en  fonction  de  Bf  et  B3  ou  de  B|  et  B^,  suivant 
les  cas,  de  façon  que  ces  3(/i  —  2)  droites  soient  confondue^ 
n  —  2  k  n  —  2,  la  courbe  ayant  ainsi  en  chacun  de  ses  poÎDt> 
d'inflexion  un  contact  d'ordre  n  —  1  avec  sa  tangente.  Je  ne 
demande  que  des  renseignements  bibliographiques. 

E.  Maillet. 

1349.  [H lie]  Quelle  est  la  bibliographie  sur  la  ques- 
tion de  la  résolution  des  équations  fonctionnelles 


n 


ao(.r),  ai{a:),    ...,  ol„{x)  étant  des  fonctions   données  e! 
/{x)  une  fonction  inconnue?  Ursus. 

1350.  [I23c]  On  sait  que  le  développement  d'un 
nombre  irrationnel  x  en  fraction  continue  fournit  les  frac- 
tions à  termes  entiers  qui,  eu  égard  à  la  grandeur  de  ce> 
termes,  s'approchent  le  plus  du  nombre  x.  A-t-on  lente  la 
généralisation  suivante  :  De  quelle  façon  doit-on  déterminer 


^n 


ard 


les  entiers  /«,  /i,  p  pour  que  1  expression >  eu  eg 

à  la  grandeur  de  ces  entiers,  s'approche  le  plus  possible  du 
nombre  irrationnel  x,  dont  l'irrationalité,  bien  entendu,  ne 
déepnd  pas  d'une  extraction  de  racine  carrée?  Ursus. 


•••«• 
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RÉPONSES. 


83.  (1894,  34;  1898,  121)  (M.  d'Ocagne).  —  Voici  trois  équations 
différentielles  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  F(:r;^,  ^)  pour 
que  Ton  ait  identiquement 

fi{x)     çifar)     ^^{x)  ! 

My)   ^t(y)   ^liy)  •• 

Mz)     ^:,{z)    ^^{z)  \ 


Posons 


«-♦■te -G)-  •=*■(£- S)- 

on  a  identiquement  F  =  ac(a  —  P),  w  et  a  étant  indépendants  dey, 
r  et  p  indépendants  de  x.  On  en  déduit 


c>a;  d/  dx  ôy 

ou 

F» 
FF**    —  F'  F'  — - a'  Ô'  —  a*  a'  p«B' 

\jt  second  membre  étant  le  produit  d'une  fonction  indépendante 
de  j<^  par  une  fonction  indépendante  de  â;;  on  a  donc 

^L(FF!^,-FiF;)=o. 

On  obtient  deux  autres  relations  analogues,  en  permutant  x^  y 
et  z.  Ces  trois  relations  sont  nécessaires;  mais  rien  ne  prouve 
«[u'elles  soient  suffisantes.  Nous  les  signalons  en  raison  de  la  simpli- 
cité avec  laquelle  on  peut  les  établir  :  elles  pourront  permettre  de 
conclure  qu^une  relation  donnée  entre  trois  variables  ne  peut  être 
représentée  par  un  abaque  à  alignements.  En  en  tenant  compte,  on 
pourra,  d'ailleurs,  vraisemblablement,  simplifier  la  solution  complète 
de  la  question.  E.  Duporcq. 
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1171  (1897,  265)  (GiNO  Loria).  —  Origine  de  la  cardioîde.- 
Les  éléments  d'une  réponse  à  cette  question  sont  fournis  par  an 
passage  du  compte  rendu,  par  M.  G.  Enestrôm.  du  t.  HI  et  deroier 
des  Vorlesungen  ûber  Geschichte  der  Mathematik  de  M.  Gaiooi 
{B.  M.y  p.  56-57;  ^^O^).  La  Rédaction. 

F^e  nom  du  mathématicien  cité  par  L.  Carré  n*est  pas  Koenersh 
mais  KoËRSMA.  Sans  doute,  il  s'agit  de  Jacobus  KoËRSMA,qui  a 
publié  en  1690  une  petite  brochure  :  Brief  aan  Lieuwe  WHUmz 
Graef,  {Cf.  Biërrns  de  H  aan,  Bibliographie  néerlandaise,, 
des  Ouvrages...  sur  les  Sciences  mathématiques  et  phjrsiqut^. 
Rome,  i883,  p.  i33.)  Du  reste,  la  cardioïde  était  assez  connue  déjà 
avant  Carré,  bien  qu'on  la  considérât  ordinairement  comme  aoe 
épicycloïde  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  mobile  qui  roule  san? 
glisser  sur  un  ceircle  de  même  rayon;  en  effet,  elle  est  mentionnée, 
par  exemple,  dans  le  Dictionnaire  mathématique  d'OzANAM  (voir 
rédition  d'Amsterdam,  1691,  p.  102-104),  qui  fait  voir  aussi  qw 
cette  courbe  a  la   propriété  signalée  par  M.  Cantor  à  la  p.  772. 

G.  EnbstroH. 

1178(1897,  266)  (H.  Dkllac).  —  Inventeur  du  centre  de  simi- 
litude, —  (1898,  i32).  —  Il  semble  que  ce  soit  Duhamel  le  premier, 
en  1828,  qui  ait  eu  l'idée  d'introduire  le  centre  de  similitude  dan> 
Vénoncé  de  la  définition  des  figures  semblables.  Voici,  en  effet,  ct 
qu'on  lit  dans  un  curieux  Volume  intitulé  :  Problèmes  et  dévelop- 
pements sur  diverses  parties  des  Mathématiques  y  par  M.  REiNirD 
examinateur  à  l'École  Polytechnique,  et  M.  Duhamel,  ancien  êlêu 
de  l'Ecole  Polytechnique  (Paris,  Bacheher,  1828,  in-8**,  p.  47  et  iS-. 
La  Préface  nous  apprend  que  c'est  Duhamel  et  non  pas  Reynaud  qui 
a  rédigé  cette  partie  de  l'Ouvrage.  Après  avoir  fait  une  intéressanic 
et  judicieuse  critique  des  définitions   des  figures  semblables  for- 
mulées antérieurement,  il  continue  en  ces  termes  :  «  ...  Je  cnM*»| 
que  l'on  pourrait  éviter  tous  ces  inconvénients  en  adoptant  la  détî- 
nition  suivante  :  Deux  quantités  géométriques  sont  semblables  lorv 
qu'elles  peuvent  être  placées  de  manière  qu'en  joignant  un  poinll 
fixe  avec  tous  les  points  de  l'une  d'elles,  on  obtienne  tous  ceux  M 
l'autre  en  prolongeant  ces  rayons  dans  un  rapport  constant.  »  L<t| 
contexte  que  j'omets  prouve  que  Duhamel  l'entend  d'une  figure  gê*) 
métrique,  plane  ou  solide,  absolument  quelconque.  Un  point  rest^ 
pourtant  dans  l'ombre.  Tout  en  faisant  nettement  la  différence  enti 
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la  similitude  directe  et  la  similitude  inverse,  il  ne  remarque  pas  que, 
pour  les  distinguer,  il  suffit  d'affecter  de  signes  contraires  les  deux 
rapports  de  similitude.  L'existence  du  centre  de  similitude  n'est  pas 
à  démontrer  quand  on  adopte  la  définition  de  Duhamel.  En  me  pla- 
çant à  ce  point  de  vue,  peut-être  ma  réponse  résout-elle  partielle- 
ment la  question  de  M.  Dellac.  //.  Braid. 

il91.  (1898,  2)  (L.  Ripert).  —  Formules  d'angleset  de  distance 
en  coordonnées  tétraédriques  (1898,  i55).  —  Vers  la  fin  de  cette 
année  paraîtra  un  Mémoire  intif  ulé  :  Die  Metrik  in  proj ektivischen 
Koordinaien  qui  répondra  complètement  et  de  la  façon  la  plus  gé- 
nérale, parmi  les  questions  qu'il  traitera,  à  ce  qui  fait  Tobjet  de  la 
question  1191.  Rudolf  Gerlacfi  (Zurich). 

119i  (H.  Broc\rd)(1898,  3).  —  Courbes  du  cinquième  degré.  — 
(1898,  i36).  —  Comme  complément  à  la  réponse  donnée  1898,  p.  2, 
j'ajouterai  : 

II*  .1/.,  numéro  de  février  1898.  Solution  de  la  4*  partie  de  la 
question  8o7,  par  iM.  Absolonne. 

xi"  J.  S.j  numéro  de  mai  1898,  p.  127.  Solution  de  la  lo*  partie 
de  la  question  38,  par  M.  Ed.  Drouet. 

i3°  Cours  de  Problèmes  de  Géométrie  analytique^  par  de  Long- 
CHAiiFS,  t.  I.  Chap.  I,  p.  35.  Solution  de  l'Exercice  49. 

14*  Même  Ouvrage,  Chap.  IV,  p.  i4o.  Solution  de  l'Exercice  40. 

H.  Braid. 

1195  (\i.  Brocard)  (1898,  3  ).  —  Courbes  de  degré  supérieur  à 
cinq,  —  (1898,  i38).  -  J.  S.,  1888,  t.  XII.  On  trouve,  comme  ré- 
ponse à  la  5'  partie  de  V Exercice  écrit  n°  lo,  une  courbe  unicursalc 
du  onzième  degré  (p.  255  et  285).  //.  Braid, 

1201  (1898,  4)  (A.  Bl'iil).  —  Périmètres  et  aires.  —  (1898,  142). 
—  La  propriété  de  io.  Jig.  2  (p.  i43)  s'étend  à  toute  équerre  formée 
de  deux  règles  plates  à  angle  droit  et  de  largeur  a,  comprenant  des 
nombres  quelconques  de  carrés  a*,  à  condition  d'ajouter  un  carré  a- 
dans  l'encoignure.  Soient  m  et  n  les  nombres  de  carrés  des  deux 
côtés.  Le  carré  du  sommet  de  l'équerre  est  compris  dans  chacun  des 
nombres  m,  n  et  ainsi  compté  deux  fois.  On  a  donc 

X  —  {m  -h  n)a*^        P  —  2(/n -h /i)a. 

In   autre  exemple  est  donné  par  un  ruban  cylindrique  découpé 

9- 
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en  crémaillère  et  formé  de  n  groupes  de  3  carrés  a*  à  angle  droit. 
autrement  dit,  par  un  ruban  cylindrique  de  2/1  carrés  a*,  surmonlc? 
de  n  carrés  a^  à  chaque  intervalle  a.  On  a  donc 

A  —  3n«2,         P  —  (j/ia. 

Même  propriété  pour  le  cas  où  les  dents  ont  m  carrés  de  relief, 
avec  m  carrés  d'intervalle.  On  a  alors 

A  = /i('2/ii -h  i)a>,         P  — /i(4  w -t- 2)a. 

II.  Brocard. 

Aucune  des  réponses  publiées  jusqu'ici  ne  donne  la  solutioi 
générale  de  la  question.  Celle-ci  m'a  été  longtemps  cachée  par  de? 
considérations  indirectes,  bien  qu'elle  soit  des  plus  simple*. 

Ktant  donné  un  contour  fermé  quelconque  dont  Vaire  totaU 
et  le  périmètre  total  sont  respectivement  A  et  S,  on  peut  toujoun 
exprimer  ce.î  quantités  en  fonction  d*un  paramètre  a,  choisi  à< 
telle  manière  que  l'on  ait 

dS. 


(«} 


da 


r=S. 


\ln  eiïet,  commençons  par  exprimer  A  et  S  en  fonction  d'un  pan- 
mètre  t  quelconque,  ce  qui  est  possible  d'une  infinité  de  manières,  rt 
soient 

les  relations  obtenues.  Si  l'on  considère  maintenant  t  comme  nat 
fonction  inconnue  de  a,  on  peut  déterminer  celte  fonction  inconoue 
par  l'équation  différentielle  (1)  qui  s'écrit  alors 

L'intégration  est  immédiate  et,  si  /  —  xn(a)  est  son  résultat,  il  e^t 
bien  clair  que  la  question  sera  résolue  par  les  formules 

A  --o[m(a)l         S  -=4;[Tïy(rt)]. 

Les  applications  sont  aussi  nombreuses  et  immédiates  que  simple?- 

A.  Bliil. 

1219.  (1898,  28)  (H.  Brocard).  —  L'énoncé  proposé  par  Voltaire 
me  parait  pouvoir  être  mis  en  équations  sous  cette  forme,  en  sup- 
posant 37  >  j^  >  -s  : 


x'^  —  y^-r-  s 


3  — 


^»— 5»-i-53=?«, 


-  Y^ 


2(.r* —  5*  )  -h  53  =  0*. 


I 
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Il  peut  se  traiter,  au  moins  pour  des  solutions  particulières^  avec 
les  méthodes  de  Diophante  et  de  Fermât,  par  exemple  en  supposant 
5  =  1,  et  peut  réellement  avoir  été  proposé  vers  la  fin  du  xvii*  ou  le 
commencement  du  xviii*  siècle.  Paul  Tamnery. 

ISM.  (1898,  53)  (G.  Ricalde). —  Voir  la  réponse  de  M.  Bauer  à 
la  question  {i6i  (1898,  p.  21 3).  La  Hédaction. 

1251.  (1898,  54)  (J.  Franel).  —  Soient  a7i  et  ^1  deux  nombres 
entiers  et  positifs  satisfaisant  à  l'équation  ^  ax  -^  by  —  1.  Le 
nombre  des  solutions  entières  et  non  négatives  de  Téquation 
or  -^  bj^  =  p  est  alors  le  nombre  des  nombres  entiers  compris  entre 

^-j—  et  —^'i  ces  deux  nombres  y  compris  s  ils  sont  entiers,  c  est- 


à-dire 


\pyi\ 

a    , 


pxx 


I    ou 


CiLl    _    c_^   ,   suivant    que  ^-r-^ 
a  \    b  ^         b 

est  ou  non  un  nombre  entier. 

Le  nombre  des  solutions  entières  et  non  négatives  de  l'équation 

ax  -i-  by  -r-  cz  =  n,  est  donc 


I  « 


.1.  [i  -■^ 


'  (/l  —  cz)xi 


]+*, 


A' étant   le  nombre  des  nombres  entiers  compris  dans  — r — -^1» 


n 


o~s^    — '-    c'est-à-dire  le   nombre  des  solutions  entières  et  non 
négatives   de  l'équation  bu-^  cxiz  =  nxij  nombre  qui  est  égal  à 


nxiZi 


nui 
c 


*-i,  ou   a 


nx^Zi 
b 

— 

nui 
c 

suivant  que  n  est 


ou  non  divisible  par  c,zietui  sont  deux  nombres  entiers  et  positifs 
tels  que  —  bui-^cxiZi  =  i. 
Je  dis  maintenant  que  si  l'on  forme  la  différence 


in  —  cz)yi        Un  —  cz)Yi 
a  a 


pour  a  valeurs  consécutives  de  z,  on  trouvera  toutes  les  fractions 


a       a       a 


a  —  I 
a 
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Si  Ton  pose,  en  eiïet, 


on  a 


(  n  —  czi)yi  —q^a-h  r,         (/i  —  c«,)^i  =  qia -r-  r, 


cyi(zx—zt)  =  (<7,  -  qt)a\ 


a  étant  premier  à  c  et  à  ^  divise  nécessairement  -j  —  z^ 
Divisons  alors  la  série  des  nombres 


—    ï  o:  -s;     -'  CB 


a 


groupes,   chaque   groupe   contenant  a  nombres.   Si   alors  on  po<<: 


(n— -C5)y, 


a 


au  lieu  de 


(n~cz)yx 


a 


Terreur  commise  pour  chaqie 


o  1 

groupe  est  — i h. 

*  a       a 

On  peut  donc  poser 


a  -    I        cr.  -  -  I 


a 


1 


z  = 


n 


,  n 
«  -=  I  - 
I  *• 


1 


r^    \(n  —  cz)yi  I  _   '^    (n  —  c z ),/| 


a 


^    {n  —  c 


n 

-    —  I 

cl  a  —  \ 


a        i       1 


-?' 


=  0 


5=0 


a  —2 


o  étant   un  nombre  qui  est  certainement  plus  petit  que Au 


n 


I    ^  I 


-f-  I 


n 


on  peut  écrire  —  en  négligeant    une  quanlitê 


lieu   de 

a        1  '  ac 

qui  est  plus  petite  que  i,  et  si  donc  on  écrit 


c 


à  la  place  de 


2 


Z--0 


(/I  -  -  C5)V, 


a 


n    a  —  1 
ac       1 


z — 


I  n 


2 


XrrO 


r/i  — cw)^, 


a 


on  commet  une  erreur  qui  est  comprise  entre  o  et  —    a    -  i). 


n 


Si  de   même  on   cent     >     -    -    . -7—  —     -   au   lieu  àt 


1  n 


2 


5=0 


( n  -  -  cz)t\ 


bc       1 


s  Terreur  est  comprise  entre  o  et  —   b  — i). 
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Oq  a  donc 


2  [r-^^^=^' 


(n  —  cz) 


I  1 


—  Il 


■2[^' 


~cz)yi       (n  —  cz)x 


n 
c 


2"- 


J       ac      2 


71    6  --  I 
6c       2 


*. 


—  c^          /i     6  —  a       , 
1 \~  /fi 

a6       '    abc       2 


5-0 


n 


2/1  —  I  -    c 

I  g| 

2a6 


(l^hO 


71(6  —  a) 
2.  abc 


*i, 


il  étant  compris  entre  b  —  i  et  —  (a  —  i).. 
Posons  I  -    = s.  Alors 


71 
271 —  '  —     C 

2a6 


/l  7ll  \  71/71  \  ,  . 

\\  c\        1       lab  \c        1 


lab 


.     ,.      j    '7i:F|^i         I71M1I  ,     \nxxZ\ 

Au  lieu  de  ;  — r— ^  1  —   1  ou  de  1  — \ — - 

61c  16 


71  Ui 


—  I,    on  peut 


,    .     nx\Z\        nu\        .  n        ,       w      , 

ccrire  — j- h  aTî  =  t — h  atj,  k^  étant  conapns  entre  —  1 


bc 


cl  2. 


Le  nombre  cherché  est  donc 


lab  \c        I 


n{n  -^  a 


•2  abc 


n(b  —  a) 
labc 


T-  -f  A:i-fA-j +£(!  —  £) — T 
bc  lab 


o) 


/    .,  .  ,  c  c 

«t  étant  compris  entre  6h-h 7- et  —  an r  • 

7.ao  lab 

La  méthode   n'est   pas  tout   à   fait  satisfaisante,  car  les  limites 

d'erreur  ne  sont  pas  symétriques  par  rapport  à  a,  6  et  c. 

A.  Palmstrôu  (Aas). 

1232.  (1898,  i5)  (A.  Boutin).  —  Je  n'ai  pas  réu^^si  à  résoudre  la 
question  dans  toute  sa  généralité,  mais  je  peux  indiquer  plusieurs 
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cas  de  possibilité  et  d'impossibilité  en  dehors  du  cas  de  possibilité 
n  —  A*  indiqué  par  M.  Boutin. 

Soit  a*-h(a-4-^)*H-...-h  [a-f- (/i  —  i)j^]»=  A'.  Il  faut  alors 
résoudre  l'équation  indéterminée 

(l)  a7*H-3(7l'  —  0^'v '*''*» 

où 

x  =  0a-^3(n  —  i)v         et        z—  — • 

L'équation  (i)  peut  s'écrire 

j'i^z^=  (n-4-i)[5«— 3(n  — i)j^«]. 

On  voit  d'après  cela  que  n-ri  doit  avoir  une  des  formes  a*,  aVi'. 
3a*  ou  3 (a' -h  6').  Le  problème  est  donc  impossible  quand  n  n'a 
pas  une  des  formes 

«2-1,         a'-v-^»— I,         3a«— 1,         3(«*-f-^>*)  — I. 

Si,  par  exemple,  n  est  de  la  forme  y  m  —  i,  le  problème  est  cer- 
tainement impossible  quand  m  n'est  pas  divisible  par  7. 

Je  dis  aussi  que  le  problème  est  impossible  pour  n  =  3(3/in-i)- 
Posons  en  effet,  dans  l'équation  (i),  n  —  3/?,  x  =  3x1.  On  a  alors 

(•2)  3a7j-f- (9/?  — 1)^2  =  />««. 

Nous  pouvons  supposer  que  cci^y  et  z  n'ont  aucun  facteur  com- 
mun. Si  alors  p  n'est  pas  divisible  par  3,  le  premier  membre  de 
l'équation  (-2),  et  par  conséquent  aussi  /?,  est  de  la  forme  3m  — i. 
z^  étant  de  la  forme  3m-i-i.  Remarquons  aussi  que  n  ne  peut  pâ? 
être  de  la  forme  3^Pm  —  i,  /?  >  o,  quand  m  n'est  pas  divisible  par 3. 
Dans  ce  cas,  on  a 

a:*—  (  3^Pm  —  i)z^  =-  —  3*/»-»-»  m(3«/'m  —  2)^'. 

Nous  pouvons  supposer  que  x,  z  ely  n'ont  aucun  facteur  com- 
mun. Pour  que  3*/»"*"*  divise  le  premier  membre,  il  faut  que  x  ci  * 
soient  tous  les  deux  divisibles  par  3/'-'-*.  Mais  alors  le  premier 
membre  sera  divisible  par  Z^p-^^,  ce  qui  ne  peut  pas  être  le  cas  pour 
le  second  membre. 

Cherchons  maintenant  quelques  cas  de  possibilité.  Si  I'od  peut 
résoudre  l'équation 

(3)  a^î— 7132=  3(^^_i)^2^ 
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on  peut  aussi  trouver  des  solutions  de  l'équation  (i);  car  l'équation 
ar' —  nz^  =  —  (n  —  i)  a  toujours  des  solutions.  On  voit  que  l'équa- 
tion (3)  est  résoluble  pour  /i-^-i  =  3a*.  Donc,  pour  /i  =  3a* — i, 
l'équation  (i)  a  toujours  des  solutions. 

Mais   on  peut  trouver  des  formules  encore  plus  générales.  Écri- 
vons J 'équation  (3)  sous  la  forme 

ex  posons  n  —  /iiH-  n%   On  a  alors 

Si  l*on  peut  résoudre  l'équation 
c'est -à-  dire 


on  a 


(X  -^  U)(X H) 


et,  si  l'on  pose 
on  trouve 

et 

(5)  n  =p'^{z^-\-Zy^)z:çipu^  /ij. 


ni==p[p(z^-^'iy^)^^7.u] 


p  étant  un  nombre  entier  quelconque  et  z^  y  et  u  satisfaisant  à 
l'équation  (4).  Nous  pouvons  considérer  deux  cas  spéciaux  très 
simples 

I  •»  /ij—  3A:-  —  I. 

La'  solution  générale  de  l'équation  (4)  est  alors 

yr=z  ^(6î/ij  — a*), 
z  =  etkab, 

£K  et  6  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  t  une  fraction  dont 
le  numérateur  est  quelconque  et  le  dénominateur  le  plus  grand 
coninnun  diviseur  de  3A*(ô*/iî-}- a*),  b^n^  —  a^  et  6kab. 

*^«»  /ij— A*. 
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On  a  alors 

u-^  M[6«(nî-+-i)-h3a*], 

y  --1  tkab^ 

z  =  t[b^(ni~\-i)  —  3a*J, 

a,  b  et  t  ayant  les  mêmes  propriétés  que  dans  le  premier  ci?. 
Inutile  de  dire  que,  si  Ton  a  trouvé  une  valeur  de  n  à  Taîde  dt 
l'équation  (5),  on  peut  poser  cette  valeur  à  la  place  de  n^  dais 
Téquation  (4),  résoudre  celle  équation  et  alors  de  réquattooiS^ 
calculer  une  nouvelle  valeur  de  n.  A.  PALMSTROii(Aa«u 

1256.  (1898,  76)  (Netsirab).  —  Le  cercle  des  neuf  points.  —  li 
dénomination  de  cercle  des  neuf  points  est  défectueuse  et  précaire: 
aussi  a-t-elle  été  maintes  fois  infirmée  et  le  sera-t-elle  encore, 
comme  cela  est  arrivé  et  arrivera  aux  dénominations  similaire^ 
d'aulres  coniques,  cubiques  et  courbes  de  n  points. 

D'après  M.  J.-S.  Mackay  {History  of  the  ninc  point  Cirtit^ 
P,  R.  S.  E.^  Xf,  1892-1893,  39  p.,  3  pi.),  le  nom  de  cercle  des  neuf 
points  serait  dû  à  Terquem  {N.  A.^  1842,  p.  198),  mais  rinveoliaa 
de  ce  cercle  remonterait  à  i8o{  ou  à  1806. 

MM.  RouciiÉ  et  de  Gomberousse,  dans  leur  Traité  de  Géomètrk 
(p.  191,  6'édit. ;  1891)  ont  attribué  à  Euler  la  paternité  du  ccrck 
des  neuf  points.  Elle  daterait  donc  de  1765.  Le  fait  ne  parait  pas 
prouvé,  mais  cela  ne  suffirait  pas  pour  modifier  cette  désignaiioo. 

Les  neuf  points  classiques  peuvent  être  réunis  dans  une  méoe 
définition  f^cométrique,  en  observant  que  le  cercle  des  neuf  points 
est  la  figure  homolhétique  du  cercle  circonscrit  ABC,  le  cenirt 
d'homolhélie  étant  rorthocentre  H  ou  le  barycentre  G  et  le  rapport 
d'hofiiolhélie,  \  ou  2.  On  a  ainsi  les  milieux  des  trois  côtés.  I» 
pieds  des  trois  hauteurs  (sommets  du  triangle  orlhique),  et  1«* 
milieux  des  segments  des  trois  hauteurs  entre  les  sommets  A.  B, 
G  et  l'orlhocentre  H. 

A  ces  neuf  points  il  faut  ajouter  : 

1°  Les  quatre  points  de  contact  du  cercle  avec  le  cercle  inscrite 
avec  les  trois  cercles  ex-inscrits  (théorème  de  Feuerbach; /. -V» 
quest.  1238); 

2°  Douze  points  de  contact  avec  douze  cercles  inscrits  cl  ex- 
inscrits aux  triangles  ABH,  AGH,BGH  {N.A.y  1862,  p.  i83;  W.Hi- 

MILTON); 

3"  Deux  points  (yV.  A.,  i865,  178;  H.  Schrôter); 
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4*  Ud  point  {M. y  1888,  146;  E.  Vigarié); 

5*  Un  point  (/.  E,,  1889,  9^i  i^QO^  n^l  ^-  Lemoinb); 

6»  Deux  points  (/.  £*.,  1891,  2i5;  G.  BotBALS). 

J'ai  fait  connaître  aussi  la  définition  de  douze  points  du  même 
cercle  comme  foyers  de  certaines  paraboles  associées  au  triangle 
{Acad.  des  Se.  et  L.  de  Montpellier,  i3  avril  i885),  mais  je  ne 
puis  dire  s'ils  sont  distincts  des  précédents. 

Ainsi,  d*après  Ténumération  ci-dessus,  le  cercle  des  neuf  points 
pourrait  déjà  s'appeler  cercle  des  trente  et  un  points^  peut-être 
même  des  quarante-trois  points.  H.  Brocard. 

Dans  un  Mémoire  de  1882,  intitulé  :  Quelques  théorèmes  de 
Géométrie  élémentaire.  Catalan  résume  ainsi  Tétat  de  la  question 
du  cercle  d'Euler  (ou  des  neuf  points).  On  connaît,  sur  ce  cercle, 
un  nombre  indéfini  de  points  de  contact  de  cercles  remarquables; 
mais  on  ne  connaît  que  dix-huit  points  d*  intersection  y  savoir  :  les 
neuf  points  de  la  définition,  six  autres  indiqués  dans  les  Théorèmes 
et  Problèmes  de  Géométrie  élémentaire  (de  Catalan);  enfin,  trois 
nouveaux  que  le  Mémoire  signale.  Or,  il  est  facile  de  prouver 
d'abord  que  tout  point  du  cercle  d'Euler  est  remarquable  comme 
point  d'intersection  d'une  famille  de  cercles  remarquables  (en 
nombre  indéfini).  C'est  ce  qui  résulte  du  théorème  suivant  :  A,  B, 
C.  D  étant  quatre  points  arbitraires  du  plan^  les  cercles  d*Euler 
des  quatre  triangles  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  ont  un  point  com- 
mun Q.  En  effet,  A,  B,  C,  D  déterminent  une  hyperbole  équilalcre 
eircooscrite  aux  quatre  triangles  ;  or,  d'après  un  théorème  de  Brian- 
chon  et  Poncelet,  le  centre  Q  de  cette  hyperbole  est  sur  le  cercle 
d'Euler  de  tout  triangle  inscrit.  Ceci  posé,  soit  M  un  point  du  cercle 
d'Euler  de  ABC  ;  il  est  centre  d'une  hyperbole  équilatère  sur  laquelle 
on  trouve  immédiatement  une  infinité  de  points  :  les  symétriques  A', 
6\  C  de  A,  B,  C  par  rapport  à  M,  les  orthocentres  H,  H',  . . .  (puis 
leurs  symétriques)  des  triangles  ABC,  A'B'C,  ABC,  . . . ,  AB'C,  . . . , 
IIBC,  ...,  H'BC,  ....  Les  cercles  d'Euler  de  tous  ces  triangles 
passent  par  M.  On  peut  ajouter  :  tout  point  du  cercle  circonscrit 
étant  remarquable  comme  foyer  d'une  parabole  inscrite  à  ABC,  tout 
point  du  cercle  d'Euler  est  remarquable  comme  foyer  d^une 
parabole  inscrite  au  triangle  complémentaire  AiBjCi,  puis 
comme  foyer  d'une  parabole  inscrite  au  triangle  podaire  de  H,  . . ., 
et,  en  général,  comme  foyer  d'une  parabole  inscrite  à  tout  triangle 
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dont  les. sommets  sont  trois  points  définis  du  cercle  d*£aler.  Dok. 
en  résumé,  tout  point  de  ce  cercle  est  remarquable  comme  point 
d'intersection  de  cercles,  centre  d'hyperboles  équilatères  cirm*' 
scrites  et  foyer  de  paraboles  inscrites  au  triangle  complémen- 
taire, L.  RlPERT. 

Voici  quelques  points  remarquables  du  cercle  des  neuf  poini» 
d'un  triangle  ABC  : 

i.  Les  milieux  des  cotés,  les  pieds  des  hauteurs,  les  milieux  <i^ 
distances  des  sommets  à  l'orthocentre. 

2.  Les  points  de  Feuerbach,  où  le  cercle  des  neuf  points  est  loucbf 
par  les  cercles  tritangents. 

3.  Les  douze  points  où  il  touche  les  cercles  tritangents  aux  iroi* 
triangles  formés  par  l'orthocentre  et  deux  sommets  (théorème  d' 
Ilamilton). 

4.  Soient  A',  B',  C  les  milieux  des  côtés;  D,  E,  F  les  pieds  de* 
hauteurs;  les  droites  B'F  et  CE,  G'Det  A'F,  A'E  et  B'D  secoup€Bf 
respectivement  aux  points  a,  P,  y; 

B'C  et  EF,  C'A'  et  FD,  A'B'  et  DE  se  coupent  respectivement ani 
points  a,  p,  y- 

Les  droites  A'ai,  B'Pi,  C'yi  passent  par  un  même  point  P  et  le? 
droites  Daj,  Epi,  F-^i  passent  par  un  même  point  P|;  les  àm 
points  P,  Pi  appartiennent  au  cercle  des  neuf  points.  (Schbûteb. 
iV.  A.,  quest.  710.) 

5.  Par  le  centre  O  du  cercle  circonscrit,  menons  les  droites  OA. 
OB',  OC  et  prolongeons  ces  droites  jusqu'en  A',  B',  C,  de  lellf 
sorte  que 

OAV-.2OA',        0B"='20B',        OC  =  9.0c. 


Les  points  d'intersection  de  la  circonférence  circonscrite  avec  1» 
circonférence  conjuguée  de  chacun  des  triangles  OB'C,  OC'A'^ 
OA'B*,  A'B'Csont  sur  le  cercle  des  neuf  points.  (Grippiths,  .V.-^- 
iSGS;  question  723.) 

6.  Menons  la  tangente  en  A  au  cercle  circonscrit;  elle  coupe B^ 
en  8;  menons  les  droites  A' A'",  B'B"",  C'C"  perpendiculaires  icA 
et  rencontrant  cette  droite  en  A*^,  B*,  C".  Si  l'on  mène  encore «'- 
perpendiculaire  à  A  A',  les  cinq  droites  00',  A'A*,  B*E,  CF  con- 
courent en  un  point  de  la  circonférence  des  neuf  points.  (VicAiit 
Af.,  quest.  596.) 

7,  Le  cercle  polaire  conjugué  et  le  cercle  circonscrit  se  coop^*^ 
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en  deux  points  du  cercle  des  neuf  points,  si  le  triangle  est  obtus- 
angle.  J.-F.  d'Avillez  (Portalegre.) 

Après  une  énumération  de  vingt-cinq  points  remarquables  apparte- 
nant au  cercle  des  neuf  points  et  qui  sont  signalés  également  dans  les 
réponses  qui  précèdent,  M.  Bénédict  ajoute  : 

...  Voilà  àé\dL  vingt-cinq  points  remarquables  qui  se  trouvent 
sur  le  cercle  des  neu/points,  et  cela  me  donne  l'occasion  de  constater, 
une  fois  de  plus,  Tinconvénient  qu'il  y  a,  en  général,  à  désigner  ceux 
des  points,  celles  des  droites  et  des  courbes,  que  Ton  rencontre  assez, 
fréquemment  pour  trouver  avantage  à  leur  donner  un  nom  spécial, 
par  une  dénomination  qui  rappelle  forcément  une  seule  de  leurs  pro- 
priétés. Il  est  plus  logique,  à  mon  avis,  de  les  désigner  par  un  nom 
propre  ne  rappelant,  d'une  façon  générale,  que  leur  étude  ou  leur 
découverte.  Aussi,  puisque  M.  Neisirab  se  dispose  à  faire  une  mo- 
nographie du  cercle  qu'on  appelle  très  fréquemment  cerc/c  d'Euler 
ou  de  Feuerbach,  je  me  permets  de  lui  conseiller  de  choisir  un  de 
ces  noms.  En  géométrie  du  triangle,  dés  l'origine,  il  a  fallu,  pour  la 
brièveté  et  la  clarté  du  langage,  créer  un  assez  grand  nombre  de 
dénominations  nouvelles,  et  cette  efflorescence  de  termes  inconnus 
a  révolté,  à  trop  bon  marché  peut-être,  quelques  géomètres  qui, 
n'étudiant  pas  la  nouvelle  géométrie  du  triangle,  ne  voyaient  pas  la 
nécessité  absolue  de  ces  néologismes.  Elle  s'impose  cependant  dans 
ce  petit  coin  de  la  Géométrie;  il  suffit  d'y  pénétrer  pour  s'en  aper- 
cevoir. On  peut  dire,  d'ailleurs,  que  le  terrain  est  déblayé  mainte- 
nant, car  il  semble  qu'on  peut  tout  y  exprimer  facilement  avec  le 
vocabulaire  actuel;  aussi,  le  risque  de  le  voir  s'étendre  indéfiniment 
n'existe  pas:  l'usage  le  diminuerait  plutôt  si  quelques  dénominations 
étaient  plus  rarement  utilisées. 

A  propos  de  noms  propres  de  géomètres  attribués  à  des  éléments 
géométriques,  j'ai  entendu  dire  quelquefoisque,  jusqu'ici,  en  Mathé- 
matiques, de  grandes  découvertes  seules  avaient  gardé  le  nom  de 
leur  auteur  et  qu'il  était  choquant  de  mettre  sur  le  même  pied,  dans 
le  langage,  le  théorème  de  Sturm,  l'hexagramme  de  Pascal,  le  théo- 
rème de  Fermât,  etc.,  et  le  point  de  X...,  la  droite  de  Y...,  etc.  La 
critique  ne  peut  se  soutenir,  ni  en  fait  ni  en  raison  ;  en  fait,  toutes 
les  fois  que  la  chose  a  semblé  commode,  on  ne  s'est  pas  préoccupé 
de  l'envergure  de  la  découverte  pour  baptiser  un  élément,  et  je  ne 
vois  pas,  par  exemple,  en  quoi  le  point  de  Frégier  est  plus  impor- 
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tant  dans  le  domaine  où  il  se  rencontre,  au  contraire,  que  le  poiit 
de  Lemoine  dans  le  sien;  en  raison,  c'est  que,  lorsqu'il  s*agit  d'uoe 
dénomination  de  la  géométrie  du  triangle,  il  n'y  a  aucune  possîbîfitf 
que  le  géomètre  s'imagine  qu'il  s*agit  d'une  découverte  primordiale 
dans  les  sommets  de  l'Analyse.  De  ce  qu'à  Paris  il  y  a  eu  en  roêsie 
temps  la  rue  Galilée  et  la  rue  Michel-Lecomte ,  personne  n'indiit 
que  les  deux  noms  occupent  la  même  place  dans  l'histoire  de  llie- 
manité.  A  un  besoin  nouveau,  on  a  répondu  en  adoptant  quelque» 
termes  nouveaux  et  commodes  qui  le  satisfont;  cette  chose  utile  bj 
point  d'autre  portée,  il  me  semble.  Af.  Bénédict. 

1261.  (1898,  77)  (F.  Delastelle).  —  Dans  la  Note  (p.  347)  de  m 
Théorie  des  équations  algébriqiiesy  j'ai  donné  une  nnéthode  par 
laquelle  on  forme  facilement  les  équations  irréductibles  de  degré  ^  r' 
(:p  ayant  la  signifîcation  habituelle  dans  la  théorie  des  non)bres)coB- 
tenues  dans  x*"' — 1  =  0.  En  considérant  la  formation,  on  démontre 
facilement  que,  dans  une  telle  équation 


x^^k)  _|_  aa7?a-)-i  _|_  _  ,  _  o, 


on  a  : 


a  =  o,  si  A:  est  divisible  par  un  carré  et  si  tous  les  facteurs  premiers 

de  k  sont  différents; 
a  =^  -1- 1,  si  leur  nombre  est  impair; 
a  =  —  I ,  si  leur  nombre  est  pair. 

Si  p  est  un  nombre  premier,  la  congruence  xp-^  —  \t—.  o  (mod^> 
se  partagera  en  des  congru'ences  de  degrés  inférieurs,  comnae  les  éq»- 
lions  correspondantes,  et  la  congruence  de  degré  ^{p  — i)  détermi-, 
nera  les  racines  primitives;  les  relations  entre  les  racines  et  les  coef- 
ficients sont  analogues  à  celles  d'une  équation.  Par  exemple,  pour 


on  obtient 


/>  =  7 


X  -{-l.^-O 


(mod;" 


déterminant  les  racines  primitives  3  et  5,  ou  3  H-  5  e^  i,  3.5  -=  i. 

Soient  a  une  racine  primitive  àt  p  tl  d  le  plus  grand  commuol 
diviseur  de  p^  1  et  d'un  nombre  n;  alors  a"  appartient  à  rexposaotj 

^—, —  et  sera  déterminé  par  une  des  congruences  coDsidérées  ci-j 
dessus,  de  degré  «p  f       j~y  ^^  somme  des  racines  de  cette  cofi-] 
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grucnce  est  a,  — i  ou  -4-1;  mais  chacune  de  ces  racines  correspond 
à  plusieurs  racines  a.  On  a,  par  exemple, 

/?  =  I9;        <p(i8)=6;        a  =  2,  3,  10,  i3,  ij,  i5; 
(i)    71  =  2;       rfrra;       ?f-^'j  =  ?(9);       9-^3»;       a  =  o; 

2  a*  =4-+-5-H6-4-g-i- 16-^17-^0  (mod  19); 

(a)         71  =  6;        rf  =  6;        ?(nr^  ^  ?(3)=  a;        a  - 1; 

2a«^3(7-hii)  =  -3.(— I); 
(3)    n  =  3;         </  =  3;         (p(6)=2;        6-^2.3;        a=--i; 

Sa»E-3(8  4-i2)  =3.(-Hi). 

Voici  le  théorème  ; 
On  a 

2a«z=£  -  «?(/?-  1):  ?^-^   jf 

où 

a  =  0,  si  ^-—j —  est  divisible  par  un  carré; 

a  =  -+-i  ou  — I,  selon  que  le  nombre  des  facteurs  premiers  de 

'-    -  est  impair  ou  pair. 

L'énoncé  1261  (1")  est  donc  inexact,  et  il  en  est  de  même,  par 
conséquent,  de  126Î.  JuLius  Petersen  (Copenhague). 

Le  théorème  de  M.  Delastelle  n'est  pas  exact,  en  général. 

1.  Soient  a,  b,  c,  ...  les  racines  primitives  (mod/)),  alors  la 
somme  a" -+- 6" -i- c« -t- . . .  est  congrue  avec  la  somme  des  puis- 
sances/i'"*^'  des  racines  de  l'unité  appartenant  à  />  —  i.  C'est  la 
conséquence  de  ce  que  les  racines  primitives  sont  les  racines  d'une 
congruence  bien  connue  du  degré  ^{p  — 1).  Mais  la  somme  en  ques- 
tion «^ensuit 

si  le  plus  grand  commun  diviseur  {n,  p  —  i)=  d. 
Dans  cette  formule  (*), 

'  ni 

/p  — 1\       1  o,  si  ^-—z —  est  divisible  par  un  carré, 
S,(— ^-l  =  J  d 

\  ( —  0*»  *  signifiant  le  nombre  des  facteurs. 


T)  Voir  :   Lejcune-Dirichlct,  5a/7/7/.  VII.  La   nolalion    est   cependant 
autrement  choisie. 
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Ainsi  le  théorème  est  seulement  vrai  pour  ces  nombres  n  ^elativ^ 

ment  auxquels  ^-—,—  est  divisible  par  un  carré.  Si  />  —  i  n'a  que 

(les  facteurs  simples,  le  théorème  n'est  exact  pour  aucune  raleif 
(le  /i.  • 

2.  Les  n  racines  de  a"  sont 


ou 


(modf. 


Les  sommes  en  question  sont  congrues  avec  les  sommes  des  piis- 
sances  des  racines  de  l'équation 

ar'*  —  i  =  o. 

Cette  partie  du  théorème  est  donc  exacte. 

Cette,  Note  répond  aussi^  en  partie,  à  la  question  1244 />oi<* 
par  M.  G.  Ricalde.  M.  Baver  (Budapest). 

4262.  (1898,  78)  (F.  Delastelle).  -  Voir  la  réponse  ci-dessasJf 
M.  Petersen  à  1261.  La  Rédaction. 

1266.  (1898,  79)  (E.  Barbette).  —  Décomposition  du  nombre 
100  895  598  169  en  /acteurs. —  Si  Fermât  a  eu  Theurcuse  idée  di* 
multiplier  le  nombre  considéré  N  par  Set  d'extraire  la  racine  carra, 
il  a  dû  trouver  la  décomposition  immédiatement,  car  en  cxtray»' 
la  racine  de  ce  produit,  on  trouve  8984^3  et  ce  même  nombre  ponr 


reste,  d'où  8  x\  =  898  i?3   -+-  898  423,  .... 

JiLius  Petersex  ( Copenhague). 

1270  (1898,  80)  (Martin).  —  Le  calcul  des  différences  se  irouu 
exposé  dans  un  si  grand  nombre  d'Algèbres  classiques  française*, 
qu'il  est  impossible  de  songer  à  en  donner  ici  une  bibliograpi»'' 
complète.  Je  me  contente  de  quelques  références,  choisies  parmi  l<* 
Ouvrages  les  plus  accessibles;  rien  ne  serait  d'ailleurs  plus  aîséqw 
d'en  prolonger  indéliniment  la  liste  : 

1.  Bkrtrand  et  Garcet,  Traité  d'Algèbre,  t.  II,  Liv.  i- Partf. 
Hachette  (nombreuses  éditions). 

2.  Briot,  Leçons  d'Algèbre,  t.  II,  Liv.  VII.  Paris,  Dunod  (dob- 
breuscs  éditions). 

3.  B.  IViEWKNGLowsKi,  Cours  d'Algèbre,  2«  édit.,  1891.  P«r'^ 
Colin,  t.  II,  Liv.  IV,  Ghap.  XII, 
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A.  De  Longchamps,  Cours  de  Mathématiques  spéciales j  i**  Partie, 
Aigèbre.  Paris,  Delagrave,  1889;  44"  Leçon. 

5.  Sbrret,  Cours  d'Algèbre  supérieure^  5*édil.  Paris,  Gauthier- 
Viilars,  t.  I,  Sect.  1,  Chap.  VII,  p.  826  et  suiv.  H»  Braid. 

1271  (1898,  80)  {Martin).  —  Indication  de  Traités  en  français 
nu  Sff  trouve  la  théorie  des  fractions  continues.  —  Les  réponses 
(lonnéesà  la  question  748  (1897,  t.  IV,  p.  40)  fournissent  déjà,  en 
partie,  la  réponse  à  la  question  actuelle.  Parmi  les  nombreux 
(>u\Tages  qu'on  pourrait  citer  encore,  je  me  contenterai  de  nommer  : 

i.  NiBvvENGLOWSKi,  Cours  d'Algèbre,  2*  édil,  Paris,  Colin,  1891, 
t.  I,  Liv.  II,  Chap.  II,  p.  324  et  suiv. 

2.  De  LoNGCHAifPS,  Cours  de  Mathématiques  spéciales,  i'*  Partie, 
Algèbre.  Paris,  Delagrave,  1889,  17*  Leçon,  p.  2a5  et  suiv. 

3.  Carnoy,  Cours  d'Algèbre  supérieure.  Paris,  Gauthier-Villars. 
i»92,  2«  Partie,  Chap.  VIII,  §  1",  p.  322. 

4.  Sbrrbt,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  5*  édit.,  t.  I,  Sect.  1, 
Chap.  II.  Paris,  Gauthier-Villars,  i885. 

r>.  Dans  un  autre  genre  d'Ouvrages  :  Legendre,  Essai  sur  la 
théorie  des  nombres,  Paris,  Courcier,  2*  édit.,  1808,  i*^*  Partie. 

t).  EnGn,  dans  ses  nombreuses  éditions,  le  Traité  d'Algèbre  élé- 
mentaire de  Palisse  et  Graindorge  (Mons,  Manceaux,  t.  II)  repro- 
duit, en  la  transcrivant,  par  moments  mot  à  mot,  la  théorie  des  frac- 
tions continues  périodiques  que  Gerono  a  donnée  dans  les  N.  A. 
(i***  série,  t.  I,  1842),  et  qui  est  signalée  dans  la  réponse  à  la  ques- 
tion 748(1897,  t.  IV,  p.  40).  Elle  a  fait,  de  la  part  de  M.  Mansion, 
l'objet  d'un  article  intitulé  :  Questions  d'enseignement.  Principe 
fondamental  de  la  théorie  des  fractions  continues  périodiques. 
public  dans  M.  (1886,  t.  VI,  p.  80).  H.  Braid. 

1287  (1898,  123)  (G.  Russo).  —  Démonstration  géométrique 
d'une  propriété  de  deux  coniques  homothétiques.  —  Si,  par  un 
des  centres  de  similitude  de  deux  cercles,  on  mène  deux  sécantes 
rencontrant  chacun  d'eux  en  quatre  points,  les  cordes  homologues 
sont  parallèles  (c'est-à-dire  se  coupent  sur  la  droite  de  l'infini,  qui 
est  la  première  corde  commune)  et  les  cordes  antihomologues  se 
coupent  sur  l'axe  radical  (deuxième  corde  commune). 

L'homographie  donne  immédiatement  :  Si, par  l'un  des  ombilics 
correspondant  à  un  couple  de  sécantes  communes  à  deux  co- 
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niques  (*),  on  mène  deux  sécantes  rencontrant  chacune  d'elia 
en  quatre  points,  elles  déterminent  deux  couples  de  cordent 
coupant  sur  l'une  des  sécantes  communes  et  deux  couples  et 
cordes  se  coupant  sur  Vautre, 

Si  Tune  des  sécantes  commuDes  est  la  droite  de  l'inGoi,  le*  ri» 
niques  devienaent  homothétiques  et  Ton  obtient  le  théorème  d^ 
mandé. 

Il  n'est  pas  difficile  d'énoncer  le  corrélatif  du  théorème  général 
puis  de  rétendre  à  Tespace  (quadriques  ayant  deux  coniques  cob- 
munes  ou,  corrélativement,  deuii  cônes  circonscrits  communs). 

L.    RlPEIT. 

Il  suffit  d*observer  que  l'on  peut  projeter  les  deux  coniques  hoflK»- 
thétiques  suivant  deux  cercles  et  déduire  le  théorème  desproprièi<< 
analogues  dans  le  cercle  dont  la  démonstration  géométrique  e«t 
bien  simple. 

Plus  généralement,  on  peut  démontrer  géométriquemcnl.  « 
moyen  de  la  projection  conique,  le  théorème  classique  suivant: 

Si,  par  l'intersection  des  tangentes  communes  à  deuj  f*- 
niques,  on  mène  un  couple  de  droites,  les  cordes  que  cesdroifa 
déterminent  sur  l'une  et  l'autre  conique  se  coupent  sur  luM 
des  cordes  communes  aux  deux  coniques, 

Nauticusy  Juan  J.  Duran-Loriga  (la  Corognei. 

1307.  (1898,  r49)  (Novus),  —  Le  premier  Tome  de  la  dou^HW 
édition  des  Œuvres  de  Descartes,  comprenant  la  Correspondant 
jusqu'en  février  iG38  inclus,  a  paru  le  i"^  novembre  189;.  cb<i 
Léopold  Cerf  (Paris,  12,  rue  Sainte-Anne).  Le  Tome  II  (Correi^pot- 
dance  jusqu'à  la  fin  de  rôSg)  a  été  achevé  d'imprimer  le  20  aoùl  1895^ 
On  ne  peut  guère  espérer  donner  plus  d'un  Volume  par  an.  l< 
Tome  I,  consacré  à  la  Correspondance,  a  été  analysé  par  M.  P.  U^ 
dans  le  Journal  des  Savants,  214-227,  avril  1898. 

Paul  Tannery,  11.  Brocaid. 


(  '  )  On  appelle  ombilic  de  deux  coniques  tout  point  d'înlersecli<^B  ^ 
deux  taogeiiles  communes.  Deux  coniques  ont  au  moins  deux  el  au  pl<^ 
>ix  ombilics.  A  lout  couple  de  sécantes  communes  correspond  un  couH' 
d'oml)ilics. 


>•••• 
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QUESTIONS. 


126.  (1894,68)  [M*3ja]     Soît  une  courbe  en  coordon- 
nées polaires 

r=/(6). 

On  obtient  facilement  les  différentielles  des  aires  de  la 
n*^"*  podaire  et  de  la  n^*"*  anti-podaire.  Soient  U„  et  V« 
respectivement  ces  deux  aires.  On  trouve 

formules  dans  lesquelles 


,  _  dr  »_  ^''^ 


Il  ja  beaucoup  de  cas  où  Ton  peut  calculer  les  intégrales  (i) 

Ainsi,  dans  le  cas  des  podaires  et  anti-podaires  du 
centre  d\ine  ellipse,  on  trouve 

Le  premier  résultat  est  connu;  le  second  l'est  moins.  On 
obtient  ainsi,  par  des  calculs  assez  pénibles,  les  aires  U2, 

//  serait  intéressant  de  rechercher  si  ces  aires  de  po- 
daires successives  ne  suivent  pas  une  loi  et  quelle  est 
cette  loi. 

Interm.,  V  (Octobre  1898).  10 
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Les  aires  U  vont  en  augmentant  avec  n  ;  les  aires  V  dimi- 
nuent, au  contraire.  Peut-on  trouver  vers  quelle  limiu 
tend  V„  pour  n  =  x?  Cette  question  a-t-elle  été  déjà  étu- 
diée? E.-N.  BàRisiES. 

131.  (1894,  8i)  [OSe]  Dans  le  cas  du  déplacemeot 
sur  un  plan,  d'un  triangle  mobile  de  grandeur  variable,  on 
connaît,  pour  une  position  arbitraire  de  ce  triangle,  la  reb- 
tion  qui  existe  entre  les  longueurs  des  normales  aux  trajec- 
toires des  sommets,  et  qui  sont  limitées  par  des  normales  aui 
enveloppes  des  côtés. 

Quelque  géomètre  possède-t-il  des  relations  analogue?! 
celles-là,  relatives  à  un  triangle  de  l'espace,  mobile,  it 
grandeur  variable,  et  dont  les  sommets  décrivent,  soil  (le> 
lignes  trajectoires,  soit  des  surfaces  trajectoires? 

Mantiiieiv. 


1351.  [A31]  Certains  problèmes  de  Géométrie,  élé- 
mentaires en  apparence  et  pouvant  présenter  un  inlcréi 
|)ratique,  conduisent  à  des  questions  d'un  ordre  plus  élevé. 
En  voici  un  exemple,  qui  m'a  été  soumis  récemment  par  un 


correspondant,  et  qui  oblige  à  la  résolution  d'une  équation 
transcendante.  Dans  la  figure  ci-contre,  OACB  est  un  carré: 
AB  un  quart  de  circonférence  de  centre  O;  DE  un  arc  con- 
centrique. On  donne  l'aire  S  du  triangle  mixtiligne  CDEei 
la  différence  d  des  rayons  des  deux  arcs  AB,  DE;  trouvera 
rayon  OA.  (Dans  le  problème  numérique  proposé,  on  donnwi 
S  =  i5"^,  d=  1^^,58.) 

Je  serais  curieux,  sur  cet  exemple,  et  en  dehors  de  la  reso» 
lution  classique  de  l'équation  transcendante  qu'on  rencontre. 
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de  savoir  s'il  nV  aurait  pas  un  procédé  d'approximation,  gra- 
phique ou  numérique,  qui  permettrait  d'arriver  pratique- 
ment à  une  solution,  par  exemple  à  ©""jO  i  près  dans  l'exemple 
numérique  précité.  C.-A.   Laisant. 

13o2.  [V7]  Trouve-t-on  dans  les  Ouvrages  de  Descaries 
ou  dans  sa  Correspondance  des  détails  sur  la  machine  qu'il 
avait,  dit-on,  essayé  de  fabriquer  pour  le  travail  mécanique 
des  verres  d'Optique?  H.  Bourget. 

1333.  [R5aa]  Soil  dm  la  masse  élémentaire  d'un  élé- 
ment de  volume  dv  d'un  corps  C,  et  soit  e  la  dislance  de  cet 
élément  à  un  point  quelconque  M.  Le  potentiel  de  l'attrac- 
tion du  corps  G  en  M  a  pour  valeur 

l'intégrale  étant  étendue  à  tout  le  volume  du  corps.  Soit  O 
un  point  fixe,  dont  r  et  r'  représentent  les  distances  à  l'élé- 
ment dm  et  au  point  M.  Si  r'r>  /*,  on  peut,  dans  (i),  rem- 
placer -  par  le  développement 

et  Ton  obtient  ainsi  pour  U  un  développement  applicable  à 
l'extérieur  d'une  sphère  de  centre  O  et  contenant  le  corps  C 
tout  entier.  Si,  par  exemple,  le  corps  C  est  un  sphéroïde  de 
centre  O,  le  développement  sera  valable  à  l'extérieur  de  la 
sphère  circonscrite  à  l'ellipsoïde  le  long  de  l'équateur.  Or, 
dans  le  cas  où  ce  sphéroïde  est  homogène,  le  développement 
se  réduit  à  deux  termes  et  peut  donc  s'appliquer  jusqu'à  la 
surface  du  corps,  bien  que  la  série  (2)  soit  divergente  pour 
certains  éléments  dm  :  ces  résultats  sont  bien  connus.  Dans 
le  cas  général,  le  développement  obtenu  pour  U,  par  l'appli- 
cation de  la  série  (2),  est-il  valable  dans  un  domaine  plus 
grand  que  le  domaine  de  convergence  commun  à  toutes  les 
séries  (2),  qui  correspondent  aux  divers  éléments  rfm,  et 
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peut-on  définir  la  surface  limite  jusqu'à  laquelle  le  dévelop- 
pement est  applicable?  E.  Duporcq. 

13o4.  [H9d]     Je  désirerais  la  solution  générale  de  Téqoa- 
tion  différentielle  du  second  ordre 

r  -^  pt  —  qs  =  o. 

On  a  la  solution  particulière 

A  = /(  :r -H  X^  )  4-  ax-h  h  y  -h  c, 

y  étant  une  fonction  arbitraire,  et  les  coefficients  a.  beO 
satisfaisant  à  la  relation 

I  —  6X  H-  aX'=  o. 

Alpha. 

1355.  [V9]  L'Ouvrage  de  Kirchboff  :  Vorlesun^en 
liber  Dynamik  und  Physik,  a-t-il  été  traduit  en  français? 

Ferber. 

1336.  [S 2]  Lorsque,  dans  un  fluide  en  mouvemenl,  il 
existe  une  fonction  des  vitesses  (p  et  une  fonction  des  forces l. 
a-t-on  bien  pour  la  grandeur  de  la  pression  sur  Télémenlde 
surface  rfo*  Texpression  pd^\  où  la  pression />  sera  donor** 
par  l'intégration  de  Téquation  connue 


dp  =  i^{d\}--d^^--y  d\\ 


et  cette  pression  sera-t-elle  normale  à  l'élément  de  paroi? 
Suis-je  dans  Terreur?  Ferber. 

1337.  [V]  On  sait  que  le  prince  Boncompagni  avail 
formé,  à  Rome,  une  très  importante  collection  de  manuscrits 
relatifs  à  l'Histoire  des  Mathématiques,  dont  le  catalogue  a 
été  publié  en  deux  éditions.  Cette  collection  a  été  récem- 
ment mise  en  vente.  Il  serait  intéressant  de  connaître,  w 
moins,  quels  sont  les  principaux  acheteurs,  particulièrement 
parmi  les  bibliothèques  publiques.  P.  Taknery. 
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13S8.  [M^8g]     Si  dans  les  équations  de  répicjcloïde 

y  —-  b(m  5in<p  -+-  sin  mf^), 
X  —  h{m  cos©  -f-  cosmcp), 

où  Ton  suppose  m  irrationnel,  on  pose  y=zy^^  x  =^  x^, 
quel  que  soit  le  point  (xq,  ^o),  on  trouve  pour  sincp  une  va- 
leur déterminée,  imaginaire  ou  plus  grande  que  l'unité  si  le 
point  est  extérieur  à  l'aire  balayée.  Existe-t-il  une  classe  de 
courbes  fonctions  d'un  paramètre  t^y=^f{t)^  x  =  o(^),  ou 
données  par  une  équation  f{x^y)^^  o,  qui  passent  par  tous 
les  points  d'une  aire  donnée  et  seulement  par  ces  points, 
c'est-à-dire  telles  que  le  système  j^o=/(0>  ^o='f(')  ou 
l'équation  /(^oj^o)--  o  soient  incompatibles  en  dehors  de 
l'aire  donnée?  De  Montessus. 

13o9.  [V]  Dans  quel  Ouvrage  puis-je  trouver  le  calcul 
et  les  développements  de  la  formule  de  Moivre  sur  les  Tables 
de  mortalité?  Elle  est  établie  d'une  façon  sommaire  dans  la 
Théorie  des  annuités  viagères  de  Maas  ;  ce  serait  de  préfé- 
rence le  travail  même  de  Moivre  que  je  voudrais  connaître. 

P,  Gustave, 

1360.  [119  c]  Fermât  a  dit  :  Il  n'y  a  pas  de  carré  en- 
tier autre  que  25  qui,  ajouté  à  2,  donne  un  cube. 

Connaît-on  une  démonstration  autre  que  celle  d'Euler,  qui 
ne  me  paraît  pas  suffisante? 

Voici  la  démonstration  d'Euler  {Éléments  d^ Algèbre, 
t.  II,  p.  282)  : 

«  Puis  donc  que  jr^-f-  2  doit  devenir  un  cube,  et  puisque 
a  est  le  double  d'un  carré,  déterminons  d'abord  les  cas  où  la 
formule  x^  4-  9.y^  devient  un  cube  ;  nous  avons  pour  cet  effet, 
par  l'art.  188,  où  a=i  et  c=2;  nous  avons,  dis-je, 
X  =/>•  —  ^P^Ç  ei  y  =  ip^q  —  2^'  ;  il  faut  donc,  à  cause 
dc^=:in:  I,  que  ip^q  —  2q^  ou  q{ip^ —  2^^)  ^±  i,  et, 
par  conséquent,  que  q  soit  un  diviseur  de  i.  Soit  donc 
tf  =  i  et  nous  aurons  ip^  —  2  =  ibi  ;  si  nous  prenons  le 
signe  supérieur,  nous  trouvons  3/?^  =  3  et/?  =  i,  d'où  ré- 
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suite  a:=  5;  et  si  nous  adoptons  l'autre  signe,  nous  parve- 
nons à  une  valeur  de  p  qui,  étant  irrationnelle,  ne  nous  est 
d^aucun  usage;  //  s^ ensuit  donc  qu'il  n''y  a  pas  de  carré, 
hors  2 5,  qui  ait  la  propriété  désirée.  » 

Cette  conclusion  est-elle  exacte?  Rien  ne  le  prouve.  Ap- 
pliquons la  méthode  d'Euler  à  la  recherche  des  carrés  ti\- 
tiers  qui,  augmentés  de  47,  donnent  des  cubes.  Nous  z^i- 
rons  ^  r:=  liz  I  ri=  3/?2  —  47»  d'où  /? -:  4  et  x  — 5oo.  h: 
signe  —  donne  pour/?  une  valeur  irrationnelle  qui  doit  élit 
écartée.  Si  nous  disions  comme  Euler  :  Il  s'ensuit  donc 
qu'il  n'y  a  pas  de  carré  autre  que  200000  qui,  augmenté  d^ 
47,  donne  un  cube,  nous  avancerions  une  inexactitude,  car 
i3-  4-  47  ^~-  6'.  On  voit  donc  que  la  démonstration  d'Euler 
n'est  pas  suffisamment  rigoureuse.  Sa  méthode  ne  donne 
pas  de  carré  autre  que  25,  mais  ne  prouve  pas  qu'il  neD 
existe  pas  d'autre,  ainsi  que  cela  se  produit  dans  notre 
exemple.  H.  Delakhoy. 

1361.  [M*  3a]  A-t-on  trouvé  quelquefois  des  arcs  de 
circonférence  rectifiables  (par  des  procédés  de  degré  fini)  qw 
aient  les  extrémités  déterminables  par  des  constructions  00 
formules  aussi  de  degré  fini?  On  conçoit  qu'il  puisse  exislcr 
des  arcs  dont  les  développements  aient,  avec  la  circonfé- 
rence entière,  des  relations  du  même  ordre  de  transcendance 
que  7t,  et  dont  les  extrémités  soient  déterminables  par  dc^ 
procédés  de  constructions  graphiques  ordinaires  ou  autre?, 
faites  avec  des  sections  coniques,  ou  avec  des  courbes  dn 
troisième,  .  .  . ,  du  /i^®"'*^  degré.  Si  cela  n'est  pas  possible»  il 
serait  bon  d'avoir  une  démonstration  de  cette  impossibilité- 

S.  DE  La.  Campa  (Ceula). 

1362.  [J2f]  Dans  le  jeu  ordinaire  de  a8  dominfls» 
chaque  domino  présente  une  des  28  combinaisons  avec  r^ 
pétition  de  7  couleurs  prises  2  à  2;  on  tire  au  hasard  7  do- 
niinos  sur  les  28.  Quelles  probabilités  y  a-t-il  d'en  avoir 
dans  ce  nombre  : 
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I*  /i,  ni  plus  ni  moins,  d'une  même  couleur  (non  assi- 
gnée) ; 

a*'  Au  moins  n  d'une  même  couleur  (non  assignée). 

À, -P.  Ericsson. 

i363.  [K22b]  Une  courbe  algébrique  du  second  ordre 
est,  comme  on  sait,  déterminée  par  cinq  points  situés  dans 
le  même  plan.  Mais  en  étudiant  les  courbes  graphiques 
du  /i'*"™"  ordre,  c'est-à-dire  les  courbes  réelles  et  continues, 
qui  ne  sont  coupées  par  aucune  droite  en  plus  de  n  points, 
j'ai  prouvé  (ce  qui  est  très  facile  à  faire)  que  l'on  ne  pourra 
pas  non  plus  choisir  arbitrairement  plus  de  cinq  points  pour 
une  courbe  graphique  du  second  ordre.  11  serait  intéressant 
d*étudier  l'extension  de  ce  théorème  aux  courbes  graphiques 
G'  du  troisième  ordre.  Mais  il  faut  bien  entendre  le  vrai  sens 
d'un  fel  théorème,  car,  en  réalité,  il  n'y  a  pas  de  sens  à 
vouloir  déterminer  une G^  par  neuf  points;  elle  est  détermi- 
née par  tous  ses  points  seulement.  D'un  autre  côté,  il  ne 
suffît  pas  de  démontrer  que  l'on  peut  prendre  dix  points 
dans  un  plan,  tels  qu'aucune  G'  ne  passe  par  ces  points; 
pour  cela  on  peut  prendre  trois  points  d'une  droite  cl 
six  points  par  lesquels  ne  passe  aucune  courbe  du  second 
ordre.  Ce  qu'il  faut  démontrer  c'est  qu'après  avoir  donné 
neuf  points  arbitraires  dans  un  plan  on  en  pourra  ensuite 
choisir  un  dixième  tout  à  fait  arbitraire,  tel  qu'aucune  G' 
ne  passe  par  tous  ces  points.       G.  Juel  (Copenhague). 

1364.  [K22b]  Combien  de  points  peut-on  choisir, 
tout  à  fait  arbitrairement,  d'une  surface  réelle  qui  n'est  cou- 
pée par  aucune  droite  en  plus  de  deux  points?  Si  l'on  suppose 
expressément  que  la  surface  ne  s'étend  pas  à  l'infini,  on  ne 
peut  alors  choisir  plus  de  quatre  points  tout  à  fait  arbi- 
traires. Dans  le  cas  général,  le  nombre,  compris  comme 
dans  la  question  précédente,  est  probablement  9,  comme 
pour  les  surfaces  algébriques  du  second  ordre. 

C.  Juel  (Copenhague). 
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1365.  [Klle]  Trois  cercles  A,  B,  G  étant  donnés daas 
un  plan,  trouver  les  régions  du  plan  à  l'intérieur  desquelles 
aucun  point  ne  peut  appartenir  à  une  circonférence  coopaol 
les  trois  cercles  donnés.  Cibum, 

1366.  [Bile]  D'après  un  théorème  inséré  au  lomc 
ex VIII,  Cr.f  p.  23 1,  on  peut  arranger  les  treole-six  sods- 
délerminants  du  deuxième  ordre  d'un  déterminant  du  qua- 
trième ordre  de  telle  manière  qu'ils  forment  un  système 
orthogonal.  On  demande  de  généraliser  cet  arrangemeal 
pour  les  déterminants  d'ordre  supérieur. 

E.  Jahnke  (Berlin). 

1367.  [N*la]  On  sait  que  Chasles  appelle  carac/értf- 
tiques  d^un  système  de  surfaces  :  i®  le  nombre  de  ces  sur- 
faces qui  passent  par  un  point  donné;  2°  le  nombre  df 
surfaces  tangentes  à  une  droite  donnée  ;  3°  le  nombre  de 
surfaces  tangentes  à  un  plan  donné. 

Je  demande  les  caractéristiques  d'un  système  d'ellipsoïdes 
dont  les  demi-axes  sont  les  coordonnées  d'une  droite.  (EunI 
donnée  une  droite,  soient  M  un  point  quelconque  de  cellf 
droite  et  x,y,  z  ses  coordonnées;  l'ellipsoïde  dont  les  dcmt- 
axes  sont  les  segments  x^y^  z  appartient  au  système.)  La 
première  de  ces  caractéristiques  est  ti  :  ce  sont  les  deax 
autres  que  je  désire  connaître.       O.  Bôkles  (Reullingeni. 

1368.  [L^5a]  On  sait  que  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  formé  par  trois  tangentes  en  trois  points  A,  B,  C 
d'une  conique,  lorsque  les  trois  points  A,  B,  C  se  confon- 
dent, a  pour  rayon  le  quart  du  rayon  du  cercle  osculatear 
au  point  limite.  Je  désirerais  connaître  la  propriété  ana- 
logue, si  elle  existe,  pour  le  cercle  circonscrit  au  Irianglf 
formé  par  les  trois  normales  à  la  conique  aux  points  A,  BjC 

E.-N.  Barisien. 
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RÉPONSES. 


31.  (1894,  2o)  (P.  Maxsion)  et  360.  (1894,  ii3)  (E.  Goursat).  - 
Sur  le  théorème  de  Tait  (1894,  192;  1895,  282;  1896,  179,  225). 
—  Dans  un  Mémoire  {A,  M,,  XV;  1891),  j'ai  traité  des  graphes 
réguliers.  Je  désigne  ainsi  une  figure  formée  par  n  points  (/i  l'ordre 
du  graphe)  réunis  de  telle  manière,  par  des  lignes,  que  d  lignes 
(d  le  degré  du  graphe)  concourent  en  chacun  des  points.  Les 
graphes  sont  étroitement  liés  aux  invariants  des  formes  binaires.  A 
tout  invariant  correspond  un  graphe  et  vice  versa.  L'ordre  et  le 
degré  du  graphe  sont  justement  l'ordre  et  le  degré  de  l'invariant 
correspondant. 

Un  graphe  est  résoluble  quand  il  peut  être  formé  par  superposi- 
tion d'autres  graphes  du  même  ordre,  mais  de  degré  inférieur. 

n  existe  une  différence  très  remarquable  entre  les  graphes  de 
degré  pair  et  ceux  de  degré  impair;  les  premiers  sont  toujours 
décomposables  en  d'autres  de  degrés  i  et  2;  si,  au  contraire,  le 
degré  est  impair,  on  en  peut  trouver  d'irréductibles  de  tout  degré. 
Voici  (^ff.  i)  le  plus  simple  (le  degré  i  naturellement  excepté)  : 

Fig.  1. 


En  désignant  par  feuille  une  partie  du  graphe  qui  puisse  être 
séparée  du  reste  en  coupant  une  seule  ligne,  j'ai  démontré  le  théo- 
rème suivant  : 


10. 
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Un  graphe  du  troisième  degré,  qui  est  irréductible j  doit  açoir 
au  moins  trois  feuilles. 

Alors,  je  sais  qu'un  graphe  du  troisième  degré,  qui  n*a  pas  de 
feuilles,  peut  ôire  décomposé  ou  en  trois  du  premier  degré,  ou  en 
un  de  degré  i  et  un  autre  de  degré  2. 

Le  théorème  de  Tait  peut,  dans  ma  terminologie,  être  énoncf 
comme  il  suit  : 

Un  graphe  du  troisième  degré,  qui  n'a  pas  de  feuilles,  peut 
être  décomposé  en  trois  du  premier  degré. 

Il  irait,  comme  on  voit,  plus  loin  que  mon  théorème  et  il  me 
paraissait  invraisemblable  que  cela  pût  se  faire  sans  adjoindre  dr 
nouvelles  conditions.  Aussi,  comme  je  vais  le  montrer,  j'ai  réosMà 
construire  un  graphe  où  le  théorème  de  Tait  ne  s'applique  pas. 

Supposons  un  graphe  du  troisième  degré  décomposable  en  troi> 
autres;  alors  on  peut  colorier  les  lignes  de  telle  sorte  que  de  cbaqaf 
point  partent  une  ligne  bleue,  une  ligne  rouge  et  une  ligne  noire 
(les  points  où  les  lignes  se  coupent  et  qui  n'appartiennent  pas  au 
points  donnés,  n'entrent  pas  en  compte). 

Supprimons  les  lignes  bleues;  alors  le  graphe  restant  est  de 
degré  2  et  se  compose  de  polygones  fermés.  11  doit  donc  être  coBpé 
par  toute  courbe  fermée  (ou  par  une  ligne  droite  infinie)  en  uo 
nombre  pair  de  points.  Alors,  si  une  telle  courbe  coupe  x  ligB<s 
bleues, ^  lignes  rouges  et  x  lignes  noires,  x-^y,  x -^ z  ct/-r* 
doivent  être  des  nombres  pairs.  Si  le  nombre  de  lignes  coupées  est  3. 
les  trois  nombres  ne  peuvent  être  que  3,  1,1. 

Considérons   un  polygone  de   cinq  côtés  ifig'   a)  des  sommets 

Fig.  a. 


duquel  partent  les  cinq  lignes;  alors  il  existe  deux  cas  possibles: 
suivant  que  les  trois  lignes  bleues  partent  de  trois  sommets  consé- 
cutifs {fig,  3)  ou  de  deux  consécutifs  et  un  opposé  {fig.  4). 
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Dans  le  premier  cas,  la  solution  est  possible;  dans  le  secoud,  on 
voit  facilement  qu'elle  n'est  pas  possible. 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


Maintenant,  nous  pouvons,  sans  difficulté,  construire  un  graphe  où 
la  décomposition,  d'après  le  théorème  de  Tait,  n'est  pas  possible. 
Prenons  {fig^  5)  un  polygone  de  cinq  côtés  dont  les  sommets  sont 

Fig.  5. 


dans  Tordre  a,  6,  c,  d^  e  et  un  autre  où  l'on  marque  les  sommets 
avec  les  mêmes  lettres,  mais  dans  l'ordre  a,  d^  6,  e\  c.  Joignons 
€i£iy  bb,  ce,  dd  et  ee  et  le  graphe  sera  construit  parce  que  trois 
lettres  consécutives  dans  l'un  des  polygones  ne  sont  jamais  consé- 
catives  dans  l'autre.  Julius  Petersen  (Copenhague). 

260.  (1894,  i46).  (A.  Korkine).  (1895,  78).  —  Désignons  par  p 
une  frcuition  irréductible,  positive,  inférieure  à  J-,  dont  le  dénomi- 
nateur ne  surpasse  pas  une  quantité  donnée  N.  Soit  aussi  p  un 

N 
nombre  premier  impair  qui  soit  supérieur  à  —  et  inférieur  ou 

égal  à  N,  oa  bien  dont  une  puissance  entière  et  positive  soit  supé- 
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N 
Heure  à  -  et  inférieure  ou  égale  à  N.  On  a 


2  log  tang  pit  =  i  2  log/?, 


la  somme  du  premier  membre  s*  étendant  à  toutes  les  fractions: 
et  celle  du  second  à  tous  les  nombres  p  (1895,  78).  —  Je  paR<i< 
l'identité  connue  (Jordan,  Cours  d'Analyse,  1882,  t.  I,  p.  160) 

,,  .11.9.71.371         .    {n  — 1)7:  n 

(1)  sin  —  sin  —  sin  —  ...  sin  ^ —  = -.  > 

n        n  n  n  2"-* 

pour  évaluer  d'abord  les  produits 

TT.    9.7r         .    (m  — 1)7: 

Um=  sin  —  sin  --  , . .  sin » 

n         n  n 

Tt        i-K  (m — 1)7: 

Vn  =  COS  —  COS .  .  .  COS f 

n         n  n 

où  m  représente  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dansi(/i-i 
Les  facteurs  équidistants  des  extrêmes,  dans  le  premier  membre 

de  (O,  étant  égaux  entre  eux,  il  s'ensuit  que  u„=i/  —^^^'  D'aow 
part 

,  .271.4"^^.    6^         .(2 m  —  2)" 

(2)  2'"-*  Wrti'/t  —  sin  —  sin  —  sin —   . . ,  sm j 

n  n  n  n 

d'où  l'on  déduit,  en  vertu  de  (1),  pour  n  pair, 

.     ir        27r  .    (m  -- 1)71  m 

2"'-^  Un^n  — sin~  s\n  —  ...sin— =  -> 

m        m  m  2'*~"* 

puis  v„  — 4 /-^j.  Lorsque  n  est  impair,  le  second  membre  de  !•■ 

peut  prendre  Tune  ou  l'autre  des  formes  suivantes  : 

271.4^^  (^m  —  2)ir 

sin sm ...  sin  -^ 9 

•im — I         im  —  i  2/n  —  1 

7r         .         Sir  .    (im  —  3)7t 

sin sm . . .  sm  • 

im  —  I        7.  m  —  i  im  —  i 

Il  suffit  de  multiplier  entre  elles  ces  deux  expressions  pour  irou«f 

,        .  7t         .         27r  .    {im  —  2)ir       am  —  i         * 

nv\~  sm sin ...  sin =  — =  —',' 

'ini  —  I        2/n  —  I  2  m  —  i  ^tm-t        a»-' 
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c'est-à-dire  Pn  =  1  /  — —  .  îl  en  résulte,  en  prenant  le  logarithme  du 
quotient  de  Un  par  Vn,  que  la /onction 

f{n)  =  log  tang -"  -t-  log  tang  — - 

,  3  7c  ,  (m  —  I  )  t: 

-T-  log  tang 1- . . .  H-  log  tang  ^^ — 

°       ^  n  ^  n 

est  nulle  ou  égale  à  |log/i  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

Gela  étant,  soient  a,  [i,  y»  •  •  •  ^^s  nombres  premiers  avec  n  et 
inférieurs  à  J  n,  II  est  évident  que,  si  />,  ^,  . . .  sont  \es  k  /acteurs 
premiers  de  n,  la  fonction 

OtTC  3^  V^^ 

<  3)       ^(/i  )  — log  tang —   -i- log  tang- — i- log  tan  g-     +... 

»W  iif  /C 

s'exprime  comme  il  suit  au  moyen  de  la  fonction  précédente 


,4,     ^(«)'/>»)-2/(=)-2/(-; 


P^J 


Or,  lorsque  n  est  impair,  on  trouve  aisément  que  le  (iH-i)''-''"* 
terme  de  cette  somme  est 

de  sorte  que 

^(")-=  M(i--i)^Iog/i-f-(i— i)*-i2logJ. 

Donc  g{n)  =  o  en  général,  mais  ^(/î)  =  -|Iog/)  pour  k  =  i.  Lorsque 
n  est  pair,  soit  n'  son  plus  grand  diviseur  impair.  On  voit  immé- 
diatement que  la  formule  (4)  donne  g{n)  =  o  tant  que  n  est  divi- 
sible par  4  :  il  faut  que  n  soit  le  double  de  n'  pour  avoir 

2/(î)  =/<«■,,    M^Ù'Mf)'    •■•• 

Cl,  par  suite,  g{n)—  —  g{n'),  c'est-à-dire  g(n)  =  o  en  général,  mais 
jg-^n)  =  —  2  'og/?  lorsque  n'  n'a  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  p. 
En  résumé,  la  /onction  g{n)  est  égale  à  [  log/?  lorsque  n  est  une 
puissance  (à  exposant  entier  et  positif)  du  nombre  premier  impair  p  ; 
<i  —  ilo^p  lorsque  n  est  le  double  d^une  telle  puissance;  à  zéro 
dans  tout  autre  cas. 
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Je  suppose  maintenant  que  dans  Tégalité  (3)  on  attribue  à  n 
toutes  les  valeurs  entières  depuis  3  jusqu'à  N  :  il  vient 

^(3)-+- ^(4)  -+-...-h^(N)  =2logtangpr, 

la  somme  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  fractions  irré- 
ductibles p,  positives  et  inférieures  à\,  et  dont  le  dénominateur 
ne  surpasse  pas  N.  Dans  le  premier  membre  tout  nombre  n=/>*^,^ 
est  suivi  par  le  nombre  2/?^^  N,  et  donne  lieu,  avec  celui-ci,  àb 
somme 

g{p'*)-^g{'^P'')=  flog/?-ilog/?=o. 

Il  ne  reste  donc  à  considérer  que  les  nombres  n  =^  p'*  supérienrs 
à  |N,  mais  inférieurs  (ou  égaux)  à  N.  Chacun  de  ces  nombres  m 
peut  se  présenter  qu'une  seule  fois  dans  cet  intervalle,  parce  que,  en 

supposant  jN  </?^^  N,  on  a,  à  cause  de/?^  3, 

/?v-i<  iN  <  {N,        /?vH-i  >  |N  >  N. 

On  a  donc  bien 

^logtangpitr-  ^^log/?. 

Gesàro  (Naples). 

703.  (1896,  8)  (G.  Prévost)  (1896,  i43).  —  On  peut  signaler aœsi 
une  brochure  de  vulgarisation  due  au  D'  Bierens  de  Haao  {fff^ 
Biljart;  Leide,  A.-W.  Sijthoff,  i858).  A.-P,  Ericsson. 

786.  (1896,  58)  (A.  Boutin,  V.  Carré).  —  Sur  un  échiquier, plactr 
des  cavaliers  dans  certaines  conditions  (1897,  i5,  a54;  1898,  ^'.Y 
— Les  formules  de  M.  Teilhet  (1897,  p.  i5),  déjà  reconnues  inexicies, 
indiquaient  29  comme  nombre    minimum  relatif  à  un  échiquier  de 
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1 1*  cases.  La  solution  donnée  par  M.  Carré  (1897,  p.  254)  comportt 
27  cavaliers  ;  celle  de  M.  Solidus  (1898,  p.  87)  en  comporte  23.  Voici 
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une  solution  nouvelle  qui  n'en  comporte  que  12,  ;  rien  ne  prouve 
toutefois  que  le  minimum  soit  atteint.  A. -P.  Ericsson. 

1077.  (1897,  124).  (J.-S.  Mackay)  (1898,  15'»).  —  Dans  l'Ouvrage 
d'Oughtred  :  La  de/ des  Mathématiques  {The  key  of  the Mathe- 
maticSy  new  forged  and  filed,  London,  1647,  p.  72),  on  lit  :  If  in 
a  circle  7.2a  ::  8.7:  ::  ii3.355  it  shall  bee  8,1:  ::  -iR.P  :  and 
0.7:  ::  Rq.  circl.  and   t. 8  ::  {Pq  circl.,  etc. 

W.-W.  Beman  (Ann  Arbor), 

1115  (E.-M.  Lémeray).  —  Origine  du  mot  racine.  —  La  ques- 
tion, telle  qu'elle  est  posée,  est-elle  susceptible  de  recevoir  une  so- 
lution? Peut-on,  avec  quelque  certitude,  répondre  par  un  nom 
propre?  Il  serait,  en  ce  cas,  intéressant  de  le  connaître.  Quoi  qu'il 
en  soit,  dans  un  Ouvrage  destiné  aux  professeurs  de  l'enseignement 
moyen,  un  savant  belge  résumait  récemment  fort  bien,  en  ces  termes, 
ce  que  Ton  sait  sur  ce  sujet  et  sur  d'autres  analogues  : 

«  Les  dénominations  de  carré  et  de  cube^  dit-il,  proviennent  de 
considérations  géométriques  et  se  sont  introduites,  depuis  vingt-cinq 
siècles,  dans  le  langage  de  l'Arithmétique  abstraite.  On  sait  que,  chez 
les  anciens,  les  Mathématiques  avaient  un  caractère  essentiellement 
géométrique  ;  aussi,  les  mathématiciens  grecs,  Diophante  excepté, 
appelaient  côté,  carré,  cube  (Tc^Eupà,  latus;  TSTpaYcovov,  quadratum; 
xé^,  cubus),  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième  puissance  de 
rioconnue  des  problèmes.  De  leur  côté,  les  Arabes,  sans  rejeter  ces 
dénominations  de  carré  et  de  cube^  appelaient  habituellement  Tin- 
cooDue  des  problèmes  et  Vx  de  nos  expressions  algébriques  du  nom 
de  shaïj  qui  signifie  la  chose,  et  du  nom  de  gidz^  qui  signifie  la 
racine  (la  chose  à  extraire  du  sein  de  l'inconnu,  comme  du  sem  de 
la  terre);  ils  nommaient  son  carré  mal  (produit,  revenu,  en  latin 
C€nsut)\  les  quantités  connues  se  nommaient  des  drachmes.  Par 
suite,  les  algébristes  italiens  qui,  au  moyen  âge,  nous  transmirent 
les  Sciences  orientales,  appelèrent  l'inconnue  la  cosa  ou  la  radice 
et  son  carré  il  censo,  et  nommèrent  l'Algèbre  \Arte  délia  cosa  ou 
XkRegola  délia  cosa  ou  Ars  rei  et  census,  noms  que  les  Allemands 
ont  traduits  par  Règle  de  la  Coss ;  la  plus  ancienne  Algèbre  im- 
primée au  delà  du  Rhin  est  Die  Coss  (i525)  de  Christophe  Rudolff, 
rééditée  en  i553  par  Stifel.  »  (Cours  développé  d^ Algèbre  élé- 
mentaire, précédé  d'un  Aperçu  historique  sur  les  origines  des 
Mathématiques  élémentaires,  par  B.  Lefebvre,  S.  J.  Namur,  Wes- 
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mael-Charlier,  1897,  t.  I,  p.  100.  Les  notes  historiques  qu'on  rti- 
contre,  presque  à  chaque  page,  dans  cet  Ouvrage^  font  d*ordiiuirc 
bien  connaître  l'état  actuel  de  la  Science.) 

On  peut  se  fornner  une  idée  de  l'emploi  de  ces  expressions  daaj 
les  Algèbres  arabes,  par  VAlgèbre  de  Mohammed-ben-Muza  KV 
Kharizmi,  dont  Libri  a  publié  une  traduction  latine  dans  son  Hi»- 
toire  des  Mathématiques  en  Italie  (Paris,  Renouard,  i838,  1. 1. 
note  12,  p.  253-299);  Maximilien  Marie  donne  aussi  une  analyse  assa 
développée  de  V Algèbre  de  Mohammed.  (Marie,  Hist.  des  Scienta 
mathém.  et  phys.,  t.  Il,  p.  95  et  suiv.  Paris,  Gauthier-Villars,  i831i 

IL  Braid. 

1192.  (1898,  1).  (J.-J.  DuRAN  Loriga).  —  Changement  dt 
triangle  de  référence  en  coordonnées  barycentriques  (1898,  ilSi 
—  Généralisons  le  problème  en  cherchant  les  formules  par  les- 
quelles on  transforme  les  coordonnées  d'un  point  M'  d'un  triangle 
fondamental  ABC,  pour  les  rapporter  à  un  autre  triangle  fonda- 
mental A'B'C 

Les  coordonnées  barycentriques  de  M',  relativement  au  triangle 
ABC,  sont  a?i,  arj,  x^  et,  relativement  au  triangle  A'B'G',  Vi.  /^?/^ 

Soient  «n,  a^,  ais;  asi,a2t,  ajs;  a^uciity  «sa»  respectivemenl  le 
coordonnées  de  A',  B',  C.  L'équation  de  B'G'  s'écrit 


o  = 


X\         Xf        Xz 

an     ajî     ajî 
^31     ^3î     ^33 


=  AuXi  -\-  Ai,a7ï-4-  Aia^Tj, 


où  Au,  Alt,  Ai3  sont  les  déterminants  mineurs  de  an^nyx.  awàix^ 

^11       ^lï       ^13 


le  déterminant 


A.  Mais  puisque,  par  rapport  se 


«21     aji     aj3 

«3t       ût3J       «83 

triangle  A'BT/,  l'équation  de  B'C  est  ^1  =  0,  on  peut  poser 

^i  =  X(Aiia:i-h  AuXt-f-  A^arj),    jj=  [i(A,ia:i-+- AjjXj-t- AijJj^ 

^3=  PCAsiiT, -f-Asjarj-f- AjjXa), 

où  X,  [ji,  p  sont  des  constantes.  Pour  les  déterminer,  on  obser^' 
que,  pour  ;ri=  «n,  ^1=  «u,  a^8  =  «i8,  on  a  ^,  =  S'  et  ^,=^,=9, 
où  S'  est  Taire  du  triangle  A' B'C';  d'où  l'on  conclut  que  S'=:ÀX 

S' 
ou  A  est  le  déterminant  formé  par  les  a.  Donc,  X  =  —  ainsi  \^ 
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[X  et  p;  on  a  donc 

A/,  =  S'(A„a?|-f-A,2ar,-+-A,3j?3),     A72  =  S'(A,ia:,-hA„a:î-4-A,3a7s), 

Aj^3  =  S'(Ajirri-+-A32a?,-^A33r,), 
d'où 

S'X3  =  «13^1  -^  «23^5  -^-  «33^3- 

Revenons  maintenant  au  cas  proposé.  On  suppose  que  les  coor- 
données du  point  M,  relativement  au  triangle  ABC,  sont  6|,  6j,  63; 
alors  les  coordonnées  des  pieds  A',  B',  C  des  perpendiculaires  abais- 
sées de  M  sur  les  côtés  BC,  CA,  AB  sont  respectivement 

6.  sin  Ah-  61  sin  B  cos  C  63  sin  A-f-  61  si  n  C  cos  B 

a„=o,    a,i= ^i- ,     «13= r— r ; 

sin  A  sin  A 

61  sin  B-h  ^2  sin  A  cos  C  6.,  sin  B-f-  6;  sin  G  cos  A 

ÛJ1= : r^ ,         «lî—O,        «23=   = b » 

sin  B  sinB 

61  sin  G-}- §3  sin  A  cos  B  êjsinG-hêssinBcosA 

<ïil=  : 7S >        «32=  — T, y        «33=0- 

Sin  ti  sinLi 

Donc,  on  a 
0/  6f  sinB-r-êjsin  AcosG  S,  sin  G -1-63  sin  A  cos  B 

^  '■= SïTb -^«-^ iîiû^ ^" 

c,  62sinC-i-65sin  BcosA  êisinA-hêisinBcosG 

^'•=  ihïc -^-'-^ ïïi^Â •^«' 

cf          63sin  A-+-6t  sinCcosB            63  sin  B -4- 6*,  sin  G  cos  B 
bXi=   ^_- j.,H ^.-^- j^j. 

sin  A  sinB  '^ 

Quoiqu'on  obtienne  par  ces  formules,  en  omettant  le  facteur  S', 
les  coordonnées  proportionnelles  de  M',  il  est  pourtant  curieux  de 
connaître  la  valeur  de  S'.  On  trouve  aisément 

SS'=  62^ïSin'A-i-  S3  6isin'B  -h  6i62sin2C, 
d'où  l'on  conclut  que 

62ê3sin<A  -H  6361  sin*  B  H-  61^2  sin' G  =  o, 

Klant  l'équatioQ  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABG, 
les  coordonnées  x^^x^j  x^  deviennent  illusoires  si  le  point  M  est  sur 
celte  circonférence.  En  effet,  le  triangle  A'B'G'  se  transformant 
ilors  en  la  droite  de  Wallace,  il  n'est  pas  possible  de  déterminer  les 
coordonnées  jr^ ,  ^j,  ^,.  Pour  les  applications  pratiques,  on  a  souvent 
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aussi  besoin  des  valeurs  des  côtés  B'C,  C'A',  A'B'.  On  obtient 

ï       65  sin'G  -h  6|  sin*B  -h  262^3^1"  B  sinC  cosA 


B'C  = 


R2sin2Bsin«G 


etc. 


Stoll  (Benshcim). 


1213.  (1898,  6).  (M.-R.  de  Montessus).  —  Bibliographie  delà 
fonction  V  (1898,  ioG).  —  Il  y  a  encore  à  citer  les  travaux  «l-' 
M.  Stielljes  qui  me  paraissent,  avec  ceux  de  M.  Bourguet  et  i»* 
M.  Lerch,  les  plus  importants  de  ces  dernières  années  sur  la  fonf- 
tion  r. 

M.  Stieltjes  a  parlé  de  la  fonction  r,  d'abord  dans  «a  Thf?e 
{A.  É,  /V.,  3"  série,  t.  III,  p.  201;  1886),  puis  dans  un  Mémoirein- 
séré  dans  le  /.  M.,  (4*  série,  t.  V,  p.  4^5;  1889)  et  enfin  dans  d^ 
Communications  à  M.  Hermite,  rapportées  et  citées  dans  le  Court 
auto  graphie  de  la  Sorbonne. 

En  particulier  —  ce  qui  est  intéressant  pour  la  question  1213  — te 
le  tirage  de  1891  de  ce  Cours  classique,  p.  141,  on  trouve  la  for- 


mule   r(ta)  =  R(cos6 -h  isin0)    avec    R  =  i  / 


271 


—  cl 


^(gaii__e-««) 


arc  tang  -  ' 


^      i-      /    1  "^  ^ 

0  =  lim  f  a  logn  zp arc  tanga  —  arc  tang . . . — 

où  Ton  doit  prendre  le  signe  supérieur  ou  inférieur,  suivant  quefl«* 
positif  ou  négatif,  tous  les  arc  tang  étant  compris  entre  les  limilc? 


et  4-  - 

2  2 


H.  Boi'RGET. 


1239.  (1898,  32)  (A.  Gob).  —Bibliographie  des  épicycloîdei.- 
Leibniz  attribue  à  Rœmer  l'invention  des  épicycloïdes.  Dans  soo 
Traité  des  épicycloïdes,  La  Ilire  a  fait  une  revendication  pour  De- 
sargues; Newton,  le  premier,  a  donné  la  rectification  desépicycloïdc* 
dans  son  Livre  des  Principes.  Mannheim. 

Voici,  tout  au  moins,  l'indication  d'un  certain  nombre  de  source 
concernant  les  épicycloïdes  et  les  épitrochoïdes  : 

yV.  A.y  1»*  série,  t.  XI.  —  Fouret,  ibid.y  2*  série,  t.  Vlll,  p.  i6*' 
192.  —  Ibid.y  p.  149.  —  Painvin,  ibid.y  t.  IX,  p.  202.  —  LAGtEUt. 
ibid.y  p.  254. —  Painvin,  ibid.,  p.  2J6.—  Gallandreau,  ibid.,^'\> 
—  RiBAUCOUR,  ibid.y  t.  X,  p.  234.  —  Ibid,,  t.  XI,  p.  329.  —  CiflP^ 
ibid,,y  t.  XIV,  p.  21.  —  Fouret,  ibid.,  p.  71.  —  Laguerrs,  '**^' 
t.  XVII,  p.  55.  —  Barbarin,  ibid.,  p.  m.^Ibid.,  t.  XVIII,  p.  an- 
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Babbarix,  ibid,,  p.  475.— yV.  C,  t.  II,  p.  \oi. —  Ibid.,  t.  III,  p.  57,  4o8. 
— lbid,j  i.  IV,  p.  90. — Mexnesson,  ibid.j  p.  3o3. — Ribaucour,  ibid., 
t.  V,  p.  3i4.  —  Neubbrg,  ibid.j  p.  35i.  —  Maxnheim,  /.  M.,  2*  série, 
t.  IV,  p.  102.  —  Haton  de  la  GorpiLLiBRE,  ibid.j  t.  XIII,  p.  io\.  — 
Gnou,  ibid,,  3*  série,  t.  V,  p.  69.—^.  S. y  t.  I,  p.  331. — Lagverre, 
ibid.y  t.  VII,  p.  108.—  Haton  de  la  Goupillière,  /.  E,  P.,  i.  XXVI, 
43*  Cahier,  p.  i9.3  à  i5'). —  Foiret,  S.  P.,  1868,  t.  V,  p. 80. — Gilbert, 
Annales  de  la  Société  scientifique  de  BruxelleSy  1880.  —  Nico- 
laïdès,  Analectes,  1872.--  Hachette,  Correspondance  sur  l^Ècole 
Polytechnique^  t.  II,  p.  32,  87.  --  ëuler.  Actes  de  Saint-Péters- 
bourg, 1784.  —  L'Hospital,  Actes  de  Leipsick,  1695.  —  Newton, 
Principes,  Livre  I,  proposition  49.  —  Painvin,  Géométrie  analy- 
tique, p.  443.  —  G.  de  LoNGCHAifPS,  Géométrie  analytique,  p.  296, 
379.  —  Paul  Serret,  Théorie  géométrique  et  mécanique  des 
courbes  à  double  courbure,  p.  54-  —  Ribaucour,  Étude  des  élas^ 
soldes,  1881,  p.  199.  Haton  de  la  Goupillière. 

1675.  Db  la  IIire.  —  Dissertation  des  épicycloïdes  (Appendice 
du  Traité  de  Mécanique).  -  1676.  De  la  Hire.  —  De  cycloide 
opusculum. —  1690.  Tschirniiausen. — Acta  eruditorum.  — 1694.  De 
la  HiRB.  —  Ane.  Mém.  Paris;  IX;  22i-3io.  — 1695.  Caswell.  —  T. 
B.  S.  L.,  XIX;  ii3.  —  1706.  De  l\  Hire.  —  M.  A.  P.—  Nicole.— 
M.  A.  P.  —  1727.  Maupertvis.  —  M.  A.  P.  —  1751.  Duraeus.  — 
Svensk.  Vet.  Ac.  Handl. —  1766.  Ecler. —  Nov,  Com.  Petrop.^  X, 
179-198.  —  1772.  Schulten.  —  Dissertatio  de  epicycloïdi  simplici. 
Abc—  1777.  Eberenz. —  Erste  Grûnde  der  Epicyclometrie.  Frei- 
borg.-  1784.  Ecler.  —  Acta  Ac.  Petrop.,  V  (i),  I;  48-49-  —  1808. 
EriELWEiN.  —  Handbuch  der  Statik  f ester  Kôrper,  III,   Berlin. 

—  1813.  Magold.  -  -  Abhandlung  von  der  Epicycloide.  Landsliut. 

—  1820.  Littrow.  —  Mém.  St.  Pétersb,  5*  série,  VII;  80-109.  — 
1826.  Raabe.  —  Cr.,  1.—  1830.  Tischleder.  -  Disquisitiones  ana- 
tyticœ  de  curvis  spiral ib us.  Diss.  Muenchen. — 1831.  Ettingshausen. 

—  Zeitschr,  f.  Phys.  u.  Math.,  IX,  178.  —  183i.  Olivier.  —  /.  E. 
P.,  Cahier  XXIII;  85-i52.  —  18U.  Puiseux.  —  /.  M.,  IX,  377-99; 
409-421. —  Ridolfi. — Di  alcuni  usi  délie  epicicloidi  e  di  uno 
strumento  per  la  loro  descrizione  e  specialmente  per  quelle 
deir  elisse.  Firenze.  —  1846.  Terquem.  —  yV.  A.,  V;  35.—  1848. 
VEaDAM.  — yl.  Gr.y  XI;  i3-25.— 1849.  Drach.  — P.  M.,  3' série,  34-35. 

—  1830.  Kavffmann.  —  Darstellung  der  ebenen  und  sphœrischen 
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Epicycloiden.—  1831.  Lentiiéric. —  Mém.  Ac,  Montpellier^  II, m. 

—  1852.  Bellavitis.  —  Ann,  di  Se,  mat.  e  fis. y  IIÏ;  5o8-5i6. - 
1854.  AousT.  —  Sur  la  géométrie  des  épicycloïdes.  —  ZicmE.  - 
Elementare  und  analytische  Behandlung  der  Cycloïden.  Iser- 
lohn.  —  Hallstr5m.  —  Afhandling  Cycloïdkurvorna.  Diss.  Luid. 

—  Weissenborx.— />ie  cyclischen  Curven.  Eisenach. — 1857,  Bin. 

—  Z.  S. y  H.  —  ScHLOUiLCH.  —  Z.  S.,  II. —  1858.  Bohlen.  —  A,  Gr. 
XXX;  469. —  Fabri.  —  Atti  Nuovi Lincei,  II.  —  1859.  Baie.  - 1- 
5.,  IV;  3ii-3i2.— Mannheim.— A^.  A.,  XVIII;  37i-37f),--1860.DiEr 
— :V.  A,,  XIX;  125-129.-I86I.  Bohlen.  -yl.  Gr.,  XXXVII:  118-iiî 

-1861.  DtRKGE.  —  Z.  S. y  IX;  209-217.  -  1865.  Rankine.  -  P. -V 
4'  série,  XXIX;  22-25.—  1866.  Van  Aken. —  Over  de  Hypocycloidi. 
Leiden. —  Gildemeister. —  De  lineis  curvis  epicycloidibus  et  hypo- 
cycloidibus.  Diss.  Marburg. —  Sang.—  T.  R.  S.  £*.,  V.—  1867.  Ba- 
lermann. —  Epicycloiden  und  Hypocycloiden.  Diss.  lena.— Sw 

—  Trans.  Roy.  Soc.  Edinb.,  XXIV.  -  1868.  Blrnside.-  E.  Tfl.. 
X  ;  96. —  Daiil.  —  Beitrag  zur  Théorie  der  Epicykeln.  Diss.  Itna 

—  Y  QX.Yi^T.  —  L  Institut  y  XXXVI,  I,  i82-i83;  189-192.—  FoiBtT- 
Bull.  Soc.  Philom.y  Paris,  6*  série,  V,  88.  -  -  Haton  de  la  Goiwl- 
LiÈRE.—  C.  R.,  LXVI  ;  533-537. —  Haton  de  la  Golpillièrb.— ^Z.^- 
2*  série,  XIII;  204-208.  —  1869.  Fouret.  —  N.  A.y  2"  série,  VIII: 
162-168.  —  Marten.  —  Die  Roi  Unie  und  die  Brennlinien  dura 
Zurûckwerfun g .  Tr.  Ostrowo.  —  Streinz.  —  Ueber  Cycloid(n. 
Pr.  Troppau.  —  1870.  Eckardt.  —  Z.  5.,  XV;  129-134.  —  HAtax 
de  la  Goupillière.  —  /.  E.  P.,  cahier  XLIII;  i23-i55.  —  Vas 
Hen(;kl.  —  Ueber  Cycloiden.  Diss.  Rostock.  —  Wollseifb.  - 
Ueber  die  Hypocycloïde.  Pr.  Julich.  —  1872.  Brocard.  —  -V-^- 
2"  série,  XI;  329*33 1.  —  Kiepert.  —  Z.  S.,  XVII;  129-146-  ^ 
Studnicka.  —  Casopisy  I;  252-253.  —  1873.  Eckardt.  —  Z.  S.. 
XVIII;  319-323.  —  Roberts.  -  T.  L.  M.  S..  IV;  353-356.- 
Wolstexiiolme.  —  T.  L.  M.  S.,  IV;  321-327.  —  Zmurko.  —  Beitras 
zur  Envelterung  der  Operations-Lehre  der  konstrukti^en  Gca- 
metrie,  Lemberg.  —  1874.  Rittershaus.  —  Verh.  des  Vereina*^ 
Befôrd.  des  Gewerbfleisses  in  Preussen,  LUI  ;  269-300.— WiUiA»- 
80N,  Wolstenholme.  —  E.  T.  R.y  XIX  ;  79-80.  —  1875.  Accrsr.  - 
Zeitschr.  f.  Erdkunde  Berlin,  IX.  —  Hejzlar.  —  Casopisj  H** 

—  IloLZMÏJLLER. —  Die  Hauptcigenschaften  der  cyclischen  Cunt^ 
in  elementarer  Darstellung.  —  Hyde.  —  Analyst,  II:  la-U  " 
1875.  Moret-Blang.  —  N.  A.,  2*  série,  XIV;  71-73.  —  Plettsk»  -* 
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Caris  Bepertorium  der  Experimentalphysiky  XIV;  2^-28. —  Rei- 
NEMUND.  —  B.  A,  B.,  2*  série,  XXXIX;  73-75.  —  1877.  Brocard.  — 
N,  C,  III;  4o8-4'o.  Golugnon.  —  A,  F.,  VI.— Piorek. —  Einlei- 
iung  in  die  kinematische  Géométrie  verbunden  mit  einer  ele- 
mentarer  Behandlung  der  cyclischen  Curven,  Hildesheim.  — 
1878.  Hatox  de  la  Goupilliérb.  —  /.  E.  P.,  Cahier  XLV;  103-172. 
-Léal'té.  -  C.  /?..  LXXXVI:  1371-1374.—  Mansion.  —  N,  C,  IV; 
3oi-3oî. —  O.vxEX. —  Nieuw  Arch.  v.  Wisk.,  IV;  3o-56.  —  Proctor. 

—  A  trcatise  on  the  cycloid  and  ail  formes  of  cycloïdal  curves, 
London.  — Thallmayer. — Dingl.Polyt.  Journal,  228.  — 1879.  Onnen. 

—  Nieuw.  Arch.  v.  JVisk.,  V;  1-34-  Oxnen.  --Arch.  néerland., 
XIV;  1-75.—  1880.  Fouret.— iV.  A.,  2»  série,  XIX:  63-68.-   Gilrkrt. 

—  Ann.  Soc.  Se,  Brux.,  IV  B;  l'i^-i^i.  —  Vietor.  —  Z.  S.,  XXV; 
263-271. —  Wetzell. —  Die  cyclischen  Curven.  Cassel.—  1881.  Van 
Leelwex.  —  Nieuw.  Arch.  v.  Wisk.,  VIÏ  ;  21 3.  —  Wiener.  —  Z.  S.. 
XXVI;  257-263.  —  188i.  Bellermann.—  Rouletten  von  Cycloiden. 
Berlin.  —  Holst.  —  Arch.  for.  Math,  og  Nat.y  VI  ;  125-ij2.  —  Jef- 
FERT.  —  />.  R,  S.  L.y  XXXIII;  io5.  -  Resal.  —  iV.  ^1.,  3"  série,  I  ; 
7-i5.  —  Wiexer.  —  Z.  S. y  XXVII;  129-149.—  1883.  Kvuffmaxx.  — 
Théorie  und  graphische  Darstellung  der  Epicycloiden.  Stuttgart. 
— 1883.  Gaubardella.--  Lezioni  di  Catcolo  infinitésimale.  Napoli. 

—  Men-xesson.  —  M.,  V,  192.  —  1887.  G.  Humbert.  —  C.  /?.,  CIV; 
io5i-io53.— 1888.  Gob,  Meurice.—  M.,  VIII;  119-120.—  G.  Humbert. 

—  A.J.  Jf.,  X;  258-281.—  G.  Humbert.—  /.  M.,  i«  série,  IV;  i33- 
i5i.  —  Oekixgbaus.  —  A.  Gr.,  1^  série,  VII;  34-52.  —  1889.  ëkama. 
~  A.  Gr.y  2*  série,  VII;  204-224.  —  1890.  Eighler.  — Hamh.  Mitt,, 
i*  série,  92-105.  —  Jaxiscii.  —  A.  Gr.,  2*  série,  VIII;  171-183.  — 

—  SvEcnxiKOFF.--/  S.,  3*  série,  IV,  146-149;  169-170. —  1891.  Gay- 
LEY.  —  .1/.  M.,  2'  série,  XX;  i5o-i58.  — Jerabek.  —  Ueber polarre- 
ciproke  Curven  von  Epicycloiden  und  Hypocycloiden.  Pr.  Briinn. 

—  MoRLEY.  —  A.J.  M. y  XIII  ;  179-184.  —  1892.  Fouret.  -  C.  B., 
CXV:  io55-io56.— Loucheur.— A^.  A.,  3*  série,  XI;  374-384- — Ma9— 
DEA.  —  Studio  sulle  epicycloidi.  Napoli.  -  Heixcke.  —  Ueber  cy- 
clische  Curven.  Pr.  Malchin.  —  Tschumi.  —  Ein  Beitrag  zur  Ges- 
chichte  und  Discussion  der  Cycloiden.  Diss.  Bern. — 1893.  G.  Hum- 
bert.  ~  N.  A.y  3*  série,  XII;  48.  -r-   1894.  Juel.  /.  M.,    I;  243.  — 

kIoBLBY. —  A.  J.  Jf.,  XVI ;  188-204.  —  Prochaska.  —  Casopis, 
^XIU;  236.—  Weyr.—  Casopis,  XXIII  ;  4.—  1895.  Barisiex.     /.  5., 

[•  série,  IV;  239.  —  Brocard. —  /.  M.,  II;  208.  —  Delaunay. —  Z.  S., 
X;  242-244.—  Pellet.—  /.  S. y  4"  série,  IV;  207.—  1896.  Duporcq. 
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MoRLEY.  —  Bull.  Am,  Math,  Soc,  a"  série, 

E.  WôLFFiNG  (Stuttgart). 


1267.  (1898,  79)  (/?.  de  Crès).  —  Soit  M  un  point  quelconque 

cVune  surface  (S).   Par   ce  point   M   et  par  chacun   des  troii 

cercles 

X  -  Oy  y  =  Oy  z  —  o. 


yi^z^-    a^f         3* -h  a?*  =6', 


x^ 


y^=cK 


on  fait  passer  une  sphère.  Le  second  point  commun  à  ces  troii 
sphères  étant  M',  on  demande  quelle  doit  être  la  surface  (Si 
pour  que  le  point  M'  soit  la  projection  de  Vorigine  sur  le  platk 
tangent  en  ^  à  la  surface  (S). — Celte  génération  de  la  surface  iS' 
n*est  autre  que  la  génération  de  la  surface  de  Tonde  donnée  pir 
M.  Darboux  (Cow/?/g5  rendus,  28  février  1881).  Cherchons  à  voir 
directement  la  nature  de  (S). 

Dans  une  Note,  présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  k 
23  mars  1896,  je  suis  arrivé  au  beau  théorème  de  C.  Niven,  relatif  à 
la  surface  de  Tonde,  en  considérant  cette  surface  comme  la  tram5- 
formée  d'un  ellipsoïde  parla  construction  de  iMac-CulIagh. 

Aujourd'hui,  je  vais  partir  d'une  surface  (S),  définie,  commf 
dans  Ténoncé  de  la  question  posée,  au  moyen  des  sphères  di 
théorème  de  Niven,et  montrer  que  la  construction  de  Mac— CulUgb. 
appliquée  à  cette  surface,  conduit  à  un  ellipsoïde.  Et  alors,  comme 
par  une  construction  inverse  de  celle-ci  on  retrouve  (S),  il  sera 
démontré  que  cette  surface  est  une  surface  de  Tonde. 

La  surface  (S)  est  symétrique  par  rapport  au  plan  de  chacun  de> 
cercles  donnés;  elle  a  pour  axes  les  axes  ox,  oy,  0-5  de  ces  cercles. 

Soient  mi  (*)  un  point  de  (S)  et  a  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  o  sur  le  plan  tangent  en  m^  à  (S).  Prenons  le  pIanoivii« 
pour  plan  de  la  figure,  la  droite  or  est  la  trace,  sur  ce  plan,  du 
plan  (^-3).  Le  cercle  contenu  dans  ce  dernier  plan  coupe  or  en  1 
et  a'.  La  sphère,  qui  passe  par  ce  cercle  et  par  /?ti,  passe  aussi,  par 
définition,  par  le  point  u.  On  a  alors 

roL  X  roL'~  rmi  x  ru. 

Abaissant  la  perpendiculaire  mie  sur  o/-,  on  a  aussi 

rc  >c.  ro  —  mil  x  ru  : 


(')  Je  conserve  les   nolations  et  la   ûgure  de  ma   Communicalioa  di 
23  mars  1896. 


donc 


ou 
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roL  X  /•»  =  /'c  X  rOy 


j         1  2 

or   — 0  7.    ^=  or    — oeyc^or. 


r* 

A 


;  \ 


-A  I 


Le  rayon  on  étant  désigné  par  a^  on  a  donc 


(•) 


—  t 

oe  X  or  =  a 


Appliquons  à  (S)  la  construction  de  Mac-Gullagh;  faisons  tourner 
sur  lui-même  d'un  angle  droit  autour  du  point  o  le  plan  de  la  figure  : 
le  point  mi  vient  en  m. 

Cette  construction,  employée  pour  tous  les  points  de  (S),  conduit 
à  une  surface  [mjy  et  Ton  sait  que  le  plan  tangent  en  m  à  cette 
surface  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  ainsi  qu'au  plan 
taogent  à  (S)  en  mi. 

Lorsque  le  plan  de  la  figure  a  elTectué  sa  rotation  autour  de  o,  le 
segment  or  est  venu  en  o(  et  la  perpendiculaire  mie  ùl  or  est  de- 
venue la  perpendiculaire  mq  à  ot.  On  a  donc  oq  =  oe,  ot  =  or  et  la 
relation  (i)  montre  que 


(■^) 


oq  X  ot  =  a 


La  droite  ot  étant  perpendiculaire  à  or  est  la  projection  de  o:r  sur 
le  plan  de  la  figure.  Appelons  t'  le  point  de  cet  axe  dont  la  projec- 
tion est  /,  ce  point  /'  est  à  la  rencontre  de  ox  et  du  plan  tangent 
en  m  à  [w].  Menons  du  point  m  un  plan  perpendiculaire  à  oa:,  il 
coupe  cet  a\e  en  un  point  que  j'appelle  p  et  sa  trace  sur  le  plan  de 
la  figure  est  mq^  qui  est  perpendiculaire  à  ot,  projection  de  ox. 

Dans  le  quadrilatère  qpt't  les  angles  en  p  et  t  étant  droits,  Ton  a 

op  X  ot'  =  oq  X  ot, 
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et  alors,  par  suite  de  la  relation  (2),  il  vient 

—  î 

op  x  ot'  =^  a   . 

Ainsi  l'abscisse  du  point  m^  multipliée  par  la  longueur  de 
segment  compris  entre  le  centre  o  et  le  point  où  /'axe  ox  ai 
coupé  par  le  plan  tangent  en  m  à  [m],  donne  un  produit  con- 
stant, quelle  que  soit  la  position  de  m  sut  [m]. 

On  a  des  résultats  analogues  pour  oy  et  oz  ;  on  peut  eonclore 
alors  que  [m]  est  un  ellipsoïde  et,  comme  je  Tai  indiqué  en  commen- 
çant, que  la  surface  (S),  qu'on  peut  faire  dériver  de  cet  ellip- 
soïde par  la  construction  de  Mac-Cullagh,  est  une  surface  dt 
ronde.  M  AXNHEiM . 

1299.  (1898,  126)  (F.  Michel).  —  Machines  à  calculer.  -  If 
lecteur  trouvera  d'utiles  indications  à  ce  sujet  dans  les  Annaîesd^ 
Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers,  2'  série,  t.  V,  i8<pei 
l.  VF,  1894  :  M.  d'OcAGNE  :  Le  Calcul  simplifié  par  les  procédés  mé- 
caniques et  graphiques  : 

I.  Les  instruments  et  les  machines  arithmétiques; 

II.  Les  instruments  logarithmiques,  les  tracés  graphiques,  ii? 
tables  numériques  ou  barèmes; 

III.  Les  tables  graphiques  ou  abaques,  la  Nomographie. 

La  lecture  de  ces  notices  orientera  les  recherches  àfairep»cr 
obtenir  d'autres  renseignements.  H.  Brocard. 

1343.  (1898,  197)  (GiNO  Loria).  —  Le  commentaire  arabe  dont  il 
s'agit  est  en  cours  de  publication,  sous  le  titre  de  Codex  Leidefisu 
399»  1,  etc.  (Copenhague,  L.  Hegel  et  fils,  par  les  soins  de  M.  Bc?- 
thorn,  avec  une  traduction  latine  de  M.  Heiberg.  La  partie  concer- 
nant le  Livre  I  des  Éléments  d'Ëuclide  a  paru  en  deux  fascicnle* 
(1893  et  1897).  Lorsque  j'ai  rendu  compte  du  premier  (B.  D.,  1^9^- 
p.  3i5),  j'ai  annoncé  que  la  santé  de  M.  Rodet  l'avait  obligé ^d<5 
1888)  d'abandonner  son  travail.  11  n'était  pas  alors  assez  a^^Q^ 
pour  que  MM.  Beslhorn  et  Heiberg  aient  pu  l'utiliser,  et  j'avais  o 
fait  publié,  dans  ma  Géométrie  grecque,  à  peu  près  tout  ce  qo^* 
en  pouvait  tirer.  P.  Taîcnert. 

Une  réponse  tout  à  fait  concordante  avec  la  précédente  est  faitt^  P'^ 
M.  G.  Enestrôm  (Stockholm). 


>•••« 
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QUESTIONS. 


137.  [K13a](1894,  82)  Une  droite  est  placée  en  pré- 
sence de  plusieurs  miroirs  plans  disposés  d'une  manière 
quelconque.  Peut-on  indiquer  une  méthode  plus  simple  que 
la  méthode  générale  pour  trouver  les  positions  des  images 
successives  de  la  droite,  après  deux,  trois,  . , .  réflexions? 

139.  [Jlb,3]  (1894,  83)  On  divise  une  circonférence 
en  2/1  -}-  I  parties  égales.  De  combien  de  manières  peut-on  pla- 
cer/i  cordes,  sous-tendant  les  arcs- 


1  n 

■-  > 


de  la  circonférence,  de  telle  sorte  :  1**  que  chaque  corde 
aboutisse  à  deux  points  de  division;  2®  qu'aucune  n'abou- 
tisse au  point  2/i-f- 1  ;  3®  que  deux  cordes  n'aboutissent  jamais 
à  un  même  point  de  division  (*  )?  Ed.  Lucas. 


1369.  [K13e]  Dans  un  tétraèdre  orthocentrique,  la 
sphère  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  des  faces  peut- 
elle  être  tangente  aux  cinq  sphères  principales  inscrites  et 
ex-inscrites  au  tétraèdre?  Espanet. 

1370.  [K13c]  Quelles  sont  les  relations  entre  les  élé- 
ments d'un  tétraèdre  pour  qu'il  y  ait  une  sphère  tangente  à  la 
sphère  inscrite  et  aux  quatre  sphères  ex-inscrites  principales? 

EsPAWET. 

1371.  [I19c]  Trouver  toutes  les  solutions  entières  de 


(  '  )  M.  Delanaoy  annonce  avoir  trouvé  une  solution  pour  71  =  1,  une  pour 
il  ■=  2,  trois  pour  /i  =  3,  neuf  pour  /i  =  4»  vingt-cinq  pour  n  =  3. 
Interm.yS  (Novembre  1898).  11 
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l'équation  x^ —  9  =^5?  (Voir  plus  loin  la  réponse  à  la  ques- 
tion 969,  p.  257.)  E.  Lemoine. 

1372.  [I19a]  Je  demande  de  déterminer  trois  nombres 
rationnels  tels  que  leur  somme,  la  somme  de  leurs  combi- 
naisons deux  à  deux  et  leur  produit  soient  tous  les  trois  les 
carrés  de  trois  nombres  rationnels. 

Graciano  Ricalde  (Merida,  Yucalan). 

1373.  [H2cy]  Exisle-t-il  un  Mémoire  où  ait  été  étudiée 

Téquation  différentielle  ordinaire  -—^  =  x^àzy^^  qu'on peul 

considérer  comme  un  cas  particulier  de  Téquation  de  Riccali, 
mais  qui  ne  rentre  pas  dans  les  cas  classiques  d^intégrabilité 
de  cette  équation?  Altschuler. 

1374'.  [II].  N'y  aurait-il  pas  lieu,  pour  les  théoriciens  de 
r  Arithmétique  à  numération  quelconque^  de  s'en  tendre  pour 
avoir  des  chiffres  au  moins  pour  les  numérations  de  bases 
inférieures  à  20?  Il  ne  faudrait  pas  les  caractères  consécutifs 
d'un  alphabet  qui  donneraient  lieu  à  des  efforts  de  mémoire, 
ni  des  initiales  qui  seraient  différentes  pour  les  diverses 
langues,  mais  des  espèces  de  monogrammes  réunissant  deui 
signes  en  un  seul,  et  dont  on  pourrait  tirer  la  plupart  des 
alphabets  existants. 

Voici  ce  que  nous  proposons  à  la  discussion  des  lecteurs 
que  cela  intéresse  : 

10,  la  lettre  grecque  cp  ou  l'o  barré  danois y 

1 1,  la  lettre  grecque tj 

12,  la  lettre  italique A 

1 3,  la  lettre  grecque 3 

i4,  la  lettre  italique jt 

1 5,  la  lettre  latine  S  barrée  d'un  trait  vertical  (ihyrse).  \ 

16,  une  clef  de  sol  tronquée  des  deux  bouts ^ 

17,  un  chiffre  4  renversé ) 

18,  un  8  barré  d'un  Irait  vertical  (caducée) \ 

19,  la  clef  de  sol  ci-dessus,  renversée û 

Ch.  Berdellé. 
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1375.  [I13b]  De  combien  de  manières  peut-on  numé- 
roter I,  2,  3j  . . .,  n^  les  n^  cases  de  Féchiquier  de  côté  n, 
de  telle  sorte  qu'un  numéro  quelconque,  a  par  exemple, 
n'ait  jamais  pour  voisin  immédiat  (rectangulairement  ou  dia- 
gonalement),  soit  le  n°  a  —  i,  soit  le  n®  a  +  i?  Exemple  : 

I,  9»  «3,  4, 

5,  i6,  6,  II, 

10,  i4,  a,  8, 

3,  7,  12,  i5. 

G.   DE   ROCQUIGNY. 

i376.  [02a]  Le  concept  d'équivalence  des  aires  planes 
présente  une  sérieuse  difficulté.  Quelle  est,  actuellement, 
la  meilleure  façon  de  résoudre  cette  difficulté  dans  rensei- 
gnement élémentaire?  Ursus, 

1377.  [H  12b]  M.  A.  Guldberg,  de  Christiania,  s'est  ré- 
cemment occupé  de  Fextension  aux  expressions  différentielles 
linéaires,  de  la  théorie  des  congruences  algébriques.  S'est-on 
occupé  de  cette  extension  aux  expressions  aux  différences 
finies,  dont  l'analogie  avec  les  polynômes  entiers  (qui  y 
rentrent  comme  cas  particulier)  est  encore  plus  remarquable? 

Ursus, 

1378.  [V]  Quelles  sont  les  recherches  faites  jusqu'ici 
sur  les  questions  suivantes  :  Mouvement  d'un  fil  homogène 
sollicité  seulement  à  une  extrémité  par  une  force  variable  de 
grandeur  et  de  direction?  Mouvement  du  même  fil  sous  l'ac- 
tion de  deux  forces  agissant  aux  deux  extrémités? 

La  position  initiale  du  fil  étant  donnée,  peut-on  réaliser,  à 
un  moment  donné,  une  forme  de  courbe  déterminée  à 
l'avance?  J*  Lebel. 

1379.  [V]     Quelle  est  l'origine  du  mot  épure? 

G.    DE    ROCQUIGWY. 

1380.  [12]  Dans  la  suite  des  nombres  premiers,  on 
trouve  les  groupes  (11,13,17,19);  (101,103,107,109); 
('9'j  Ï93,  197,  199);  (821,323,827,829).  Y  a-t-il  beaucoup 
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de  groupes,  semblables  à  ceux-ci,  enfermés  chacun  dans  une 
même  dizaine,  et  en  retrouve-t-on  indéfiniment? 

G.    DE    ROCQUIGNT. 

1381.  [M*  2b]  Je  désire  avoir  l'aire  située  à  rinlérieor 
de  chacune  des  boucles  de  la  courbe  fermée  dont  l'équaûon 
en  coordonnées  polaires  est 


r  =  a  siaô  +  a^s'im^, 

E.-N.  Barisies. 

1382.  [V]  Je  désirerais  avoir  l'opinion  des  Correspon- 
dants appartenant  au  corps  enseignant  sur  la  question  sui- 
vante :  Les  mots  cercle  et  circonférence  ne  semblenl4U 
pas  faire  double  emploi  ?  je  crois  qu'il  n'y  aurait  aucun  in- 
convénient à  supprimer  le  second  d'une  manière  générale. 
La  chose  a  été  proposée  depuis  longtemps  déjà  par  Duhamel, 
je  crois;  elle  l'est,  d'ailleurs,  en  Géométrie  analytique,  bien 
qu'il  y  ail,  à  ce  qu'il  paraît,  une  tendance  à  Vy  rétablir  :ce 
que  je  crois  plus  fâcheux  qu'utile. 

Cette  distinction  est  d'ailleurs  insuffisante;  au  point  de  vue 
étymologique,  on  devrait  dire  circonférence  de  cercle^  cir- 
conférence seul  étant  ambigu. 

Le  mot  sphère  désigne  à  la  fois  la  surface  sphérique  elle 
volume  limité  par  cette  surface,  et  personne  ne  paraît  j 
trouver  d'inconvénient;  on  dit  de  même  longueur  el sur- 
face de  l'ellipse,  etc.  Besouc/ein. 

1383.  [L^14a]  Les  trois  hyperboloïdes  déterminés  f^r 
une  droite  D  et  chacun  des  trois  groupes  de  deux  arétft 
opposées  d'un  tétraèdre  général  ne  passent  généralement  pas 
par  une  même  droite  autre  que  D.  Quels  sont,  en  outre  des 
sommets  du  tétraèdre,  le  ou  les  points  communs  à  ces  tn>i«| 
hyperboloïdes?  V.   Aubrt. 

1381.  [L^14a]  Quelles  sont  les  conditions  ff«îowf-| 
triques  à  remplir  par  la  droite  D  pour  que  les  trois  hyperbo- 
loïdes de  la  question  précédente  aient  une  génératrice  coaA 
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mune  autre  que  D?  Quelles  sont  les  conditions  à  remplir 
par  le  tétraèdre  pour  que  les  trois  hyperboloïdes  aient  tou- 
jours une  génératrice  commune  autre  que  D  et  quel  que 

soil  D?  V.    AuBRY. 

1385.  [L*  14a]  Si  les  hyperboloïdes  de  la  question  anlé- 
prëcédente  passent  par  une  même  droite,  la  condition  néces- 
saire suivante  est  remplie;  est-elle  connue?  A  quoi  corres- 
pond-elle géométriquement? 

Soit 

A/jT-h  B/^-h  C/<«  4- D/  =  o        ï'=i,  •>.,  3,  4     le  tétraèdre, 

1  =  5,  6  la  droite  D. 

La  condition  est 


I 

3 

I 

1 

I 

4 

2 

X 

4 

■+- 

4 

X 

3 

-i- 

3 

X 

2 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

=  o, 


en  écrivant  pour  simplifier,  par  exemple. 


I 
6 


au  lieu  de 


A,  B,  Cl  Di 

A,  Bj  C,  Dj 

As  Bs  Ci  Ds 

Aç  Bç  Ce  Dg 


La  condition  pourrait  même  se  représenter  mnémonique- 
ment  par 


(2,34)-f-(3,4ï)-4-(4,23)  =  o. 


V.    AuBRY. 


V  .     î\.V 

1386.  [A3i]     Peut-on  démontrer  que  si  x^  y 
solution  en  nombres  rationnels  de 

on  aura  deux  solutions  de 


est  une 


en  posant 


u,= 


2  a'  -+-  4  ''i  M*  -+-  a  ''î  w  +  '•*  =  ^*» 

x\  —  r,  4-^1,         1*2  =  a?î  —  r,  — ^'i  ? 
Graciaico  Ricalde  (Merida,  Yucatan). 
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i387.  [17]  Soient  r  le  plus  petit  commun  multiple  de  m 
et  n,et  s  le  plus  grand  commun  diviseur  de  p  et  q.Sia 
appartient  à  Texposant  m  par  rapport  à  /?  et  à  l'exposant  n 
par  rapport  à  q,  le  même  nombre  a  appartiendra  à  Texpo- 
sant  r  X  s  par  rapport  k  p  x  q\  excepté  quand  un  faclenr 
premier  d  de  s  est  tel  que  Ton  ail  :  a*'"*  =i-|-  mullrf^  Cela 
est-il  exact?         Graciawo  Ricalde  (Merida,  Yucalan). 

1388.  [V]  Les  exemples  sont  abondants  de  nombres 
entiers  minimum,  jouissant  d'une  propriété  déterminée. 
Pourrait-on  en  donner  de  nombres  entiers  maximum  et  n'en 
pourrait-on  pas  faire  une  revue?  Ainsi,  en  admettant  que 8 
et  9  soient  les  seules  puissances  exactes  consécutives,  9  est 
le  plus  grand  entier  qui  soit,  ainsi  que  Tun  de  ses  voisins, 
une  puissance  exacte.  G.  de  Rocquigst. 

1389.  [Q4a]  Quel  est  le  nombre  maximum  de  régions 
que  n  coniques  peuvent  déterminer  dans  un  plan?  Donner 
un  exemple  montrant  que  ce  maximum  peut  être  atleinl. 

F.  DuMONT. 

1390.  [Q4a]  Quel  est  le  nombre  maximum  de  régions 
que  n  quadriques  peuvent  déterminer  dans  Tespace?  Donner 
un  exemple  montrant  que  ce  maximum  peut  être  atteint. 

F.    DuMONT. 

1391.  [Hll]  Établir  les  conditions  auxquelles  doit  sa- 
tisfaire une  fonction  F(^,  j^,  z)  pour  que  l'on  ait  identi- 
quement 

F  =  uvw^oL  4-  p  -4-  y)> 

«,  V  et  iv  étant  des  fonctions  ne  dépendant  respectivement 
que  de  x,  ^  et  ;;,  et  a,  p,  y  des  fonctions  indépendantes  dcJ, 
y  ou  z.  E.  DupoRCQ. 

1392.  [L*17e]  Démontrer  géométriquement  et  direcl^ 
ment  les  propriétés  suivantes  :  Soient  deux  groupes  de  cid<1 
points,  I,  2,  3,  4,  5  et  i',  2',  3',  4'?  &'>  dans  un  mêmepUn. 
Il  existe  une  transformation  homographiquc  qui  fait  cor- 
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respondre  les  points  i,  2,  3  et  4  respeclivement  aux  points 
1',  2',  3'  et  4'  •  soit  e  le  point  qui  correspond  alors  à  5'. 
On  obtiendrait  d'une  manière  analogue  quatre  autres  points, 
a,  p,  Y  et  S.  Les  cinq  droites  la,  2^,  3  y,  4oct  5e  sont  con- 
courantes. Leur  point  de  concours  est  commun  aux  cinq 
coniques,  telles  que  (i  2  3  4e)*  E.  Duporcq. 

1393.  [V]  Par  qui,  à  quèle  époque,  et  dans  quel 
Ouvrage  a  été  produite  pour  la  première  fois  la  formule  des 
intérêts  composés?  H.  Laurent. 

1394.  [V]  On  sait  que  la  barre  de  division  a  été  intro- 
duite en  Algèbre  dès  i494î  par  le  père  de  l'Algèbre  fran- 
çaise, Nicolas  Chuquet  (*);  mais  à  qui  doit-on  Tinvention, 
bien  antérieure,  de  ce  symbole  comme  signe  de  l'opération 
arithmétique?  Est-ce  aux  Hindous?  Belga, 

1393.  [V]  Dans  Tédition  critique  des  Arithmétiques 
deDiopHAMTE,  faite  par  P.  Tannerj  (d'après  des  manuscrits 
du  xiii^  et  du  XV*  siècle,  qui  reproduisent  un  codex  arché- 
type perdu,  du  viii*  ou  du  ix*  siècle),  lorsqu'une  fraction  a 
un  dénominateur  autre  que  l'unité,  le  numérateur  est  écrit 

sous  le  dénominateur  et  en  est  séparé  par  une  ligne  :  —  si- 

./.     i3      a.<i)iS      .      ./»     19.70568    »,  •.  •    w  ^  j 

gnilie  —  :  — - — r-  signifie  — -k—t'  H  serait  intéressant  de  sa- 
"  8     pxÇ.cpJrj      °  108 14 

voir  à  quelle  époque  les  mathématiciens  grecs  ont  com- 
mencé :  1®  à  écrire  les  fractions  avec  la  barre  de  division  (le 
diviseur  étant  placé  au-dessus,  il  est  vrai)  ;  et  surtout  a®  à 
employer  la  numération  décimale  écrite,  avec  valeur  de 


(*)  Dans  «on  Triparty  en  la  Science  des  nombres  (i494)»  l'algébriste 
parisien  propose,  en  effet,  d'employer  la  barre  de  division,  non  plus  seule- 
ment pour  les  nombres  routz  (numeri  rupti)y  mais  aussi  pour  les  quo- 

3o  m  I  ' 
tients  algébriques,  et  il  écrit  —5^ — '—^  pour  représenter  le  quotient  que 

oous  écririons  (3o  —  x):{x^-^x).    Voir  le  Bullettino  de  Boncompàqni, 
t.  XIII  (1880),  où  a  été  publié  le  manuscrit  de  Chuquet. 
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position  des  lettres  numérales  et  avec  le  point  faisant  fonc- 
tion du  zéro  arabe  ou  plutôt  hindou.  Belga. 

1396.  [M«8g]  Soit  0  un  angle  jrO^  (0<9o°).  bté- 
Iracuspide  (voir  quest.  1220,  p.  28-29  ^^  i6o-i63;  18981 
est  tangente  aux  deux  droites  Ox^  O^,  dans  les  angles 
obtus  supplémentaires  à  6,  aux  distances  a  de  Torigine  0. 
Les  points  de  rebroussement  sont  également  situés  dans  le* 
deux  angles  obtus.  Est-il  possible  d'en  avoir  les  coordon- 
nées, ainsi  que  Tinclinaison  des  tangentes  en  fonction  de  a 
et  de  l'angle  8?  On  sait,  aussi,  que  la  tétracuspide  admet  les 
bissectrices  de  l'angle  6  pour  axes  de  symétrie.  Quelle  esl 
son  équation  lorsque  la  courbe  est  rapportée  à  ces  nouveaui 
axes?  H.  BROCAnn. 

1397.  [I21b]  Y  a-t-il  une  méthode  pour  reconnaître, 
par  des  opérations  rationnelles  en  nombre  fini,  si  l'équalioo 
de  Fermât  x'^  -{-  y"  -\-  z"  =  o  est  résoluble  par  des  fonctions 
rationnelles  à  coefficients  entiers  dépendant  de  plusieurs  pa- 
ramètres et  sans  commun  diviseur?  Peut-on,  par  une  telle 
méthode,  trouver  le  genre  de  la  courbe  que  cette  équation 
représente?  A.  Korselt  (Plauen  i/v). 

1398.  [N2h]  Il  n'y  a  qu'une  conique  tangente  à  cioq 
droites  données,  combien  y  en  a-t-il  de  normales  à  cioq 
droites  données?  Gui 

1399.  [I9b]  n  étant  entier  :  quel  est  le  premier  nombre 
(2/1)^"+  I  qui  ne  soit  pas  premier,  s'il  y  en  a.        Gos. 

1400.  [I23aa]  Peut-on  donner  une  limite  du  nombre 
de  quotients  de  la  période  de  y/N  réduite  en  fraction  conti- 
nue? E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich,). 
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RÉPONSES 


73.  (1894,  26)  {Setnof),  —  Sur  Ch,  de  Bouelles  (1894,  121).  — 
Comme  complément  à  la  réponse  donnée,  il  peut  être  intéressant  de 
si^aler,  relativement  à  Charles  de  Bottelles(né  vers  i47Cf,  mort  vers 
i554)  : 

i**  Une  Notice  biographique,  suivie  de  Ténumération  critique  de 
ses  œuvres  (Mém.  de  Nicéron,  t.  39); 

2*^  Un  article  assez  étendu  dans  Stôckel,  Geschichte  der  Philos, 
des  Mittelaltersy  t.  III,  p.  84. 

3**  Une  étude  détaillée  intitulée  :  Versuch  einer  systematischen 
Darstellung  der  Philosophie  des  Carolus Bovillus,  par  Jos.  Dippel; 
Wûrzburg,  i865. 

Vlntroductio  in  Geometriam  de  Bouelles  a  paru  en  i5o3;  sa 
Géométrie  en  françoys  est  de  i5ii.  Au  jugement  de  Brunet,  c'est 
hien  la  première  Géométrie  imprimée  en  français  (i). 

A, -P.  Ericsson, 

78.  (1894,  33;  1898,  97)  (Vassiliep).— C'est  Euler  le  premier,  dans 
son  Introductio  in  Analysim  infinitorum,  qui  a  remarqué  que  le 
sinus  et  le  cosinus  pouvaient  se  définir  indépendamment  de  leur  signi- 
fication géométrique.  Voici  en  quels  termes  il  s'y  exprime  (lib.  I, 
cap.  8,  n^  1:26)  :  «  Post  logarithmos  et  quantitates  exponentiales  con- 
siderari  debent  arcus  circulares  eorumque  sinus  et  cosinus,  quia  non 
solum  aliud  quantitatum  transcendentalium  genus  constituunt,  sed 
etiam  ex  ipsis  logarithmis  et  exponentialibus,  quando  imaginariis 
qoantitatibus  involvuntur,  proveniunt,  id  quod  infra  clarius  pate- 
bit.  »  Dans  ces  derniers  mots,  Euler  fait  allusion  à  la  démonstration 
des  formules  devenues  aujourd'hui  classiques  et  dont  il  est,  on  le 
sait,  Tauteur  (lib.  I,  cap.  8,  n""  138)  : 

cosv  = et         smv  = . 

2  2 

(*)   Voir  la  Note,  t.  I,  p.  121. 

II. 
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Le  lecteur  remarquera  qu'en  les  transcrivant  ici  je  leur  ai  consmt 
la  forme  d'écriture,  peut-être  quelque  peu  lourde,  que  leur  illosirt 
auteur  leur  donne  dans  son  Mémoire  (voir  Introductio  inAnalj- 
sim  injinitorutn  auctore  Leonhardo  Eulero,  t.  I,  p.  io4;  Lm- 
sannae,   1748,  t.  I,  p.   io4;  ou  Lugduni,  1797,  t.  I,  p.  io4). 

H,  Braid. 

83.  (1894,  34;  1898,  121)  (M.  d'Ocagne)  (1898,  199).  -Je  sais 
parvenu  à  déterminer  des  équations  yb/ic^{on/ie//e5  nécessaires  et 
suffisantes,  auxquelles  doit  satisfaire  une  fonction  de  trois  variabk^ 
représentable  par  un  abaque  à  alignements.  Mes  résultats,  trop 
étendus  pour  trouver  place  ici,  ont  été  communiqués  à  TAcadémie 
des  Sciences  le  i**^  août  dernier,  et  leur  développement  doit  être  pro- 
chainement publié  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques. 

E.    DUPOROQ- 

99.  (1894,  5o;  1898,  i45)  (R.  Liouville).  —  Fonctions  de  Bessel 
de  deuxième  espèce.  —  Je  ne  puis  dire  s'il  existe  des  Tables  numé- 
riques des  fonctions  de  Bessel  de  deuxième  espèce,  mais  il  me  parait 
possible  que  les  indications  bibliographiques  suivantes,  relatives! 
ces  fonctions,  aient  quelque  utilité  à  être  signalées  : 

E.  LoMMEL,  Studien  iiber  die  BesseVsche  Functionen,  186S,  t\ 
M.  A.,  IV,  io3,  1871. 

L.  Gegenbauer,  Diverses  Notes  sur  les  fonctions  de  Bessel  {d\\X 
S.  A,  W.,  65,  33-35,  1872;  66,  220-223,  1872;  67,  202-204,  1873:6!, 
357-367,  1873;  70,  6-16,  1874;  74,  i24-i3o,  1876;  75,  218-222,  891- 
905,  1877;  85,  491-502, 1882;  88,  975-1003,  1884  ;  95,  409-410;  i88;i 

O.  Gallandreau,  Calcul  des  transcendantes  de  Bessel f  etc.  \B. 
/>.,  (2),  XIV,  110-114,  1890]. 

V.-A.  JuLius,  Sur  les  fonctions  de  Bessel  de  deuxième  espècf 
{Arch,  néerl.  des  Se.  exactes  et  nat,,  XXVIIÏ,  221-225,  1895). 

H.  Broc\rd. 

178.  (1894,  94)  (G.  de  Rocquigny).  —  Histoire  des  Mathéma- 
tiques (1895,  i4i)*  —  A.  ajouter  une  traduction  hollandaise  (a^'ee 
notes  et  appendices)  de  l'Ouvrage  de  Montucla,  par  A.-B.  Strabbe; 
Amsterdam,  1782-1804;  4  vol.  in-8*.  A.-P,  Ericsson. 

246.  (1894,  i33)  (Youssoufian)  (1895,  110,  347,  404 ;  1898,  «:)- 
—  Au  nombre  des  Dictionnaires  mathématiques  il  faut  encore  citer: 
«  Ëncyclopâdie  aller  mathematischen  Wissenschaften,  ihre  Gescb. 
und  Literatur^  in  alphabet.  Ordnung,  Herausgegeben  von  G.-E. 
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RosenthaUÂbth.  I  :  Reine Mathematik  undprakt.  Géométrie,  etc.)- 
Gotha,  1794-1797;  8  vol.;  planches.  » 
Cet  Ouvrage  se  trouve  notamment  à  la  bibliothèque  d'Amsterdam. 

A. -P.  Ericsson, 

360.  (1894,  2r3)(E.  Goubsat).  —  Sur  le  théorème  de  Tait.  — 
(1895,232;  1896,  179,  -226;  1898,  225).  —  Le  raisonnement  ingénieux 
et  simple  de  M.  Petersen  (1898,  p.  223)  prouve  que  le  théorème  de 
Tait  tel  que  son  auteur  Ta  énoncé  est  inexact,  mais  je  ne  vois  pas 
qu'il  démontre  l'impossibilité  d'une  solution  à  la  question  360  que 
j'avais  posée.  E.  Goursat. 

M.  Petersen  n'avait  envoyé  de  réponse  qu'à  la  question  51.  C'est 
moi  qui  y  ai  ajouté  le  n**  360,  ayant  cru  par  erreur,  je  le  vois,  que 
les  deus  questions  rentraient,  au  fond,  l'une  dansTautre. 

E.  Lemoine. 

410.  (1895,  4)  (E.  Lemoine).  —  Point  tel  que  la  somme  des  car- 
rés de  ses  distances  aux  six  arêtes  d'un  tétraèdre  soit  minimum. 
—  Soient  A^^y,  A^-,  ...  les  angles  dièdres  du  trièdre  pris  pour 
tétraèdre  de  référence;  ar,  ^,  z,  t  les  coordonnées  du  point  cherché; 
^)  ^1  ï)  ^  les  aires  des  faces,  on  a 

OLX  -^  Py  -r-  •'( z  -^  0 1  ^  const.; 
la  quantité  a  rendre  minimum  est    > —        "^ -;  en  ega- 

^■■1  Sin      xVjfy 

lant  sa  différentielle  à  zéro,  on  a 

2/a:-T- y  cosAxr       x  -^  z  cosAxz       x-htcosAxt\    . 
( ="^1 —  -» =-T7 ^  -^ ^-m —  )dx  =  o, 
\      sin*Axy                  sin*A;yx                 sin^A^/      / 

avec  la  condition  oidx-^  ^  dy  -i^-  y  dz  -^  ^  dt  =  o,  d'où  l'on  conclut 
pour  la  condition  de  minimum 

j  /x-^ycosXxy       x-^zcosX,ez       x-^tcosAxt\ 
a  \       sin^Ajcy  sin^A^:-  sin'Aa^/      / 

_  i  /y -^  xcosXxy      y-A-zcosAy~       y-htcoskyA 
P\       sin'Axy  sin*Aj.3  sin>Ay£       / 

Ces  équations  du  premier  degré  résolvent  la  question  proposée. 

MORETTB. 

Ce  que  je  demandais  n'était  nulement  un  moyen  par  l'emploi  du- 
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quel  on  polirait  résoudre  la  question  téoriquement;  on  n'a  (jie 
Tembaras  du  chois  si  Ton  ne  tient  pas  compte  de  la  longueur  de 
calculs.  Je  cherchais  un  résultat  définitif,  qui  fût  exprimé,  en  foBC- 
tion  de  certains  éléments  du  tétraèdre,  désignés  par  des  létres. 
corne  S  dans  le  triangle  représente 

v/(a-i-6-4-c)(6-f-c  —  a){C'^  a  —  6)(a-+-6  — c). 

Il  est  probable  que  le  résultat  existe  ainsi  exprimé  simplement, mais 
la  Géométrie  du  tétraèdre  n'est  pas  assez  avancée  pour  avoirmisen 
dehors  les  expressions  qui,  revenant  fréquemment  dans  les  caicoh. 
doivent  être  représentées  par  une  lètre;  ma  demande  reste  entière. 

E.  Lemoine. 

430.  (1895,  9)  (Oltramare).  —  Décomposition  de  ax^  en  quatre 
cubes  entiers  et  positifs  (1895,  271).  —  Libri  a  démontré  (Savants 
étrangers,  t.  V,  p.  71)  que  tout  nombre  entier  positif  est  lasomœe 
de  quatre  cubes  rationnels  et  positifs.  T.  Pëpix. 

453.  (1895,  17)  (E.  Maillet).  —  Problème  des  36  o#ci>ri  (1891, 
ï7i  90;  1898,  83,  176).  —  La  solution  indiquée  par  M.  Heffter,  189S, 
176,  n'est  exacte  que  si  /i  =  2/?  -+- 1  ;  si  n  =  2/?,  ce  qui  est  le  cas  de 
la  question  posée,  elle  ne  l'est  plus;  la  première  ligne  du  carre 
qu'elle  donne  serait  (i,  i)(2,  3)  (3,  5)  (4,  i)  (5,3)  (6,  5). 

On  voit  que  les  grades  2,  4,  ^  ne  sont  pas  représentés  dansU 
ligne. 

Soit  n  =  'ip\  le  problème  est  évidemment  impossible  pour/7=t- 
il  a  été  résolu  pour/?  =  2, />  =  4  (t^oî'rl,  1896, 90),  maispour/>  =  3' 
nous  ne  connaissons  pas  de  solution  ou  qu'on  ait  démontré  sop 
impossibilité.  H.  Delannoy,  E.  Barbette  (Liège). 

466.  (1895,  20)  (Setnof).  —  V Arithmétique  de  Jean  Trenchaaia 
eu,  de  plus,  une  édition  à  Rouen,  i632.  A  .-P.  Ericsson. 

483.  (1895,  25)  (A.  Goulard)  —  Construction  simple  Vkis.iST'^ci^ 
que  le  côté  du  pentagone  régulier  inscrit  est  l'hjrpoténase 
d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  le  rayon  et  l< 
côté  du  décagone  régulier  inscrit  (1895,  407;  1896;  228;  iW. 
202,  226).  —  Si  AB  est  le  côté  du  pentagone,  O  le  centre  du  cercle 
et  que  de  B  comme  centre  on  décrive  une  circonférence  de  rayon 
BO  qui  coupe  AO  en  G,  GO  sera  le  côté  du  décagone.  Si  Ton  ment 
de  A  à  cette  circonférence  la  tangente  dont  le  point  de  contact  est 
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D,  AD  =  GO,  ei  dans  le  triangle  rectangle  ABD,  on  voit  que  AB  est 
rhypoténuse,  BD  le  rayon,  AD  le  côté  du  décagone  régulier. 

ËLLiNG  HoLST  (Christiania). 

Je  reviens  sur  cète  question  didactique  parce  que  je  me  suis  aperçu  que, 
dans  la  réponse  rédigée  (1895,  p.  407)7  je  ne  l'avais  pas  présentée  exacte- 
ment sous  la  forme  donée  par  l'auteur  et  que  c'est  cèle  qui  répond  le  mieus 
à  la  demande  d'une  construction  imagée,  peut--étre  encore  plus  simplement 
que  cèle  indiquée  par  M.  Colette  (1895,  p.  4o8).  E.  Lemoine. 

504.  (1895,  93)  (H.  Brocard).  —  Abraham-Jean  Cuffeler  (Cufaeler 
ou  Kufaeler),  philosophe  hollandais  d'origine  juive,  vécut  durant  la 
seconde  moitié  du  xvii*  siècle.  Il  fut  un  des  premiers  disciples  de 
Spinoza,  se  lia  d*amitié  avec  lui  et  compta  au  nombre  de  ses  apolo- 
gistes les  plus  ardents.  V Éthique  de  Spinoza  est  qualifiée  dans  son 
Ouvrage  de  opus  aureuni  nullo  sœculo  interiturum. 

f  Cuffèler  avait  entrepris  d'exposer  au  point  de  vue  du  spinozisme 
les  principes  de  toutes  les  sciences  comprises  de  son  temps  sous  le 
nom  de  Philosophie.  Mais  ce  plan  n'a  été  exécuté  qu'en  partie,  c'est- 
à-dire  pour  la  Logique,  les  Mathématiques  et  la  Physique  »  (Franck, 
Dict,  des  Se.  philosophiques). 

Les  idées  de  Cuffèler  se  trouvent  développées  dans  le  Spécimen 
et  dans  les  Principiorum  pantosophiœ  pars  II  et  III,  qui  lui  font 
suite.  Ces  Ouvrages,  imprimés  à  Amsterdam,  ont  éié  datés  de  Ham- 
bourg dans  le  but  de  leur  éviter  la  censure. 

Peut-être  trouverait-on  quelques  indications  détaillée^  dans  la 
dissertation  de  Jacob  Staalkopff  :  De  spinosismo  post  Spinosam ; 
HVittemberg,  1708.  A, -P.  Ericsson, 

680.  (1895,  387)  (A.  BouTiN).  —  Solution  de  Véquation 

X»-+-Y3  =  Z«-f-V» 

(1896,    121;    1897,   63).   —    Dans   le  Math,   Magaz,,    t.    II,   i53. 
janvier   iSgS,  on  donne  les  formules  suivantes  pour  solution  de 

Féquation 

x^ -H  y* -^  z^  =  V*  : 

la7  =  *(2r» — ^'),  jr  =  s (s^ -h  r^), 

)  ^  =  r(  r' — 2*'),         f  =  r(r'-f- 5'). 

Si  -  est  compris  entre  4/  -  et  v^,  x  est  positif  et  z  négatif,  et 
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alors  ces  formules  donnent  des  solutions  de  Téquation  proposée. 

IX  =  d^  -hi6d —  21, 
y  =  i6d —  d*  -+-9.I, 
z  =  2  rf*  —  ^d  -h  ^2, 

z  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  d.  Si  d  est  pris  posilivemcai 
et  que  rf  soit  ou  >  17,2195,  ou  <  1,2195,  alors  a?  et  ^  sont  de  signe 
contraires  et  l'on  a  ainsi  une  solution  de  Téquation  proposée. 
Il  y  a  aussi  d'autres  formules  citées  dans  les  réponses  précédente?. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich.). 

712.  (1896,  9)  (J.  Boyer)  (1896,  i46).  —  Outre  les  éditions  in- 
diquées, V Arithmétique  de  Ghauvet,  augmentée  par  Taillefer. a e« 
des  rééditions  à  Rouen,  i63i,  i636,  1648. 

La  Bibliothèque  de  la  ville  de  Luxembourg  possède  de  plus  de? 
Institutions  d' Arithmétique,  par  Taillefer.  Rouen,  1891;  i  vol.in-n 

A. -P.  Ericsson. 

724.  (1896,  12)  (J.  GiLLET).  —Bibliographie  des  figures  m- 
ginaires,  —  1**  On  trouve  de  nombreuses  références  bibliogra- 
phiques sur  le  sujet  dans  la  Synopsis  der  hoeheren  Malhematik, 
von  Johann  Hagen,  S.  J.  (Berlin,  Félix  Dames,  erster  Band;  1891^ 
zweiter  Band,  1894;  Paris,  Gauthier- Villars).  Des  Tables  bien  faite?} 
rendent  les  recherches  aisées  et  me  dispensent  d'entrer  dans  le  détail 

2**  Argand,  Essai  sur  une  manière  de  représenter  Us  quan- 
tités imaginaires  dans  les  constructions  géo mé t r iq ues,  2' ééliv»- 
précédée  d'une  préface  par  M.  J.  Houël  et  suivie  d'un  Appendice 
contenant  des  extraits  des  Annales  de  Gergonne  relatifs  à  a 
question  des  imaginaires  (Paris,  Gauthier-Villars;  1874)' -J*  ^'^' 
cet  Ouvrage  surtout  à  cause  du  compte  rendu  que  M.  Houël  lui- 
même  en  a  donné  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  « 
Darboux  (t.  Vil,  2*  semestre  de  1874,  p.  i45-i5i).  Il  y  fait  rhist»ire 
de  la  théorie  des  imaginaires  et  fournit,  à  cette  occasion,  plusiewr* 
indications  bibliographiques.  H,  Braid. 

734.  (1896,  32)  (G.  de  Rocquigny)  et  1127  (1897,  194)  (E.-B.^*" 
cott).  —  Solutions  d'une  équation  indéterminée.  —  Représentoi^ 

hl),    I ha).  •'• 

(  — ~ ï  )i  le  nombre  des  termes  étant  n  —  i. 


-  255 
Puissance  i.  —  On  doit  avoir 


Réduisant,  on  a 


n 

X  = 


n  —  2 

Les  seules  valeurs  entières  de  /i  et  de  rr  sont 

n  =  o,    ar  =  o;     /i  =  i,     x  =• — i;    /i  =  3,    a?  =  3;     /i  =  4>    x=^i. 

Les  deux  premières  ne  donnent  rien;  les  deux  dernières  donnent 
14-2  =  3,  o-é-i  -+-2  =  3. 
Puissance  2.  —  On  doit  avoir 

(-7--)'-(^*-)'--^(^-)'-(^)'- 

Réduisant,  il  vient 

3(/i  —  2)37* —  6/iiF-f-  /i*—  6/1* -h  2/1  =  0. 

Si  X  est  entier,  nous  devons  avoir 

g/i* —  3(/i  —  2)(n5  —  6n*-h2n)  =  un  carré 
ou 

3n(/i  — 1)( —  /t* -1-7/1  —  4)  =  un  carré. 

/i  doit  être  <C  7.  Les  valeurs  suivantes  sont  les  seules  possibles  : 
71=0,  x=o;    n  =  i,    x= — i;    /i=2,   x= — i;    /i  =  3,   x= — i  et  7. 

On  n*en  tire,  pour  la  question,  que  3*-i-  4*=  5*. 
Puissance  3.  —  On  a 

ou 

s^i)  (/i  —  2) a?' —  3/iar*-h(/i' —  6 /i*-i-  2/1)37  —  /i»  =  o. 

Soit 

x{n  —  1)  —  n  —  y. 

L'équation  (2)  devient 


ou 


y^-^i^n^ — 8/1» -h  II  /i*—  \n)y  —  ^n'^(n  —  i)>=  o 
n^(jr  —  4)  —  8/i»(^  —  1)  -h  /i*(i  ij'  —  4)  —  4/»/  -+-r*  =  o- 
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iMultipIiant  par  ^  —  4)  on  trouve  que  l'équation  se  décomposées 
deux  facteurs  : 

n*{y-  ^)-U{y—^)-^y^^y-^i]n-^[y*-r-2y-T-'iy^2y'Ti\=t. 

Prenons  le  premier  d'entre  eux. 

Si  n  est  rationnel,  il  faut  que  le  coefficient  de  /2/-+-1  soit  nul 
ou  jr(n  —  2)  =  o,  d'où  n  =  2,  ou  bien  que  2y-^i  soit  un  carré j»*. 

d'où  v=^^^^=^. 

•^  a 

On  doit  donc  avoir 

U(y  - 1)  -  y  \/'iy  -^if—  i(y  -  0\y^-^-  '^y-  '^y\/\r-r-i\='^^- 

0'—  I 

Substituant  j^  =  — >  on  obtient 


—/>«-+-  28/?*—  48/)»—  53j[>5-f-  48^  -+-  90  =  4  A» 
ou 

(Z'  — 3)*(  — /?^— 6/>»-h/?*-+-i2/>-Mo)  =  4  A*. 

Maintenant,  si  /?  >  i,  —  jD«-f- 28/?*— 48/>*— 53j[>*-t- 48/>  — 90  «l 
négatif;  p  ne  peut  donc  être  >  i. 

D'une  manière  analogue,  on  pourra  montrer  que  p  ne  peut  être 
inférieur  ni  égal  à  —  5. 

Les  valeurs  suivantes  représentent  toutes  les  solutions  : 

/?  =  3,  y  =  â,  n  =  'i,        a?  =  00, 

^=—2,  71=2,  37  =  30, 

/?  =  —  !,        ^^  =  0,  n  =  o,  ar  =  o, 

/i  =  I,  a?  =  —  1, 

P  =  i>  y^o,  /i  =  o,  ar  =  o, 

fi  =  I,  ar  =  —  I, 

/?=—  3,  ^^=4,  /l  =  2,  07=00, 

jD=  — 5,  ^^=12,  /l  =  4ï  07  =  8, 

71  =  9,        07  =  3; 
d'où 

3» -H  43  H- 5»  =  6»,  (-2)»-h(— l)'H-0»-4-l»-h2>-r-3»-T-4»-f-5»  =  6*". 

ce  sont  les  seules  solutions. 

Puissances  ^  et  5.  —  Par  une  méthode  analogue,  nous  pouvotf 
établir  qu'il  n'y  a  pas  de  solution  et  qu'il  paraît  probable  qu'il  d'^ 
existe  plus  pour  les  puissances  supérieures. 

Ë.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Michigan). 
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768.  (1896,  54)  (J.  Duran-Loriga).  —  Sur  une  équation  expo- 
nentielle (1897,  9).  —  L'équation 

o'  -h  ô^-h  c^f  H- . . .  H-  /*  =  A 

est  probablement  résolue  dans  l'Ouvrage  d'Oliver  Byrne,  Dual 
ArithmetiCf  où  sont  traités  plusieurs  problèmes  semblables.  Cet 
Ouvrage  a  été  publié  à  Londres  en  i863. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Michigan). 

969.  (1897,  5)  (G.  de  Rocquigny).  —  Résolution  de  V équation 

30\X -f-  \S 

— ^ ^  ±1  =  j^»  (1897,  i59).  —  M.  Fauquembergue,  1897,  p.  iSg, 

dit  que  le  P.  Pépin  (/.  M.^  3*  série,  t.  I)  et  M.  de  Jonquières  (/V.  A., 

1878)  ont  démontré  que  l'équation  a?* — 9=^2  n'a  pas  de  solution 

entière;  or,  elle  est  satisfaite  par  a:  =  i5,  ^  =  6. 

La  démonstration  faite    pour    établir  l'impossibilité    de   l'équa- 

x( X  -*-  i\ 
lion —  1=^'  n'est  donc  pas  valable;  si  a?  =  7  on  a  en 

effet  îl^±l)  _  ,  =  .7  =  3«. 

2 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Michigan). 

C'est  par  erreur  queM. /aM^ae/nôer^ae(1897,p.  iSg)  m'attribue 
la  démonstration  de  l'impossibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers 
l'équation  x^  —  9  =  J^'.  A  l'endroit  cité  par  lui  il  s'agit  de  Téqua- 
tion  ar' -h  9  =  ^' ;  x^ — 9  =  ^3  a,  par  exemple,  pour  solutions  : 
x=i5,  j^  =  6;a?  =  6,  ^  =  3.         Th.  Pépin,  E.  de  Jonquières. 

H27.  (1897,  19 0  (E.-B.  Escott).  —  Équation  indéterminée.  — 
Foir  la  réponse  à  la  question  73^,  p.  254- 

1233.  (1898,  3i)  (Alauda).  —  Trois  cercles  A,  B,  G  étant  don- 
nés dans  un  plan,  trouver  la  région  du  plan  dans  laquelle  aucun 
point  ne  peut  être  intérieur  à  une  circonférence  coupant  les  trois 
cercles  donnés. 

Il  est  évident  que,  si  les  trois  cercles  peuvent  être  coupés  par  une 
même  droite,  aucune  région  du  plan  ne  peut  satisfaire  à  la  condition 
iroalue,  car  cette  droite  est  la  limite  de  cercles  coupant  A,  B  et  G  et 
qui,  devenant  infiniment  grands,  finissent  par  envelopper  tel  point 
du  plan  qu'on  voudra.  Je  désignerai,  en  général,  par  [bc'\  un  cercle 
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tangent  enveloppant  B  et  C,  et  touchant  extérieurement  A.  Le  seul  cm 
à  considérer  étant  celui  où  les  cercles  A,  B,  G  ne  peuvent  être  coupés 
tous  trois  par  une  même  droite,  on  a  trois  cercles  tangents  \bc\, 
[ûtc],  [ab].  Ces  trois  derniers  cercles  ont  une  partie  commune  de 
sorte  que  la  seule  région  qui  leur  soit  extérieure  est  la  région  Sqii 
s'étend  à  l'infini  autour  de  la  figure  formée  par  ces  mêmes  cercles. 

Cela  posé,  je  dis  d'abord  que  la  région  S  tout  entière  satisfailàli 
question.  En  effet,  si  un  point  de  cette  région  pouvait  être  inténeor 
à  une  circonférence  T  coupant  A,  B,  G,  cette  circonférence  aurait 
forcément  elle-même  des  points  à  l'intérieur  de  S;  soit/?  l'un  d'eui. 
Prenons  arbitrairement,  sur  T,  trois  points  a,  p,  y  situés  rcspeclive- 
ment  à  l'intérieur  de  A,  de  B  et  de  G,  et  soit  ^«pY  ï*<^rdre  daK 
lequel  les  quatre  points  se  succèdent  sur  cette  circonférence;  w 
points  sont  alternativement  extérieurs  et  intérieurs  au  cercle  [ac), 
d'où  il  suit  que  la  circonférence  de  ce  cercle  serait  coupée  quatre 
fois  par  la  circonférence  F,  ce  qui  est  absurde. 

En  second  lieu,  tout  point  qui  n'est  pas  dans  la  région  S  est  oé- 
cessairement  intérieur  à  l'un  au  moins  des  cercles  [ôc],  [oc],  [ab\ 
et,  par  conséquent,  aussi  à  un  cercle  coupant  A,  B  et  G.  Ainsi,» 
région  S  tout  entière  satisfait  à  la  question  et  aucune  autre  re^oo 
ne  peut  y  satisfaire.  G.  Flye  Sainte-Marie. 

i243.  (1898,  53)  (Noël)  (1898,  i86).  —  La  question  1243  n'a  pas 
été  posée  par  inadvertance.  Les  formules  de  Plûcker  et,  en  particulier, 
celle  qui  est  citée  :  n  =  m{m  —  i)  —  20  —  S/*,  n'y  répondent  qu« 
partiellement  et  ne  sont  pas  d'ailleurs  toujours  applicables.  Par 
exemple,  pour  la  courbe  (x^  —  .^')* — 2(ar*-i-^')-hi  =0,  on  a 
m  =  6,  8  =  o,  A:  =  3.  La  formule  donnerait  donc  n  =  21.  Or,  celte 
courbe,  dont  l'équation  tangentielle  est  a' -h  ^^' -+- cv' =  0,  estait 
troisième  classe.  Le  motif  est  que  6  est  un  nombre  de  la  forme 
m'(m' — i),  forme  pour  laquelle  les  formules  de  Plûcker  sont  ordi- 
nairement en  défaut.  G'est  le  fait  sur  lequel  j'avais  désiré  appeler 
l'attention  et  me  renseigner.  NoéL 

1267.  (1898,  79)  (/?.  de  Crès)  (1898,  a38).  —  La  surface  S  esili 
surface  de  l'onde  qui  a  pour  axes  de  symétrie  OX,  OY  et  OZ,  et 
pour  cercles  principaux  les  trois  cercles  de  TénoDcé.  On  sait-  ea 
effet,  que  la  sphère  qui  passe  par  un  cercle  principal  de  la  surfacf 
de  l'onde  et  par  un  point  quelconque  M  de  cette  surface  passe  «55» 
par  la  projection  M'  du  centre  0  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  a« 
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point  M  (voir  RoucuB  et  DE  Gohberousse,  Traité  de  Géométrie, 

2*  Partie,  p.  5oi). 
Voici  d'ailleurs  une  solution  analytique  de  la  question  : 
Soient  (X,  0,0),  (o,  |Ji,  o),  (o,  o,  v)  les  coordonnées  respectives  des 

centres  des  trois  sphères  considérées  daiA  l'énoncé  :  en  désignant 

par(a,  p,  y)  celles  du  point  M  et  posant  a* h-  p«4- Y'  =  rf*,  on  aura 

.        rf*— a«  d^—b^  d^—c^ 

X  = ,  |i= — ,  v  = . 

Le  point  M'  étant  le  symétrique  du  point  M  par  rapport  au  plan 

X        y       z 

T  -+-  -  +  -  =1, 

on  obtiendra  ses  coordonnées  {x'^y,  z')  en  résolvant  les  équations 
suivantes  : 

qui  donnent  pour  x'y  y,  z*  les  valeurs 

avec  la  relation 

L'équation  d'un  plan  passant  par  M'  et  perpendiculaire  à  OM'  est 

etf  en  exprimant  qu'il  passe  au  point  M,  on  obtient  les  conditions 

L'élimination  de  p  entre  les  relations  (i)  et  (3)  donne  le  lieu  du 
point  M 

(4)  «+P+Ï=a, 

A  {X         V 

OU,  en  remplaçant  X,  p.,  v  par  leurs  valeurs, 

tt«  p«  Y*      _ 

rf»~a«"*"  d^—b^  "*"rf«— c«"*' 

on  a  bien  ainsi  l'équation  de  la  surface  de  Tonde. 
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Il  est  à  remarquer  qu'il  a  suffi  d'exprimer  que  le  plan  (i)  per- 
pendiculaire à  OM' passait  en  M;  on  vérifierait  facilement,  au  mojes 
des  relations  (i)  et  (4)»  qu'il  est,  de  ce  fait  même,  tangent  en  M  à  la 
surface  de  l'onde.  F.  Michel. 

On  peut  déterminer  la  surface  S  par  la  seule  condition  que  OM 
soit  perpendiculaire  à  MM',  et  Ton  arrive,  par  un  calcul  faciles 
l'équation 


a^x^ 


^*-+-j'H-  -2 


î— a« 


a7*-h^*  -+■  5* 6* 


X' 


y' 


:î_r« 


=  0. 


qui  représente  une  surface  de  l'onde. 

Il  reste  à  démontrer  que  la  surface  de  l'onde  satisfait  bien  à  toutes 
les  conditions  de  l'énoncé. 

Considérons  cette  surface  comme  la  surface  apsidale  de  l'ellip- 
soïde Spcpp  =  I,  ayant  pour  demi-axes  a,  6  et  c;  soient 
p  le  vecteur  d'un  point  A  de  cet  ellipsoïde; 
V  =  U«pp  l'orienteur  de  la  normale  en  ce  point; 
£  =  UVpv  l'orienteur  de  la  normale  au  plan  passant  par  le  centre  et 

contenant  la  normale  en  A; 
Ts  le  vecteur  du  point  correspondant  M  de  la  surface  de  l'onde; 
\L  le  vecteur  du   point  M',  pied  de  la  perpendiculaire   abaissée  di 

centre  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  de  l'onde. 

On  aura  xs  =  Vep,  et  ji  =  Spv  Vev.  Si,  d'ailleurs,  a  est  l'orienteor 
du  grand  axe  de  l'ellipsoïde,  la  condition  pour  que  les  points  M 
et  M'  soient  situes  sur  une  sphère  contenant  le  cercle  T2p  =  a*. 
Sap  =  o,  est 

Satïj(T«|ji  — «')=  Satx(T«Tiy  — a«), 


ou 


SVpaVpv(S«pv  — a»)  ==  SpvSVvaVpv(T«p  —  a«), 


ou  encore 


(T*pSav  —  SpvSap)(S'pv  —  a*)=  Spv(SpvSav  —  Satp)(T*p  —  a*; 

Nous  pouvons  remplacer  v  par  ^p  dans  le  premier  facteur  dr 
chacun  des  deux  membres,  et  comme  on  a 


Saop  =  Spcpa=  --^, 


Sap 


il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  T*p  —  a', 

Sap(S'pv  —  a')  =  a'(SpvS(xv  —  Sap), 
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ou 

SapSpv  =  û*Sav, 

et  cette  équation  est  vérifiée  quand  on  y  remplace  v  par  cpp. 

L'énoncé  de  M.  de  Crès  donne,  en  somme,  une  construction 
géométrique,  que  nous  croyons  nouvelle,  pour  trouver  le  pied  M'  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  au  point  M 
de  la  surface  de  Tonde.  Ë.  Genty. 

1284  (1898,  122)  (G.  Darboux). — Sur  un  problème  de  courriers. 
—  Supposons  d'abord  la  voiture  à  une  place. 

Elle  effectuera  le  trajet  AiAf»  dans  les  conditions  suivantes  : 


Al        A3        A5        Aj        As,        A5  Aj/i-i        Ajrt 

Partant  de  l'origine  Ai  avec  un  voyageur,  elle  le  transportera  jus- 
qu'au point  A2  du  parcours;  et  tandis  que  celui-ci  poursuivra  à  pied 
sa  route,  elle  reviendra  au-devant  des  n  —  i  voyageurs  en  marche 
qu'elle  rencontrera  en  un  point  As.  Prenant  un  second  voyageur, 
elle  remmènera  rejoindre  le  premier  en  un  point  A^  et,  les  laissant 
continuer  leur  route,  viendra  rencontrer  les  n  —  2  autres  voyageurs 
en  As-  '1  en  ira  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier,  qu'elle  prendra 
en  AsA— I)  pour  le  conduire  en  Atm  terme  du  voyage.  Le  meilleur 
mode  d^utilisation  de  la  voiture  suppose  évidemment  le  point  A] 
choisi  de  telle  sorte  que  tous  les  voyageurs  partis  ensemble  arrivent 
en  même  temps  au  terme  du  voyage.  Sur  ces  données,  établissons 
les  équations  du  problème. 

Tandis  que  la  voiture  accomplit  le  trajet  d'allée  A^m-i^imi  puis 
le  trajet  de  retour  Atm^im-hif  ^cs  voyageurs  à  pied,  partis  en  même 
temps  qu'eUedu  pointAs;,i_2Atm)e^ectuentle  parcours  A2;„-iAt/,t+i. 
L'égalité  de  durée  des  deux  trajets  nouspermet  donc  d'écrire  l'équa- 
tion 

(  Aj/,i_l  Aj„j-t- Aj/n  Aj/n^-i)  y  =  A};n-t  As/71+1  2* 

Nous  avons  posé  AiAs;i=  /.  On  a  d'ailleurs 

Tenant  compte  de  cette  relation,  l'équation  précédente  devient 
(i)  Ai„iA2/n-i-i  =  y— -77  Ai//i-iAj;„.  ' 
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Désignons  par  6  la  durée  du  voyage  qui  est  (nous  Tavons  remarqué) 
la  même  pour  tous  les  voyageurs.  Ce  temps  étant  composé  de  !i 
durée  du  trajet  fait  à  pied  et  de  celui  fait  en  voiture,  on  aura 

t  t'  t 

On  a,  d'ailleurs, 

Al  At»t-+- A,;„At„  =  /; 

d'où 

(a)  Ajm-l  Ai,„  =  — — 7/. 

De  la  disposition  des  points  Ai,  As,  . . .,  Atm  on  déduit  la  relatiûi 

m=.n  m  =  /t  —  1 

(3)  ^^^tnt-X^tm —     ^.     As,rtAt,«-f-i  =  /. 

m  —  \  m  =  l 

Les  trois  équations  (i),  (2),  (3)  permettent  de  déterminer  lesA> 
leurs  des  quantités  6,  Asm-i  As;„,  Aj^  Asm+i  et,  par  conséquent  ré- 
solvent complètement  le  problème.  Mais  avant  de  donner  les  formula 
définitives,  examinons  le  cas  général  où  n  et  n*  sont  quelcon^ei 

On  a  alors  n  =  n'q  -¥■  r,  q  et  r  désignant  le  quotient  et  le  rtîit 
de  la  division  de  n  par  n\  Remarquons  d'abord  que  la  solution  ^ 
change  pas  si,  à  r  <  n\  on  substitue  r  =  n\  Cela  revient,  en  efeC 
à  remplir  les  n! —  r  places  de  la  voiture  qui,  dans  la  première  hypo- 
thèse, resteraient  vides  au  dernier  tour. 

On  peut  donc  écrire  n  =(i-f-^)/i'.  Or,  n  voyageurs,  disposait 
d'une  voiture  à  n'  places,  sont  dans  les  mêmes  conditions  que  i-^f 
voyageurs  disposant  d'une  voiture  à  une  place.  Les  équations  (n. 
(2),  (3)  résolvent  donc  le  problème  dans  sa  généralité,  à  condilioB 
d'y  remplacer  n  par  q  -\-\,  On  trouve  ainsi  les  formules 

^  ^  {iq^^)t-^V  ^, 
(2^-1-1)^' -h/     ' 

M.  DE  MoNTCHBriL. 

1296.  (1898,  125)  {Riboud),  —  Moulins  à  vent.  —  Voir  Coiiotft 
Calcul  de  V effet  des  machines,  210;  1829.  —  Jullien,  Probiènus 
de   Mécanique   rationnelle,   If;   537.   Mallet-Bachelîer,  i855.  - 
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Mahistre,  Cours  de  Mécanique  appliquée,  5o5.  Mallet-Bachelier, 
i858.  —  E.  CoLLiGNON,  Traité  de  Mécanique,  IV,  807.  Hachette, 
1876.  —  H.  Rbsal,  Traité  de  Mécanique  générale,  IV,  5o.  Gau- 
thier-ViUars,  1876.  —  Bresse,  Cours  de  Mécanique  et  de  Machines 
de  V École  Poljrtechnique,  II,  4^6.  Gauthier-Villars,  i885. 

E.  GOLOT. 

Je  puis  citer  le  Tratado  sobre  el  movimiento  y  aplicaciones  de 
las  aguas,  par  D.-J.-M.  Vallejo. 

Mariano  Glayero  y  Guervos  (Tarragone). 

M.  Resal  faisait,  dans  son  Gours  de  Mécanique  à  l'École  Polytech- 
nique, deux  ou  trois  leçons  très  intéressantes  sur  les  moulins  à  vent. 
Ces  Leçons  ont  été  autographiées  chaque  année  pendant  la  durée 
des  Cours  de  l'illustre  professeur.  Je  n'ai  pas  le  moyen  de  vérifier 
la  chose,  mais  je  croîs  me  souvenir  que  ces  Leçons  ont  été  impri- 
mées dans  son  Traité  de  Mécanique,  édité  chez  Gauthier-Villars. 

E.-N.  Barisien. 

1298.  (1898,  126)  (H.  Brocard). —  Une  trisection  de  l'angle  sous 
la  signature  de  Voltaire, —  La  question  contient  dans  son  énoncé 
une  inexactitude.  Le  problème  de  la  trisection  de  l'angle  n'est  nulle- 
ment touché,  ni  même  nommé,  dans  l'article  cité  des  Mémoires  de 
Trévoux,  et  n'est  point  même  l'objet  d'un  travail  quelconque  dans 
aucun  des  Volumes  de  l'immense  collection  (1701-1782)  de  ces  Mé- 
moires pour  V Histoire  des  Sciences  et  des  Beaux-Arts.  L'article 
en  question  a  pour  titre  :  Éclair cissements  nécessaires  donnés  par 
M.  de  Voltaire,  le  20  mai  1738,  sur  les  Éléments  de  la  Philoso- 
phie de  Newton,  et  occupe  les  pages  i448  à  1470  du  Tome  de  juil- 
let 1788;  son  objet  principal  est  d'attaquer  la  Physique  de  Descartes, 
dont  les  tourbillons  et  l'optique  sont  fort  maltraités  en  ces  pages; 
ce  qui  y  est  de  mathématiques  est  faible.  N'ayant  pu  rencontrer 
dans  nos  Bibliothèques  le  journal  de  Desfontaines  :  Observations 
sur  les  écrits  modernes,  je  ne  puis  répondre  à  la  question  1298. 
Si  l'auteur  de  cette  question  s'étonnait  de  lire  la  signature  de  Vol- 
taire au  bas  d'un  article  des  Mémoires  de  Trévoux,  ce  journal  ayant 
été  rédigé,  dés  son  origine  et  jusqu'en  1762,  par  des  membres  de  la 
Compagnie  de  Jésus,  certaines  lettres  de  Voltaire  au  P.  Tournemine 
(+'7^9)  montreraient  combien  l'auteur  des  Éclaircissements  re- 
cherchait l'approbation  de  ses  anciens  maîtres    et  expliqueraient 
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comment  il  a  envoyé  à  ces  Mémoires  les  Éclaircissements,  iascrês 
probablement  sur  le  désir  obligeant  du  P.  Tournemine. 

Bel^a. 

1301.  (1898,  126)  (Gh.  Biochb).  —  Étymologie  du  mof  sinas.- 
M.  Ph.  André,  dans  son  Nouveau  cours  de  Trigonométrie  {^.i). 
dit  que  les  sinus  furent  d'abord  nommés  semisses  inscriptœ  {àcm- 
inscrites)  pour  marquer  qu'ils  étaient  des  moitiés  de  cordes. 

Pour  abréger,  on  écrivit  s.  ins,  puis  enfîn  sinus.       Â.  Bubl. 

Dans  les  Elementi  di  Matematica  de  R,  Baltzer  (trad.  itd. ^ 
L.  Cremona),  VII*  Partie,  page  11,  on  trouve  que  le  terme  4waj«» 
la  traduction  latine  d'un  terme  technique,  employé  par  Âlb«tâM> 
La  traduction  latine  d'une  œuvre  astronomique  d'Albatani  faite  pv 
Platon  Tiburtino  dans  le  xii*  siècle  et  imprimée  à  Norimber^a 
en  1537,  est  le  premier  écrit  connu  qui  contienne  le  mot  sinus, 

G.  Vacca  (Turin). 

Le  sinus  d'un  arc  n'est  que  la  corde  d'un  arc  double  pliée  endni* 
Cette  propriété  fort  caractéristique  l'a  fait  appeler  un  pli.  ca  U* 
tin  sinuSj  par  les  premiers  géomètres  qui  l'ont  employé.  On  saiï» 
d'ailleurs,  que  c'est  un  Arabe,  Albategnius,  prince  de  Syrie,  ffl-^rt 
en  928,  qui,  pour  parler  avec  Chasles  (Aperçu  historique,  p.  4^^ 
«  eut  l'heureuse  idée  de  substituer  aux.  cordes  des  arcs.dooiks 
Grecs  se  servaient  dans  leurs  calculs  trigonométriques,  les  àtwÀ' 
cordes  des  arcs  doubles,  c'est-à-dire  les  sinus  des  arcs  proposés.  » 

H.  Braid, 

1333.  (1898,  194)  (DE  MoNTESSUs).  —  Examen  des  Ouvmsu 
d^Hoëné  Wronski.  —  Les  éléments  d'une  réponse  partielle  à  «t* 
question  sont  donnés  dans  l'Ouvrage  publié  à  Cracovie  en  1896 p* 
M.  S.  Dickstein,  intitulé  :  Hoëné  Wronski,  Sa  Vie  et  sesTra^oMt 
(Jego  zycie  i  prace),  et  qui  contient  un  Catalogue  raisonne  ^ 
œuvres  imprimées  et  des  œuvres  manuscrites  de  Wronski. 

H.  BROC\aD. 

La  Commission  de  l'Académie  des  Sciences  de  Cracovie  ^ 
devait  examiner  les  Ouvrages  de  Hoëné  Wronski  n'est  pasenco* 
formée.  S.  Dickstein  (Cracovie )• 


>••«. 
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QUESTIONS. 


141.  [J2c]  (1894,  84)  A  joue  contre  B;  à  chaque  par- 
tie, les  probabilités  qu'ils  ont  respectivement  de  gagner  sont 
/?  et  y;  (/?  -i-ç  =i)  et  le  perdant  donne  i^"^  au  gagnant.  En 
entrant  au  jeu,  les  joueurs  possèdent  respectivement  a  et 
b  francs.  On  demande  la  probabilité  que  A  ruinera  B  avant 
le  coup  de  rang  r,  H.  Delannoy. 

143.  [T2b]  (1894,  85)  Il  serait  intéressant,  surtout  au 
point  de  vue  théorique,  d'étudier  la  résistance  d'une  plaque 
métallique  rectangulaire  reposant,  par  sa  périphérie,  sur  les 
bords  d'une  cavité.  H.  Léauté. 

146.  [K15a]  (1894,  86)  En  cherchant  l'aire  des  podaires 
successives  du  sommet  d'une  parabole,  on  trouve,  respecli- 
vemenl,  pour  les  aires  de  la  première  podaire  (cissoïde)  entre 
la  courbe  et  l'asymptote,  de  la  deuxième,  de  la  troisième,  de 

la  quatrième  podaire  (qui  sont  des  courbes  fermées)  Stc  (  ^ 

È'=(l)*'ÎÏ6"(4)''3M''(fy'^  ^'*"'  le  paramètre  de  la 
parabole.  Ces  aires  décroissent  fort  rapidement.  J'ai  cherché 
à  démontrer  que  ces  aires  tendent  vers  zéro,  mais  je  n'ai  pu 
y  arriver;  un  correspondant  veut-il  en  chercher  la  démon- 
stration? 11  faudrait  pour  cela  trouver  une  loi  de  formation 
entre  ces  diverses  aires.  E.-N.  Barisiek. 

148.  [H6]  (1894,  86)  On  considère  la  surface  la  plus 
générale  de  degré  m  dont  l'équation  est  /{x^y^  z)  =  o,  et 
une  intégrale  quelconque  de  différentielle  totale  relative  à 
cette  surface  fP{x^y,  z)dx  -{-  Q(^,y,  z)dy^  où  P  et  Q  sont 

Interm.f  V  (Décembre  1898).  12 
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des  fonctions  rationnelles  de  x^y^z.  Il  est  extréraemenl; 
probable  que  cette  intégrale  se  réduit  à  une  expression  algé- 
brico-logarithmique.  Comment  pourrait-on  établir  ce  fait  ou 
montrer  qu'il  est  inexact?  Emile  Picard. 

1316.    Une  faute  tipografique,  p.  171,  rend  cète  question  iDexacle;(bi« 
a  2*  expression,  il  faut    ^  ( — »)^S2)^S4^_2-^  et  non     \     (— i)*S;,5,^, 


>.=i 


X=i 


1401.  [I9c]  On  lit  dans  les /?6''cre'a/«o/i5  et  problèmn 
mathématiques,  par  W.-W.  Rouse  Ball,  3'  édition,  lra-j 
duitepar  J.  Fitz- Patrick,  librairie  A.  Heumann,  1898;  p.  53:" 
«  Le  problème  chinois.  —  Une  curieuse  proposition  quinonsl 
vient  de  la  Chine  et  qui,   pensons-nous,  paraît  ici  pourix 


première  fois  est  que  l'expression 


•2'» 


'?. 


n 


ne  représente  m 


enliel 


nombre  entier  que  si  n  est  premier. 

«  La  première  partie  de  la  proposition  1  est 

si  n  est  un  nombre  premier]  se  démontre  de  suite:  maisM 

n'est  pas  «' 

nombre  entier  si  n  n'est  pas  premier]  nous  échappe,  eN 

nous  paraît  reposer  sur  des  considérations  analogues  à  ccll< 
comprises  dans  la  Théorie  des  nombres  de  Mersenne  eicesl 
|)Our  cette  raison  que  nous  la  mentionnerons  ici.  » 

A  défaut  de  démonstration  de  la  très  intéressante  propo^ 
sition,  fort  difficile,  sans  doute,  dans  l'état  actuel  de  lathi 
rie  des  nombres,  un  correspondant  aurait  peut-être  le  iein| 
de  faire    des  vérifications  assez  nombreuses  pour  rendre» 
propriété  très  probable  ou  pour  en  montrer  la  fausseté. 

11  serait  intéressant  de  connaître  les  théorèmes  einp"' 
riques  sur  la  théorie  des  nombres  qui  existent  chei  « 
Chinois  et  les  Japonais,  les  Japonais  surtout,  dont  la  \\i^^^ 
des  parallèles  est  très  belle.  Ces  peuples  vieux  ont  eu  » 
temps  de  trouver  des  théorèmes   empiriques,    curieux  '>'' 
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(itîles.  On  peuldonc  recommander  aux  lecteurs  qui  auraient 
des  correspondants  dans  ces  pays  de  s'occuper  de  telles 
recherches.  G.  Tarry. 

14G&,  [V]  Il  serait  d'un  intérêt  général  de  savoir, 
aussi  exactement  que  possible,  par  quelles  étapes  successives 
l'usage  des  axes  des  coordonnées  s'est  introduit  dans  la 
Science.  C'est  pourquoi  je  demande  ce  qu'il  faut  ajouter  ou 
peut-être  modifier  au  résumé  historique  de  la  question, 
donné  dans  la  Synopsis  der  hôheren  Matheniatik  de  Ilagen 
(t.  II,  p.  G7  et  68.  Berlin,  Félix  Dames;  1894). 

H,  Braid, 

1403.  [M*8g]  On  se  donne  deux  points  A  etB  sur  un 
plan.  Par  le  milieu  de  la  droite  AB,  on  mène  une  perpendi- 
culaire et,  sur  celle-ci,  on  iharque  un  point  G.  Soit^  la  dis- 
tance de  G  à  la  droite  AB.  Par  les  milieux  des  droites  GA  et 
CB,  on  mène  des  perpendiculaires  et  l'on  prend,  sur  elles, 

en  partant  de  leurs  pieds,  des  distances  égales  à  y*  Nous  au- 
rons ainsi  les  nouveaux  points  D  et  D,.  Par  les  milieux  des 
droites  AD,,  DG,  GD,,  D,  B,  élevons  aussi  des  perpendicu- 
laires pour  prendre,  sur  elles,  en  parlant  de  même  de  leurs 

pieds,  des  distances  égales  à  yr-  Nous  aurons  les  nouveaux 

points  E,  E|,  E2,  E3,  ....  On  peut  faire  cette  construction 

indéfîniment  avec  des  flèches  tzj  tz'  •  •  •  •  Si  l'on  a  le  soin  de 

43    4* 

prendre  les  flèches  toujours  du  même  côté,  on  arrivera  à 
définir  un  certain  lieu,  lequel,  quand  p  est  petit  par  rapport 
à  AB,  s'approche  beaucoup  d'un  arc  de  cercle. 

Peut-on  trouver  l'équation  exacte  de  ce  lieu  limite,  expri- 
mée parles  fonctions  algébriques  ou  transcendantes  aujour- 
l'hui  connues  et  étudiées?  Si  le  lieu  n'est  pas  réductible  à 
les  fonctions  connues,  y  aura-l-il  mojen  de  connaître  les 
►ropriélés  de  la  nouvelle  fonction?  Je  désire  d'abord  surtout 
l'expression  de  l'arc  de  cette  courbe. 

V.  DE  LA  Gampa  (Geuta). 
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1404.  [M*3b]  Je  désire  conDaîlre  une  expression  de 
Taire  de  la  courbe  lieu  géométrique  d^un  point  en traioé  dans 
le  déplacement  d^un  angle  droit  circonscrit  à  une  ellipse 
(autrement  dit,  les  distances  du  point  aux  côtés  de  Tan^e 
droit  restent  constantes).  E.-N.  Bàrisie5. 

1403.  [M* 3b]  J'ai  trouvé,  par  un  calcul  long  et  pénibk, 
le  résultat  suivant  :  Lorsqu'une  ellipse  (de  demi-axes  a  eli) 
reste  constamment  tangente  à  un  angle  droit  ^0^^  lelieo 
des  projections  du  point  O  sur  les  axes  de  Tellipse  secom- 

pose  de  deux  ovales  ayant  pour  aires  — ^^ — ^ et — 

J'en  désirerais,  si  c'est  possible,  une  démonstration  simple. 

E.-N.  Barisies. 

1406.  [  A3h]  On  sait  qu'en  éliminant  x  entre  les  éqaa- 
tions 

(i)  a:*-f-/?ia7*-h/?jx'-j-/*3a:'-+-/?ia?-h/>s=  o, 

(2)  ^  =  a^a?*-»- ajJp'H-aja:*-!- aix-h  a©, 

on  peut  réduire  (i)  à  la  forme  j^*-f-  q^y  -^  q^=iO, 

Je  désirerais  connaître  les  valeurs  qui,  dans  ce  cas, cor- 
respondent aux  coefficients  de  (2)  en  fonction  deceuxde(ii 
et  les  valeurs  de  q^  et  de  5^5  en  fonction  des  coelBcienls 
de  (2).  Graciano  Ricalde  (Merida,  Yucalan). 

1407.  [V]  Le  mot  arithmétique  est  grec.  Quel  esi 
l'équivalent  de  ce  mot  chez  les  Hindous,  les  Arabes,  te 
Égyptiens.  . .?  et  sa  signification?       G.  de  RocQtiGftv. 

4408.  [12]  Tout  multiple  pair  de  3  semble  êtreladiffé 
rence  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  6/1  4-i- Sail- 
on  si  cela  est  toujours  vrai?  G.  de  Rocqcigky. 

1409.  [M^  1  g]     On  peut  démontrer  le  théorème  suivant: 
m,  n^  p  étant  trois  entiers  positifs  {p  peinant  seal 
s^ annuler),  liés  par  la  relation 

2{n-{-p)  =  (/w-M)(/w  -f-2)  : 

1°  n  droites  quelconques  données  dans  l'espace  et  pplaf*^ 
passant  par  un  point  fixe  déterminent  une  ou  plusieun 
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surf  aces,  dont  chacune  est  le  lieu  d'une  famille  de  courbes 
planes  du  m}^^^  ordre;  a°  Corrélativemenl,  n  droites  don- 
nées et  p  points  situés  dans  un  plan  fixe  déterminent 
une  ou  plusieurs  surfaces,  dont  chacune  est  Vem^eloppe 
d* une  famille  de  cônes  de  m}^^*^  classe.  Une  seule  surface 
est  détermiDée  si  Ton  a/?  =  o,  /?  =  i  ou  n=:i;  dans  ce 
dernier  cas,  la  surface  est  du  m'*"*  ordre  (ou  de  la  m'*"** 
classe). 

Je  demande  si  ce  théorème  est  connu  ;  dans  le  cas  con- 
traire, je  puis  en  donner  une  démonstration.  Je  désirerais, 
en  outre,  en  avoir  le  complément,  c'est-à-dire  une  formule 
indiquant,  pour  tous  les  cas,  l'ordre  (ou  classe)  M,   et  le 

nombre  R  des  surfaces  déterminées.  L^ordre  (ou  classe)  m, 

mi  m  -h  3)         .  .    .  ^ 

pour  /i  =  I ,  ^  =  — i '  y  est  un  minimum  ;  pour  n  >  i , 

m(m-f-3)  -1  .  1         /     ^      \   j 
'^p  >  I,  il  y  a  toujours  un  nombre  {x  >  i)  de 

surfaces.  Eniin,  on  peut  examiner  si  les  surfaces  sont  tou- 
jours réglées  et,  dans  le  cas  contraire,  spécifier  les  cas  où 
elles  le  sont.  L.  Ripert. 

1410.  [V9]  On  a  publié  dans  le  dernier  Volume  de 
E.'G,-J.  Jacobins  gesammelte  ^F'erA-e  quelques  articles  his- 
toriques du  célèbre  analyste,  dont  trois  (n°*  2o,  27  et  28)  se 
rapportent  à  la  Science  des  anciens  Grecs.  Mais  ce  ne  sont 
pas  les  seules  contributions  qu'il  a  données,  à  notre  connais- 
sance, des  investigations  du  peuple  hellène.  En  effet, 
M.  F.  Ilultsch  a  publié,  il  y  a  vingt  ans,  un  travail  de  jeu- 
nesse où  Jacobi  examine  avec  grand  soin  et  grande  pénétra- 
tion d'esprit  la  Collection  mathématique  de  Pappus  (*). 
A.lexandre  de  Humboldt,  d'ailleurs,  cite,  même  il  répète 
quelques  phrases  très  expressives  de  «  quelques  recherches 
de  Jacobi,  malheureusement  encore  inédites,  sur  la  Science 
mathématique  des  Grecs  (^)  ».  L'intérêt  qui  s'attache  à  la 


(')  Répertoriant  der  literarischen  Arbeiten  aus  dent  Gebiete  der  rei- 
nen  und  angewandten  Mathematik,  t.  II,  p.  824  et  suiv.  ;  Leipzig,  1879. 
(')  Kosmos,  Bd.  II,  p.  348  (  Stuttgart  und  Augsburg,  1847). 
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connaissance  de  ces  investigations  est  évident  pour  quiconque 
réfléchit  qu'en  Jacobi  le  génie  mathématique  était  joint  à 
une  profonde  érudition  classique  et  que,  dans  sa  jeunesse, 
il  a  été  pendant  un  certain  temps  douteux  s'il  devait  choisir 
comme  carrière  la  Philologie  ou  les  Mathématiques.  Gela 
posé,  je  demande  si  les  travaux  hislorico-mathéinaliques  de 
Jacobi  existent  encore  manuscrits,  et,  dans  ce  cas,  si  quel- 
qu'un a  songé  ou  songe  à  les  publier.  Gixo  Lori.v. 

1411.   [Alb]     ^yY-,  5  étant  trois  nombres  réels  et  posi- 
tifs, montrer  directement  que  les  deux  systèmes 

(0  w'<--+-^» 


<; 


et 


<x-^y 


[yz<,zx-+-  xy, 

(2)  <   zx<^xy-^yz, 

\  xy  <  yz  -I-  zx 
sont  équivalents.  Besouclein. 

1412.  [KlOc]  Peut-on  résoudre  par  la  Géométrie 
élémentaire  le  problème  suivant  : 

Mener  par  un.point  P  une  sécante  à  un  cercle  (0)  qui  dé- 
termine une  corde  AB,  se  projetant  sur  le  diamètre  OP  sui- 
vant A'B',  de  manière  que  xVB'  ait  une  longueur  donnée  J^ 
ne  demande  pas  un  calcul. 

1413.  [N*la]  Pourrait-on  me  donner,  sous  une /orm^ 
simple,  les  équations  :  i°  du  complexe  des  droites  parlés- 
quelles  on  peut  mener  à  une  quadrique  Q  deux  plans  lao- 
genls  conjugués  par  rapport  à  une  autre  quadrique-;  'J.^da 
complexe  des  droites  coupant  Q  en  deux  points  conjug»^^ 
par  rapport  à  S?  Noei 

1414.  [V]  On  demande  des  exemples  de  t'm/e5  nettP^^ 
(physiques,  astronomiques)  ou  Ae propriétés  inattendu^^^ 
découvertes  en  majeure  partie  par  la  discussion  malW^^* 
matique  et  vérifiées  par  l'expérience  (découverte  de  la  ré- 
fraction conique  par  Hamilton,  point  lumineux  de  Poisson 
au  centre  de  l'ombre  d'un  écran  circulaire,  etc.). 
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Simple  indication  avec  référence  bibliographique,  si 
possible.  A. -P.  Ericsson, 

141o.  [V]  Dans  le  même  ordre  d'idées  que  celui  de  la 
question  précédente,  on  demande  s'il  existe  des  Ouvrages 
traitant  ex  professo  des  Mathématiques  comme  moyen  d^ in- 
tention dans  les  Sciences  physiques,  et  plus  récents  que 
ceux  de  Stanley  Jevons  {The  principles  of  Science,  Lon- 
don,  1874)  ou  de  Gore  {The  art  of  scientijic  discovery, 
London,  i8j8).  A.-P,  Ericsson. 

1416.  [M*  7]  Il  arrive  fréquemment  que,  d'après  les 
données  d'un  problème,  on  puisse  évaluer  le  degré  du  lieu 
géométrique  lorsque  celui-ci  est  une  courbe  du  quatrième 
degré.  Cette  prévision  peut-elle  être  faite  lorsque  le  lieu  doit 
être  du  cinquième  degré  ou  d'un  degré  impair  plus  élevé? 

H.  Brocard. 

1417.  [Jl]  On  mêle  les  trente-deux  cartes  d'un  jeu  de 
piquet  de  la  façon  suivante  :  les  cartes  étant  réunies  en  un 
seul  paquet  A|,  on  coupe  le  jeu  au  hasard,  de  manière  à 
former  deux  paquets  a  et  a';  puis  on  réunit  tout  le  jeu  en  un 
seul  paquet  A2  en  enchevêtrant  une  fois  les  paquets  a  et  a' 
l'un  dans  l'autre.  Dans  le  nouvel  arrangement,  Tordre  pri- 
milifdes  cartes  dans  tout  le  jeu  est  dérangé;  mais  les  cartes 
de  Tun  quelconque  des  paquets  a  ou  t!  ont  conservé  entre 
elles  leur  ordre  de  succession.  En  opérant  sur  A2  comme 
sur  A,,  on  forme  avec  tout  le  jeu  un  nouveau  paquet  A3,  et 
ainsi  de  suite.  Combien  de  fois,  au  moins,  faut-il  répéter  ces 
opérations  pour  que  tout  arrangement,  quel  qu'il  soit,  puisse 
être  obtenu  comme  arrangement  final? 

C.  Flye  Sainte-Marie. 

1418.  [V]  Quel  mathématicien  a  le  premier  énoncé  ce 
théorème  :  «  Les  points  de  concours  des  tangentes  à  trois 
cercles,  pris  deux  à  deux,  sont  en  ligne  droite?  »  Fuss,  dit 
Chasles,  l'attribue  à  d'Alembert;  mais  l'illustre  savant  ne 
laisse  pas  deviner  s'il  se  rallie  à  l'opinion  de  Fuss  (Chasles, 
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Apetçu  historique,  p.  293).  D'après  Carnot,  au  contraire, 
ce  serait  Monge  qui  l'aurait  trouvé,  par  des  considérations 
purement  géométriques,  relatives  à  la  Géométrie  à  trois  di- 
mensions (Carnot,  Mémoire  sur  la  relation  qui  eiiue 
entre  les  distances  relatives  à  cinq  points  quelconques 
pris  dans  l'espace,  suivi  d'un  Essai  sur  la  théorie  des 
transversales,  p.  67.  Paris,  Courcier,  1806).  C'est  bien cer- 
tainement  Monge  qui  l'a  vulgarisé  dans  ses  Eléments  de 
Géométrie  descriptive  ;  mais   en  est-il  l'auteur?  S'il  faul. 
avec  Fuss,  l'attribuer  à   d'Alembert,  où  et   quand  celai-d 
l'a-t-il  publié  ?  H.    Braid. 

1419  [X4b]     Réseau  logarithmique,  —  De  l'intéres- 
sant article  de  M.  A.  Buhl  (t.  IV,  p.  10;  1897),  ^"  sujet  de 
la  résolution  de  l'équation  exponentielle  a-^-h  fr'-h.  ..=  A", 
équation  qui,  par  la  substitution  e^  =  z,  est  immédialeraenl 
ramenée  à  la  forme  z^^^^  -h  2*°6*  4- . . .  =  A:,  il  semble  résulter 
que   cette   dernière  peut    se    résoudre   approximativement 
d'une  manière  très  rapide  au   moyen  d*un  papier  quadrille 
spécial  qui  a  été  imaginé  et  réalisé  pour  la  première  fois  en 
Amérique.  Pourtant  dans  la  5*  édition  (1884)  de  V Aide- 
Mémoire  de  l'officier  du  Génie,  on  trouve,   au  Chap.  M 
(Mines,  p.  8)  un  abaque  logarithmique  destiné  à  la  résolu- 
tion de  l'équation  C  =  ^A®,  h  étant  l'abscisse,  d'ordonnée, 
et  g  une  constante.  Ce  Tableau  est  exactement  celui  quia 
été  signalé  ici  (  loc.  cit.),  M.  Buhl,  à  qui  j'ai  fait  part  de  cetle 
remarque,  est,  sur  la  priorité  d'invention,  d'accord  avec  moi 
pour  Tattribuer  en  réalité  à  Lalanne,  et  il  a  signalé  à  ce  sujet, 
comme  autre  indication  bibliographique,  un  article  du  Traita 
de    Géométrie    descriptive   de   M.    Pille l,    paru   en    188; 
(p.  228-229).  Je  propose  aujourd'hui  aux  lecteurs  de  I7n- 
termédiaire  d'élucider  cette  question  de  priorité. 

H.  Brocard. 

1420.  [I19c]     L'équationa?*4-j^*H-;;*  =  çv2a-l-ellcdej 
solutions  entières?        E.-B.  Escott  (Grand-Rapide,  Mich)- 
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RÉPONSES 


T7o.  (1896,  56)  (de  Longraire).  —  Origine  des  axes  coordonnés. 
—  Comme  beaucoup  d'autres,  cette  question  de  Torigine  des  axes 
de  coordonnées  est  d'une  assez  grande  complication,  pour  une 
raison  fort  simple  et  commune  à  tous  les  problèmes  du  même  genre  : 
c'est  que  l'usage  de  ces  axes  n'a  pas  fait  une  apparition  brusque 
dans  la  Science,  mais  qu'il  y  a  pénétré  lentement,  pas  à  pas,  et  en 
subissant,  au  fur  et  à  mesure  qu'il  avançait,  de  nombreuses  modifi- 
cations de  détail.  Aussi  le  savant  P.  Hagen  ne  me  parait-il  pas 
mal  inspiré  lorsque,  après  avoir  précisé  avec  beaucoup  de  sagacité, 
dans  sa  Synopsis  der  hôheren  Mathematik  (t.  II,  p.  67;  Berlin, 
1894),  la  part  respective  qui  revient,  dans  la  découverte  de  cette 
méthode,  aux  géomètres  de  l'antiquité,  à  Descartes,  à  Schooten  et 
à  Fermât,  il  se  contente  d'ajouter  :  «  D'après  Cayley  {Papers,  vol.  V, 
p.  354),  un  des  plus  anciens  exemples  de  l'emploi  des  coordonnées 
cartésiennes  se  rencontre  dans  VEnumeratio  linearum  tertiiordinis 
de  Newton,  éditée  à  Londres  en  1706.  »  Le  problème  est  intéressant 
cependant  et  mériterait  d'être  élucidé  plus  complètement;  ainsi,  il 
aurait  peut-être  convenu  de  dire  un  mot  de  Wallis,  par  exemple. 
Cette  légère  critique,  et  quelques  autres  analogues  que  je  pourrais 
faire,  m'ont  engagé  à  poser  la  question  que  l'on  trouvera  p.  267. 

Je  suis  convaincu,  toutefois,  que  tous  les  savants  que  ce  point 
de  l'histoire  des  Mathématiques  intéresse  liront  avec  plaisir  les 
pages  67  et  G8  du  deuxième  Volume  de  la  Synopsis  du  P.  Hagen; 
outre  de  nombreuses  références  bibliographiques,  ils  y  trouveront 
un  résumé  très  bien  fait  de  l'état  de  la  question.  H»  Braid, 

844.  (1896,  126)  (E.-M.  Lémeray).  —  Un  Inventaire  mathéma- 
tique  tel  que  le  conçoit  M.  Lémeray  serait  d'une  utilité  incontes- 
table; mais  n'est-il  pas  à  craindre  que  bien  du  temps  ne  s'écoule 
avant  qu'un  Ouvrage  d'une  aussi  vaste  envergure  puisse  voir  le 
jour?  Me  permettrait-on  de  faire  remarquer,  en  attendant,  aux  lec- 

12. 
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teurs  de  Y  Intermédiaire,  qu'il  s'édite  actuellemeDt,  en  Allemag»^ 
un  iravail  écrit  dans  un  but  analogue,  quoique  sur  un  plan  différai 
et  dans  des   proportions  plus  restreintes?  J'entends  parler  de  li 
Synopsis  der  hôheren  Mathematik  von  Johann  G,  HagenS.l 
Deux  Volumes   in-folio,  de  4^0  pages  chacun,  en  ont  été  publia 
jusqu'à  ce  jour  (Berlin,  Félix  Dames,  1891   et  1862).  Je  les  croi- 
destinés  à  rendre  les  plus  grands  services.  A  l'apparition  du  pr^ 
mier  Volume  de  cette  véritable  encyclopédie  mathématique,  M.Paol 
Mansion,  le  savant  professeur  de  l'Université  deGand,  ne  craig«irt 
pas  d'écrire  dans  la  Bévue  des  questions  scientifiques  :  «  La^^*"- 
opsis  est  le  résultat  d'un  travail  colossal  d'assimilation  etdecooriii- 
nation  que  l'on  ne  peut  trop  recommander  aux  géomètres,  à  caose 
des  renseignements  sûrs,  vraiment  innombrables  qu'elle  contieatet 
des  recherches  et  tâtonnements  qu'elle  leur  épargnera  {R.  Q-  ^•• 
t,   XXXII,  p.   601;    1892).   Nous  ne  pouvons  que  confirmer  ceUc 
appréciation  (voir,  pour  le  premier  Volume,  le  compte  rendu,  <k 
M.  Mansion,  publié  dansi?.  Q.  <S.,  t.  XXXII,  p.  594  à  601,  iS^^^ci 
donné  aussi  en  Appendice  dans  Af.,  2*  série,  t.  II,  1893;  pour  )t 
deuxième  Volume  le  compte  rendu  de  M.  Neuberg,  professeur  « 
l'Université  de  Liège,  publié  dans  /?.  Q.S,,  t.  XXXIX,  p.  SgôàôoJ 
1895,  et  reproduit  en  Appendice  dans  M.,  a*  série,  t.  V,  1895).  J'ajou- 
terai, pour  terminer,  que  la  Synopsis  aura  probablement  quatn- 
Volumes.  H,  Braid. 

1032.  (1897,  99)  (G.  Petit-Bois).  —  Question  de  maximum da» 
le  cercle.  —  Dans  le  problème,  tel  qu'il  est  énoncé,  R  et  A  soni<i«? 
longueurs  données,  tandis  que  les  abscisses  et  les  ordonnées  des  troi* 
points  situés  sur  le  cercle  sont  inconnues.  La  difficulté  que  présatf 
la  question  disparaîtrait  si  l'on  considérait  le  rayon  comme  ïdcobbi 
et  l'ordonnée  de  l'un  des  points  comme  connue.  En  effet,  désigno>^ 
par  a  —  2  A,  a  —  A,  a  les  abscisses  des  points  dont  les  ordonnées  soai 
respectivement  ^1,  j^j  et  y^.  Supposons  cette  dernière  conouert 
soit^j=  p. 

Nous  aurons 

a:»-^>'»=a»-i-p^    ^1=  v^fî'-r- 4aA  —  4^S    j^,=  v^"?«-i--2aA^. 
et  le  rapport  considéré  sera,  en  le  désignant  par  p, 


V^li-^-itt/t  — A2--3 


I 
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Cherchant  la  valeur  de  a  qui  rend  ce  rapport  maximum  nous 
trouvons 

8. 
Posons /i  =  mp,  puis  M  =  3/n(n- /n^)-^(I^-2m»)2  (;^^  M  sont 

donc  des  quantités  connues),  fl  vient  a  =  ^M.  La  relation 

donne  ensuite  R  =  p/i  -+-  M*.  On  trouve,  pour  la  valeur  de  p  maxi- 
mum, 

_  ^^mM  —  4  m* -+■  I  —  I 
/amM  —  m^-h  ï  —  i 

valeur  qui  sera  la  même  dans  deux  cercles  pour  lesquels  on  aura 

L'angle  COX  (C  étant  le  point  dont  l'ordonnée  est  P)  est  donné 
par  la  relation  tangCOX  =  w»  il  ne  dépend  donc,  de  même  que  p 

h 

maximum,  que  du  rapport  ^» 

On  verra  facilement  que,  si  h  décroît  indéfiniment,  M  tend  vers 
lunité,  le  rayon  diminue  et  tend  vers  p /à,  tandis  que  Fangle  COX 
augmente  et  a  pour  limite  45**» 

Le  regretté  mathématicien  Ë.  Catalan  m'avait  indiqué  une 
marche  à  suivre  pour  parvenir  à  la  solution.  Il  posait  yi  —  y^  =  (x 

•îtj^t— ^3=Y-  Le  rapport  considéré  devenait  alors  p  =  n —  et  il 

«cherchait  le  maximum  de  —  • 

ï 
A,  B,  C  étant  les  trois  points  pris  sur  le  cercle  et  rr,  y  les  coor- 
données du  point  B,on  a,  en  faisant  R  =  i,(a7 —  ^)*-+-(j^-h  a)*  =  i, 
x*-hjr*=  I,  (x-h  hy-î-(y  —  y)'  =  ï»  Ces  relations  donnent 

A»(a  — Y)^-^^(aî-+- Y»;  =  o,       aAa?— (a -H  y)J^-Hî(y'  — «*)  =  o, 

J?'-+-^*  =  i,  et  Ton  pose  V  =  -• 

Après  avoir  différentié  ces  quatre  équations  par  rapport  à  a?,^,  a,  y^ 
00  élimine  ar,^,  a.  L'équation  résultante  est  du  sixième  degré  en  y- 

G.  Petit-Bois.  (José,  Belgique). 


—  276  — 

1039.  (1897,  ïoo)  {H,  Braid).  —  Sur  un  Mémoire  du  cheçalkr 
de  Nieuport.  —  Le  Mémoire  du  commandeur  de  Nieuport,  auqael 
il  est  fait  allusion,  a  paru  dans  le  Recueil  des  Savants  é(rangen, 
Ac.  des  Sciences,  i8o6,  p.  659.  Il  a  pour  litre  :  Sur  Véquation  géné- 
rale des  polygones  réguliers  et  la  division  d* un  arc  quelconque 
en  parties  égales.  A.-P.Ericuon. 

1072.  (1897,  122)  (G.  Stormer).  —  Tables  pour  l'équation  à 
Pell  (1897,  287;  1898,  107).  —  Dans  le  Math.  Magaz.  publié  par 
Artemas  Martin  (Washington,  D.  C,  t.  II,  n*  7)  il  existe  une  Table 
intitulée  :  A  Table  of  the  square  roots  of  the  prime  numbersoj 
the  form  4  w  -+- 1  less  than  10000  expanded  as  periodic  continué 
fractions. 

Les  valeurs  de^:  et  de^  satisfaisant  à  Téquation 

ne  sont  pas  données  dans  cette  Table,  mais  elles  peuvent  se  déduire 

des  fractions  continues  dérivées  de  /D. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Michigan). 

1091.  (1897,  147)  (Hoffbauer).  —  Nombres  de  Bernoulli 
(1897,  259;  1898,  109).  —  Voici  une  formule  inédite  qui  paraît  pi"' 
avantageuse  que  les  formules  conues  :  en  éfet,  èle  ne  contient  en 
dénominateurs  que  les  nombres  impairs  et  on  la  ramène  imédiate- 
ment  à  ne  contenir  à  ces  places  que  les  nombres  premiers. 

•..B,/,=  iKf-|(i!)»Kf  +  f(2!)«Kf-... 

"^  ^  -  '  >'"  ^f^i  ^*^^'^'  KÇ  +..+(- .  )P-t  —P^-  {pi-  )% 

Les  nombres  K  sont  des  entiers  qui  se  calculent  par  le  irianglf 

aritmétique 

q  =  i       2       34 


2 
3 
4 


=  1  2 

I 

I       I 

I  5       1 

1  21     14     1 


• . 


au  moyen   de  la  relation  :  KÇ  =  KJi}  ^-^«KÇ-».  Or,  si  {iq-^^ 
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n'est  pas  premier,  il  divise  ç(q  —i^Y,  et  s'il  est  premier  et    >  3, 
00  a 

q(q  —i\)^^(—i)92,        (modiq  -hi). 

Corne  Kf  =  i,  la  formule  devient  ainsi 

B,/,  =  I  -f.  Kg  —  8  Kf  -4-  1 3 1  K{  —  3323  KJ  -+- 120  960  K?  - . . . 
■""1  "~  s  —  5  K?  —  7^3  —  ÏT  ^5  —  Ta  K^6  — 

De  plus,  si  (^q  -+- 1)  est  premier  et  >  3, 

KJ*  =  I         (mod2^-i-i), 

KÇ  =0        (mod^q  -hi)  PT^f^q, 

ce  qui  ramène  enfin  la  formule  à  cèle  de  Staudt  et  Glausen. 

HOFFBAUER. 

1100.  (1897,  149)  (G.  Friocourt).  —  Tables  de  logarithmes 
d'addition  publiées  à  V étranger  (1897,  216).  —  Tafeln  der 
Additionsund  Subtractions-Logarithmen  fur  sieben  Stellen.  Be- 
rechnetvon  J.  Zech.  (Berlin,  Weidmann'sche  Buchhandiung,  1892.) 

Ces  tables  sont  les  plus  étendues  qui  aient  été  publiées. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich.). 

1113-  (1897,  171)  (de  Rocquigny).  —  Origine  du  mot  module. 
—  Je  n'apprendrai  rien  à  personne  en  disant  que  le  mot  français 
module  dérive  du  latin  modulus.  Il  était  bon  de  le  rappeler  cepen- 
dant, pour  comprendre  comment  ce  mot  s'est  introduit  dans  la 
langue  mathématique.  En  latin  classique  modulus  signifie,  à  pro- 
prement pdir\erf  petite  mesure,  «  Si  Dorici  generis  erunt  columnae, 
dit  Vitruve  (  Vitruvii  Pollionis,  de  Architectura,  lib.  V,  9),  dime- 
tiantur  eorum  altîtudines  cum  capitulis,  in  partes  quindecim,  et 
ex  eis  una  constituatur  et  fiât  modulus;  ad  cujus  nioduli  rationem 
omnius  operis erit explicatio. »  C'est-à-dire  :  «Veut-on  des  colonnes 
d'ordre  dorique,  il  faut  diviser  leur  hauteur  y  compris  le  chapi- 
teau, en  quinze  parties,  et  prendre  une  de  ces  parties  pour  module, 
qui  servira  de  mesure  à  tout  l'ouvrage.  »  Cette  idée  générique  de 
mesure,  —  comprise,  bien  entendu,  dans  le  sens  vulgaire  et  ancien 
du  mot,  —  cette  idée,  dis-je,  se  retrouve  toujours,  mais  avec  des 
nuances  fort  variées,  dans  les  diverses  acceptions  du  mot  modulus. 
Partant  de  là,  les  mathématiciens,  surtout  ceux  qui  ont  écrit  dans 
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la  langue  de  Gicéron,  s'en  sont  servis  dans  des  questioDS  nom- 
breuses, en  lui  attachant,  tantôt  le  sens  de  coefficient  caractérii- 
tique  d'une  expression,  tantôt  celui  de  constante  caractéristiqut 
d'un  système,  tantôt  d'autres  encore,  paraissant  peut-être  au  pre- 
mier abord  très  différents  l'un  de  l'autre,  mais  où,  nous  le  répé- 
tons, l'idée  de  mesure  se  retrouve  toujours.  On  voit  immédiatement 
comment  les  considérations  précédentes  s'appliquent  aux  expres- 
sions: module  d'un  système  de  logarithmes,  module  d'une  cod- 
gruence,  module  d'une  substitution  linéaire,  etc.,  etc.;  inutiledc 
les  énumérer  toutes.  Je  termine  en  disant  qu'il  en  est  de  même  delà 
locution  de  module  d'une  imaginaire.  Qui  ne  sait,  en  effet,  qu'En- 

1er  faisait  déjà  remarquer  que  «  la  quantité  réelle  M  =  //n'-rA^ 
est  la  véritable  mesure  de  deux  facteurs  binômes  imaginaires  et 
conjugués  », 

(dz  m  ±ny/—'î)  (  liz  mzçn\/^)  =  m»-+-  /i»  =  M«? 

(EuLBR,  Algèbre  élémentaire j  Bruxelles,  1837,  p.  187.) 

H.  Braid. 


\  lO'l.  (  1898,  3)  (  H.  Brocard).— Fare/M/)^  de  lieux  du  cinquième 
degré  (1898,  i36,  201).  —  Notons  encore  que,  dans  le  second 
volume  du  Cours  de  Problèmes  de  Géométrie  analytique  deM.de 
Longchamps  (Paris,  Delagrave,  1899),  les  exercices  suivants  con- 
duisent à  des  équations  du  cinquième  degré  : 

i5°  Gh.  IX,  p.  49,  sol.  de  l'ex.  28,  a". 

16"  Ch.  XI,  p.  i55,  sol.  de  l'ex.  ^. 

17°  Gh.  XIII,  p.  226,  sol.  de  l'ex.  7.  H.  Braid. 

1199.  (1898,  3)  (Grip).  —  Question  relative  à  Vellipsoîii 
(1898,  i4o). —  Pour  construire  la  courbe  G|  (voir  la  réponse  de 
M.  Retali,  p.  i4o),  intersection  du  cône  du  troisième  degré  avec  nn 
plan  arbitraire  tt,  on  mène  ce  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique  de 
Tellipsoïde.  Soient  M  et  M'  les  points  où  ce  plan  coupe  les  axes  de 
la  quadrique  y*,  O'  le  milieu  de  MM',  R  la  trace  sur  it  de  ladroiw 
[AA'],  axe  du  faisceau  des  plans.  Tous  les  cercles  dans  le  plan  «. 
passant  par  les  deux  points  M  et  M',  ont  leurs  centres  C,  C,  .•• 
sur  une  droite  O'j  perpendiculaire  à  MM';  les  droites  RC,  RC  ••• 
coupent  ces  cercles,   chacun   en   deux  points  P,  Q;  F',  Q'>  •••  * 
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la  coarbe  Cf,  dont  Téquation  relativement  aux  axes  O'M  ou  O'x  et 
Oy  est x(x* -h  jr^) -h  a(a?* — y^)-T'ibxy—  ac^~  o,  a  et  6  étant  les 
coordonnées  de  R,  et  c  =  O'M.  Elle  a  deux  branches,  l'une  est  un 
ovale  et  l'autre  a  une  asymptote  et  trois  points  d'inflexion;  elle 
passe  par  les  points  R,  M,  M'  et  par  deux  points  du  cercle  imagi- 
naire. Cette  construction  s'appuie  sur  la  propriété  des  cônes  passant 
par  rintersection  de  Tellipsoïde  et  d'une  sphère  concentrique,  de 
couper  le  plan  ic  suivant  un  faisceau  de  cercles  dont  l'axe  radical 
est  la  droite  O'jr,  Ces  cercles  coupent  cette  droite  en  deux  points 
imaginaires  qui  appartiennent  aussi  à  la  courbe  G|  ;  son  asymptote 
a  pour  équation  x  =  a. 

On  peut  distinguer  trois  cas  particuliers  : 

I**  La  droite  [AA.']  tourne  autour  du  centre  O  de  y*  dans  le  plan 
cyclique  qui  est  parallèle  au  plan  t:,  alors  les  courbes  GJ  sont  des 
hyperboles  équilatères  passant  toutes  par  les  points  M  et  M';  l'une 
de  leurs  asymptotes  est  parallèle  à  la  droite  correspondante  [  AÂ']. 

2°  La  droit€  [AA']  tourne  autour  du  centre  0  dans  l'autre  plan 
cyclique  (qui  coupe  le  plan  ir  dans  Taxe  O'y);  les  courbes  CJ  sont, 
dans  ce  cas,  des  cercles  passant  par  les  points  M  et  M'. 

3®  La  droite  [AA']  décrit  un  cône  de  centre  O  et  dont  la  base 
dans  le  plan  tz  est  un  des  cercles  qui  coupent  les  cercles  M,  M'  du  se- 
cond cas  orthogonalement.  Les  droites  [AA'J  sont  des  génératrices 

du  cône  qui  coupent  sa  base  en  des  points  P,  P', L'intersection 

de  la  quadrique  et  du  plan  touchant  le  cône  le  long  de  la  généra- 
trice OP  est  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  coïncide  avec  OP  et 
l'autre  avec  OQ.  Pour  construire  le  point  Q,  on  mène  une  tan- 
gente à  la  base  du  cône  au  point  P,  qui  coupe  Taxe  O'y  au  point  C 
et  que  l'on  prolonge  jusqu'à  Q(GQ  =  GP),  de  même  pour  les 
autres  tangentes  P'QS  . .  .•  L'équation  de  la  courbe  décrite  par  les 
points  Q,Q',  ...  est7»[p*— (rr—rf)»]  =  (a7*-i-p«—c?»)*,  p  étant  le 
rayon  du  cercle  qui  est  la  base  du  cône  et  d  la  distance  de  son  centre 
au  centre  O  de  l'ellipsoïde. 

Il  est  facile  d'étendre  cette  construction  au  cas  le  plus  général  : 

Étant  donné  un  cône  quelconque  dont  le  sommet  est  O  et  dont 
l'intersection  avec  le  plan  it  (toujours  parallèle  à  un  plan  cyclique 
de  l'ellipsoïde)  est  une  courbe  G»,  trouver  le  lieu  des  axes  des 
ellipses  contenus  dans  les  plans  tangents  du  cône;  on  mène  par  un 
point  R  de  G'*  une  tangente  à  cette  courbe,  qui  coupe  l'axe  O'y 
en  un  point  G;  le  cercle  dont  le  centre  est  G  et  qui  passe  par  M 
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et  M'  coupe  cette  tangente  en  deux  points  P  et  Q,  OP  ei  OQ  se- 
ront les  axes  de  l'ellipse.  O.  Bôklen  (Reutlingen). 

1201.  (1898,  4)  (A..  Buhl).  —  Figures  dont  le  périmètre  et  Vaire 
sont  exprimés  par  le  m,ème  nombre,  (1898,  i4îi,  201).  —  i*Lc* 
courbes  parallèles  aune  courbe  donnée  satisfont  à  la  question  pourvu 
qu'on  prenne  pour  paramètre  variable  leur  distance,  i"*  Dans  tout 
système  de  courbes  semblables,  on  peut  choisir  l'unité  de  mesuiv 
de  telle  façon  que  l'aire  soit  exprimée  para*  et  le  périmètre  par  2a 

G.  Vacca  (Turin), 

1213.  (1898,  6)  (de  Montessus).  —  Bibliographie  de  la  fotuc- 
tionV,—  (1898,  i56,  234).—  Graf(J.-H.),  Einleitungindie  Tkefh 
rie  der  Gammafunktionen  und  der  Euler'scken  Intégrale.  Bera. 

1894. 

ScHENKEL  (H.),  Kritisch-historische  Untersuchungen  ûber 
die  Théorie  der  Gammafunktionen  und  der  Euler^schen  Inté- 
grale, Uster,  1894.  E.  Wôlffing  (Stuttgart). 

1224.  (1898,  29)  (G.  DE  Rocquigny). —  Valeurs  de  x  et  y  telles  que 
xt-^yi  soit  divisible  par  X  -^y--^  (1898,  i65).  —  On  a  évidemmeni 
a:'-+-^'^2r'  mod(a7H-j^);  pour  que  la  congruence  s'annule  il 
faut  que  ly^  soit  un  multiple  de  x-\-y.  Trois  valeurs  répondent 
immédiatement  à  la  question  : 


X  -^  y  =  iy^ 

d'où 

x^y{iy  —  \\ 

x-¥-y  —  y^ 

d'où 

^=r(r-0» 

x^y  —  iy 

d'où 

x^y. 

Mais  îl  y  en  a  d'autres  qu'il  est  facile  de  trouver  en  se  donnant  / 
et  en  remarquant  que  x  doit  toujours  être  plus  grand  que/.  H 
suffit  de  chercher  tous  les  diviseurs  de  iy^  plus  grands  que  2/ei 
de  les  égaler  à  x  -^-y.  Exemple  :  ^  =  7,  ly'^  =  98;  les  valeurs  de 
X  -\-y  sont  49?  98  ;  il  n'y  en  a  pas  d'autres,  car  si  x  -^y  >  ar*.  1« 
congruence  existera  toujours.  En  mettant  de  côté  les  valeurs  de 
X  =^,  voici  toutes  les  solutions  pour  y  <.ii' 

Pour  j^  =  2,  3?=  6;  j^=  3,  a?  =  6,  i5;  ^  =  4,  «*"  =  12,  28;  v  =  5, 
a?  =  20,  45;  /  —  G,  a?  =  II,  18,  3o,  66;  /  =  7,  a?  =  42,  91  ;  v  =  ^- 
X  —  24»  56,  120;/  =  9,  ^  =  18,  45,  72,  i53;  j/-  =  lo,  ar=  i5,  3o,  9^. 
195.  P.  Gustave. 

1226.  (1898,  29)  (G.  de  Rocquignv).  —  Le  théorème  énoncé,  quf 
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tout  nombre  polygonal  de  p  côtés  (runité  étant  exclue)  est  décom- 
posahle  en  p  triangulaires ,  tous  différents  de  zéro,  est  exact, 
saaf  Texception  unique  du  triangulaire  6. 

En  eflfet,  d'après  une  proposition  déjà  connue  des  anciens,  tout 
nombre  polygonal  de  p  côtés  est  somme  d'un  polygone  de  ^  —  i 
côtés  et  d'un  triangle  : 

(')    f[(«-i)(/'-a)  +  2]=^[(«-i)(/'-3)  +  a]+^^i^^. 

Il  est  clair  que,  dés  lors,  tout  nombre  polygonal  peut  être  décom- 
posé tïi  p  —  2  triangles,  dont  p  —  3  égaux  entre  eux 

(2)      -[^(n-l)(/?  — 2)-t-2]=  -^ i  +  (/>— 3)-^^-^^^ -^ 

La  décomposition  effective  .en  p  triangles  pourra  toujours  s'ef- 
fectuer avec  l'un  des  deux  lemmes  suivants  : 

I.  Tout  triangle  divisible  par  3  est  décomposable  en  trois  triangles 
dont  deux  égaux  : 

.«          3/w(3/nzhi)        5im(2md:i)        im{im±:\)       m{mzjç:\) 
\i)        = 1 H • 

2  2  2  2 

La  formule  ne  devient  illusoire  que  si  m  =  i  (cas  du  triangle  6). 

II.  Tout  triangle  non  divisible  par  3  est  décomposable  en  trois 
triangles  inégaux  : 

(3/yi  -4-  i)(3/w  -h  2)  __  (2/n -h  i)(2m -h  2) 

,  ,  2  ~  2 

<4)  ( 

im(im-\-\)        m(w-+-i) 

L^ il ^. 

2  2 

II  peut  être  intéressant  de  rechercher  s'il  y  a  des  décompositions 
effectives  en  dehors  de  celles  qu'on  peut  déduire  de  ces  formules. 

Paul  Tannery. 

1227.  (1898,  29)  (G.  de  Rocquigny).  —  Tout  carré  entier  sauf  i 
est'il  toujours  aussi  somme  de  deux,  de  trois  ou  de  quatre  carrés? 
—  1°  Tout  carré  pair  est  évidemnient  somme  de  quatre  carrés 
égaux. 

2**  Si  an  carré  est  impair  et  que  sa  racine  ne  soit  pas  carrée,  elle 
sera  somme  ou  bien  (A)  de  deux  carrés  inégaux,  (B)  ou  de  trois 
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carrés,  (C)  ou  de  quatre  carrés  qui  ne  seronl  pas  tous  égaui: 

(A)  (a«-^6^)^=(a*--6»)«^-(2a^)». 

Comme  a  est  différent  de  6,  le  carré  sera  somme  de  deux  cam'< 
effectifs  : 

(B)  (a«-+-  6» H-  cî)î=  (a»-^  6»—  c«)«  -+-  (2a€)î-+-  (260=. 

Si  a,  6,  c  sont  inégaux,  on  peut  les  supposer  rangé?  par  ordrt 
de  grandeur,  en  sorte  qu'en  tous  cas  le  premier  carré  du  «ecoii 
membre  ne  soit  pas  nul.  Le  carré  proposé  sera  donc  somme  <lc  trois 
carrés  : 

On  peut  toujours  supposer  a,  A,  c,  d  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur. 

Le  premier  carré  du  second  membre  ne  sera  donc  pasnuhd'auif* 
part,  on  ne  peut  avoir  ac  =  bd^  bc  =  adj  à  moins  d'avoir  a  =* 
c  =  ^,  et  alors  le  carré  proposé  serait  pair.  Donc  ce  carré  e?i  K»u- 
jours  la  somme  de  trois  carrés  effectifs  (en  choisissant  convenable- 
ment les  signes). 

3**  Si  un  carré  est  impair  et  que  sa  racine  soit  carrée,  on  pa?>«ri 
à  la  racine  bicarrée,  et  ainsi  de  suite;  le  carré  impair  sera  donc io«- 
jours  somme  de  deiixou.  ^row  carrés,  à  moins  que  les  racines carrceî 
ne  soient  indéfiniment  des  carrés,  ce  qui  est  le  cas  de  l'unité. 

Paul  Tannebt. 

128i.  (1898,122)  {G.  D\RBOV\).— Problème  des  courriers,  iiW^ 
—  Les  n  personnes  de  l'énoncé  ont  à  se  rendre  d'un  point  A  à  a» 
point  B  par  un  chemin  que  je  suppose  en  ligne  droite.  Je  coD>idèrt 
d'abord  le  cas  où  la  voiture  dont  elles  disposent  peut  seulemeU 
contenir  une  personne  (n'  =  i).  11  est  entendu  que  la  voiture,  chart« 

AB 

ou  non,  a   toujours  la  même  vitesse  V  =  — ^-j  soit  dans  un  seK» 

soit  dans  l'autre  et  sur  n'importe  quelle  partie  de  la  roule.  Cooc^ 

vous  un  système  de  comparaison  S  animé,  dans  le  sens  AB,  du»* 

AB 
vitesse  uniforme  v  =  — »  égale  à  la  vitesse  de  marche  d'un  vayi- 

geur  à  pied.  Par  rapporta  ce  système  de  comparaison,  les  personafl 
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marchant  à  pied  dans  le  sens  A6  paraîtront  piétiner  sur  place, 
comme  ces  chevaux  qui  travaillent  sur  un  plancher  mobile  se  déro- 
bant sous  eux  à  chaque  pas  qu'ils  font.  Quant  à  la  voiture,  elle  a, 
en  allant  dans  le   sens  AB  (sens  direct),   une  vitesse  apparente 

/  —  /' 

t''=V  — 1^=  AB r-j  et,  en   allant  dans  le  sens  BA  (sens  rctro- 

tt'  '  ^ 

t  -h  t' 
grade),  une  vitesse  apparente  (?' =  V -h  i^  =  AB — -— •    Ajoutons 

que,  si  la  voilure  s'arrêtait,  ou  si  quelqu'une  des  personnes  à  pied 
restait  au  repos  pendant  un  certain  temps,  la  voilure  ou  celte  per- 
sonne paraîtrait,  relativement  au  système  S,  animée  d'un  mouve- 
ment rétrograde  de  vitesse  s?. 

Soit,  dans  un  mode  quelconque  d'emploi  de  la  voiture,  G  le  temps 
au  bout  duquel  tous  les  voyageurs  sont  rendus  en  B.  Fixons  inva- 
riablement dans  le  système  S  le  point  A'  qui,  au  début,  coïncide 
avec  le  point  A  de  la  route  et  le  point  B'  qui,  au  bout  du  temps  0, 
coïncidera  avec  le  point  B;  on  a 

A'B'=  AB^^. 
t 

Par  rapport  à  ce  système  S,  les  voyageurs  à  pied  ne  peuvent 
que  rester  en  place,  ou  reculer  (selon  que,  sur  la  route,  ils  mar- 
chent en  avant  ou  sont  au  repos).  Au  début,  tous  sont  en  A' 
et,  au  bout  du  temps  6,  tous,  à  l'aide  de  la  voiture,  sont  rendus 
en  B'.  Le  nombre  des  voyageurs  étant  n  et  la  voiture  ne  pouvant 
en  prendre  plus  d'un  à  la  fois,  il  est  clair  que  tout  élément  du 
chemin  A'B'  sera  traversé  par  la  voiture,  au  moins  n  fois  dans  le 
sens  direct  et  /i  — i  fois  dans  le  sens  rétrograde  (je  dis  au  moins 
parce  qu'on  peut  supposer,  entre  autres  hypothèses,  qu'un  voya- 
geur à  pied  ait,  à  un  moment  donné,  un  mouvement  apparent  ré- 
trograde). D'après  cela,  la  somme  des  déplacements  apparents  de  la 
voilure  dans  le  sens  direct  est  au  moins  égale  à  n.A'B'  cl,  dans  le 
sens  rétrograde,  au  moins  égale  à  (/i — i)A'B'.  Le  temps  0  étant 
lai-méme  au  moins  égal  à  la  durée  totale  des  allées  et  venues  de  le 

voiture,  on  a 

^nK'W       (n  — i)A'B' 


6 


^       v' 


ou,  en  remplaçant  A'B',  v'  et  v"  par  leurs  valeurs 


d'où  l'on  tire 
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u  ^  t     # 


Dans  le  meilleur  mode  d'utilisation  de  la  voiture,  tous  les  toti- 
geurs  doivent  être  rendus  à  destination  au  bout  du  temps  le  plss 
court  possible;  on  a  donc,  en  désignant  ce  temps  parT, 


z  =  / 


,(2n  —  \)t-^-t' 

<-h(2/l  — 1)7' 


Par  rapport  au  système  de  comparaison  S,  les  conditions  p^r 
que  ce  minimum  soit  obtenu  sont:  i**  qu'aucun  voyageur  à  pkd 
n'ait  un  mouvement  apparent  rétrograde;  2'  que  la  voiture,  circi- 
lant  entre  A'  et  B'  sans  sortir  de  ces  limites,  soit  toujours  en  moi- 
vement,  soit  dans  le  sens  direct  avec  la  vitesse  apparente  v\  ciart 
chargée,  soit  dans  le  sens  rétrograde  avec  la  vitesse  v\  revcMBli 
vide.  Le  temps  pendant  lequel  chaque  voyageur  est  en  voiture  est 
alors 


A'B'  t-z 


t-\-(^n  —  i)f' 


Ces  conditions  peuvent  être  réalisées  d'une  infinité  de  manières: 
la  plus  simple  est  celle  dans  laquelle  le  transport  de  chaque  voya- 
geur de  A'  à  B'  se  fait  d'une  seule  traite;  chaque  voyageur  ne  moau 
alors  qu'une  fois  dans  la  voiture  et  n'en  descend  qu'une  fois:  l» 
voiture,  qui  fait  la  navette  entre  A'  et  B',  ne  fait  que  le  nombït 
de  demi-tours  strictement  nécessaire. 

Il  reste  à  passer  des  mouvements  apparents   aux  mouvcmrtl^ 

réels.   Cette   dernière   partie  du    problème    ne  pouvant  prêseiw^ 

aucune  difficulté,  je  me  bornerai   ici  à  développer  la  solution  qi* 

je  viens  d'indiquer  comme  étant  la  plus  simple  parmi  toutes  cdte 

qui  répondent  à  la  question.  Dans  cette  solution,  tous  les  voyag^en^ 

partent  ensemble  du  point  A,   un  en  voiture,  les  autres  à  pied;  ^ 

f -h  t 
voyacrcur  en  voiture  descend  au  bout  du  temps  -:'=  t' 7-» 

•^    °  '^  t  -t-Virt  —  ^''  • 

i  -\-  t' 

à  une  distance  du  point  de  départ  égale  à  AB  x r?-^^ 

^  *  ^  t  -h  (in  —  in 

continue  son  chemin  à  pied,  pendant  que  la  voiture  revient  aH 

devant    des  autres  voyageurs;   quand    celle-ci    les    rencontre.  «»j 

second  voyageur  y  monte  et  part  aussitôt  pour  rejoindre  le  prt"] 
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mier,  qui  chemine  en  avanl  et  avec  lequel,   dès  qu'il  Ta  rejoint,  il 

continue  sa    route    à    pied  ;    la    voiture    retourne  au-devant    des 

autres  voyageurs,  en  prend  un  troisième  qui  va  rejoindre  les  deux 

premiers,   et  ainsi  de  suite.   Dans  ce  mode  d'emploi,    la    voiture 

fait  alternativement  un  trajet  en  sens  direct,  dont  la  longueur, 

t  -\-  t' 
toujours  la  même,  est  égale  à  AB  x 7 r--,)  et  un  trajet  en 

t  -+~  (2/1  —  i) ^ 

t  —  t' 
sens  rétrograde  d  une  longueur  égale  à  AB  x : 7;  quand 

°  ^  ®  t  -{-(in  —  i)t     ^ 

elle  transporte  le  dernier  voyageur,  elle  arrive  en  B  au  moment 
même  où  tous  les  autres  y  arrivent  à  pied. 

J'ai  supposé  que  la  voiture  ne  pouvait  contenir  qu'un  voyageur. 
Le  cas  général  où  elle  peut  en  contenir  n'  se  ramène  à  ce  cas  parti- 
culier en  concevant  les  voyageurs  partagés,  d'une  manière  quel- 
conque, en  un  nombre  v  le  plus  petit  possible  de  groupes  pouvant 

tenir  chacun  dans  la  voiture  1  ^^  =  ( ? )  >  et  en  rempla- 
çant n  par  v,  dans  tout  ce  qui  précède.  En  effet,  si  l'on  rapporte  les 
choses  au  système  de  comparaison  S,  il  est  évident  qu'aucun  élé- 
ment de  chemin  sur  la  ligne  A'B'  ne  peut,  quoi  que  Ton  fasse,  être 
traversé  moins  de  v  fois  par  la  voiture  dans  le  sens  direct,  ni  moins 
dev~i  fois  dans  le  sens  rétrograde;  de  sorte  que  la  somme  des 
déplacements  apparents  de  la  voiture  dans  le  sens  direct  est  au 
moins  égale  à  v.A'B',  et,  dans  le  sens  rétrograde,  au  moins  égale  à 
(v  —  i)A'B',  comme  dans  le  cas  où  l'on  suppose  v  voyageurs  avec 
une  voiture  qui  n'en  peut  contenir  qu'un. 

Bemarque.  —  La  même  méthode  s'appliquerait  également  au 
cas  où  l'on  supposerait  à  la  voiture  des  vitesses  différentes,  selon 
qu'elle  va  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

C.  Flïe  Sainte-Marie. 

1340.  (1898,  195)  (E.-N.  Barisien).  —  Triangles  inscrits  ayant 
une  droite  de  Simson  donée.  —  Le  problème  a  une  infinité  de  solu- 
tions à  deux,  arbitraires.  En  effet,  soit  BC  une  corde  quelconque  du 
cercle  (C)  coupant  A  en  P;  la  perpendiculaire  élevée  sur  BG  en  P 
rencontre  le  cercle  en  M;  les  circonférences  qui  ont  pour  diamètres 
respectifs  BM  et  CM  passent  par  P  et  coupent  de  nouveau  A  en  Q 
et  R. 

On  voit  facilement  que  QB  et  RC  se  coupent  en  A  sur  le  cercle  (C 
et  le  triangle  ABC  répond  à  la  question.  11  faut  avant  tout  que  A  coupe 
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(G);  supposons  que  P  se  déplace  sur  A;  le  problème  a  toujours deai 
solutions  distinctes  lorsque  P  est  intérieur  à  (C);  mais  si  P  est  hor« 
de  (G),  en  menant  les  deux  tangentes  PT,  PT'  et  leurs  perpendira- 
laires  PS,  PS'  du  côté  du  cercle,  la  construction  ne  réussit  que  quand 

la  droite  PBG  est  extérieure  à  Tangle  SPS  ou  à  son  opposé. 

P.  Barbar[>. 

Soit  F  un  point  quelconque  du  cercle  (G).  En  s*appuyant  sur  d« 
propriétés  classiques,  considérons  la  parabole  P  de  foyer  F  ei  ayast 
pour  tangente  au  sommet  A.  Le  triangle  FIJ,  lel  J  étant  les  points  cy- 
cliques, est  inscrit  dans  le  cercle  et  circonscrit  à  la  parabole  P.  Dob£ 
il  y  a  une  infinité  de  triangles  a6c  inscrits  dans  G  et  circonscrits  à  P. 
Par  rapport  à  chacun  de  ces  triangles  (dont  la  construction  eslimnif- 
diate;,  le  point  F  a  pour  droite  de  Simson  la  droite  A,  etcesoii 
évidemment  les  seuls. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  triangles  répondant  à  la  question. 

G.  Lapointb. 

Nous  avons  reçu,  à  cète  question,  un  grand  nombre  de  réponses  reolraii 
dans  les  deus  tipcs  ci-dessus.  E.  L£M01!I£. 

13G3.  (1898,  224)  (Cibum),  —  Trois  cercles  A,  B,  G  étant  donnés 
dans  un  plan,  trouver  les  régions  du  plan  à  l'intérieur  des- 
quelles aucun  point  ne  peut  appartenir  à  une  circonférenct 
coupant  les  trois  cercles  donnés. 

J.  Il  est  clair  que  les  régions  cherchées  ne  peuvent  exister  que  si 
les  trois  cercles  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre.  Gonservant  une  nalt- 
tion  dont  j'ai  déjà  fait  usage  en  traitant  une  question  analogue  dans 
ma  réponse  au  n®  1233,  p.  257,  je  désignerai  par  [ab]  un  cercl* 
tangent  à  A,  B,  G  enveloppant  A,  B  et  touchant  extérieurement  C;  de 
même,  je  désignerai  par  [a]  un  cercle  tangent  enveloppant  A  et  tou- 
chant extérieurement  B  et  G.  J'ai  démontré  {voir  ma  réponse  /.  f) 
que,  si  une  région  est  extérieure  à  trois  cercles  [^c],  [ac],  [o^ 
(région  Si),  elle  satisfait  à  la  question  actuelle;  on  démontre,  d'une 
manière  semblable,  qu'il  en  est  de  même  de  toute  région  qui  serai 
intérieure  à  trois  cercles  [a],  [6],  [c]  (région  S*),  ou  bien  ioi^- 
ricure  à  deux  cercles  [a],  [b]  et  extérieure  à  un  cercle  [116]  ir<^ 
gion  S3),  ou  enfin,  intérieure  à  un  cercle  [a]  et  extérieure  à  dca^ 
cercles  [ac],  [ab]  (région  S^). 

2.  Dans  ce  qui  suit,  la  lettre  F  désignera,  d*une  manière  générale, 
un   cercle  coupant  ou   touchant  les   trois  cercles   A,   B,  C.  Èlanl 
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donnés  deux  cercles  F}  et  F],  on  peut  toujours  passer  de  Fun  à 
Paulre  par  une  suite  de  cercles  F;  mais  deux  cas  sont  à  distinguer, 
selon  que  la  transition  se  fait  par  une  suite  continue  de  cercles  F 
de  rayon  toujours  fini,  ou  bien  que  le  cercle  de  transition  F  se  con- 
fond dans  un  de  ses  états  intermédiaires  (mais  dans  un  seul)  avec 
une  ligne  droite,  de  sorte  que  tous  les  points  qui  étaient  intérieurs 
deviennent  brusquement  extérieurs  à  F  et  vice  versa.  Dans  le 
premier  cas,  j'écrirai  Fi=Fj  et  dans  le  deuxième  cas  Fi^ — Fj; 
dans  le  premier  cas,  tout  point  intérieur  à  Fi  et  extérieur  à  F],  ou 
inversement,  est  situé  sur  un  des  cercles  F  de  transition;  dans  le 
deuxième  cas,  il  en  est  de  même  de  tout  point  qui  est  extérieur  à 
la  fois  à  Fi  et  à  Fj,  ou  intérieur  à  Fun  et  à  l'autre. 

3.  Entre  deux  cercles  tangents  [a]  et  [a]',  il  y  a  toujours  la  re- 
lation [a]= — [a]';  entre  deux  cercles  [6c]  et  [6c]',  la  relation 
f6c]s— [6c]'  et,  entre  deux  cercles  [a]  et  [6c],  la  relation 
[a]==[6c].  C'est  ce  que  l'on  constate  facilement  en  prenant  pour 
cercle  de  transition  un  cercle  F  passant  constamment  par  les  deux 
intersections  des  cercles  tangents  considérés. 

i.  Cela  posé,  examinons  les  différents  cas  possibles.  Lorsqu'il  y  a 
trois  cercles  tangents  [6c],  [ac],  [^6],  aucune  droite  ne  peut  couper 
à  la  fois  A,  B  et  C;  il  y  a  alors  nécessairement  aussi  trois  cercles 
l^]i  [^]»  [c]>  ce  qui  réduit  à  sept  le  nombre  des  cas  distincts 
d'après  la  nature  des  cercles  tangents.  Dans  chacun  de  ces  cas,  les 
cercles  tangents  à  considérer  peuvent,  selon  leur  relation  avec  un 
cercle  F©  pris  pour  terme  de  comparaison,  se  partager  en  deux 
groupes,  ainsi  qu'il  suit  : 


Premier  groupe. 

Second  groupe. 

*•  •  •  • 

[6c]==[ac]  =  [a6]=-Fo 

[«]-[*]"[c]--r„ 

9«  <  «  « 

[a] Fo;    [ac]  —  [«6]  — F© 

[al'-To:    [ac]'-[a6]'-.— r. 

P  •  •  *  . 

[a]=~-Fo;    [ac]  =  [a6]E=Fo 

[«]'._  [6] -r,;      [a6]'--r« 

$(M. 

[a\ Fo;    [ac]  — [a6]  — Fo 

[«r-[*]-[c]--r„ 

7  •    •    .     • 

[a]^[6].^-Fo;      [a6J   -Fo 

[a]'=[6]'-r„;     [ab]' r„ 

'•    •    »    • 

[a]-- [6] Fo;       [«6]-Fo 

[a]'=[é]'^^[c]-ro 

I«    •    .     . 

[a].-.[6]  =  [c]==-Fo 

[a]'-[6]'-[c]'-ro. 

(')  Dans  ce  quatrième  cas,  les  tangentes  intérieures  communes  à  B  et 
i  G  se  coupent  à  l'intérieur  d'un  cercle  tangent  extérieurement  à  A,  B  et  C. 
En  choisissant  ce  cercle  pour  le  cercle  de  comparaison  F,  et  en  prenant 
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Gomme  solutions,  nous  avons,  dans  le  premier  cas,  les  deui  ré- 
gions Si  et  S]  du  n**  1,  qui,  dans  ce  cas,  existent  toujours;  dans  If 
deuxième  cas,  nous  pouvons  avoir  deux  régions  :  Sj,  Sj;  dans  le 
troisième  :  S^  et  Ss;  dans  le  quatrième  :  S^  et  S^;  dans  le  cinquième: 
Sj,  S'j  ;  dans  le  sixième  :  Ss,  S^;  mais,  dans  le  septième  cas, lesirois 
cercles  d*un  même  groupe  n'ont  pas  de  partie  commune  el  une  ré- 
gion Si,  qui  pourrait  être  déterminée  par  un  des  groupes,  §11 
existait  indépendamment  de  l'autre,  cesse  ici  d'être  possible. 

D'autre  part,  en  se  reportant  au  n°  2,   on  voit  qu'aucune  autre 
région  du   plan   que  celles  qui  viennent  d'hêtre  signalées  ne  peïi 
satisfaire  à  la  question.   Il  y  a  donc  au   plus  deux  solutions;  ces 
deux  solutions  existent  toujours  dans  le  premier  cas  et  foni  loi- 
jours  défaut  dans  le  dernier;   dans  les  autres  cas,  elles  peu^enl 
exister  toutes  deux,  ou  manquer  toutes  deux;  mais,  si  l'une  eiiïte. 
il  en  est  de  même  de  l'autre.  On  sait,  en  effet,  d'après  Gergonne, 
que  le  centre  radical  0  des  trois  cercles  A,  B,  G  est  un  centre  de 
similitude  (directe    ou    inverse)    des  deux  cercles  tangents  dw 
couple  quelconque,  par  exemple  des  cercles  [a]  et  [a']  (similiiodc 
directe),  ou  des  cercles  [a]  et  [^c]  (similitude  inverse);  de  plus, à 
l'on  prend  le  point  0  pour  origine  d'une  transformation  par  ravoB: 
vecteurs  réciproques,   et,  pour  puissance  de  la  transformation.  U 
puissance  de  O  par  rapport  aux  cercles  donnés  A,  B,  G,  ces  deui 
cercles  tangents  dont  les  points  de  contact  avec  A,  par  exempt. 
sont  situés  sur  un  même  rayon  vecteur,  sont  deux  figures  in\er5e5 
l'une  de  l'autre.  On  en  conclut  facilement  que,  si  une  région  R  satis- 
fait à  la  question,  la  région  inverse  R'y  satisfait  également.  Si  R?* 
réduit  à  un  point  P,  R'  se  réduit  ad  point  P'  inverse  de  Pellesdcm 
régions   s'évanouissent  en   même   temps.   Dans   le   cas   où  les  triii> 
cercles  A,  B,  G   sont  ex-inscrits  à   un   triangle,    une   région  R  s* 
réduit  au  point  0  lui-même  et  l'autre  région  disparaît  à  l'infini. 

G.  Flye  Sainte-Marie. 


pour  cercles  de  transition  une  suite  de  cercles  V  tangents  extéricureB«*l 
à  A  et  B,  ou  à  A  et  G,  on  vérifie  que  les  relations  [b]  ^  [c]  ==  F,  ont  li«« 
ce  qui  entraîne  aussi  les  relations  [ac]  =  [ab]  ^  V^. 


>•••• 
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213. 


192. 


R. 
R. 
R. 

262. 

263. 
240. 

264. 


R. 

216 

R. 

R. 

R. 

R. 


R. 

R. 
R. 
R. 


R. 
R. 


^aostions  posées. 
Tome  V. 


1326.  R 

1327.  L" 

1328.  V 

1329.  K 

1330.  K 

1331.  J 

1332.  K 

1333.  Q 

1334.  K 

1335.  V 

1336.  V 

1337.  D 

1338.  G 

1339.  I 

1340.  K 
13U.  G 

1342.  G 

1343.  D 

1344.  B 

1345.  V 

1346.  V 

1347.  J 

1348.  M> 

1349.  H 

1350.  I 

1351.  A 

1352.  V 

1353.  R 

1354.  H 

1355.  V 

1356.  S 

1357.  V 

1358.  M' 

1359.  V 

1360.  I 

1361.  M' 

1362.  J 

1363.  K 

1364.  K 

1365.  K 

1366.  B 

1367.  N» 

1368.  V 

1369.  K 

1370.  K 


Pages. 
174 
174 

•74 

174 

174 
'93 
'94 
'94 

194 
194 

'94 
'94 
'94 

195 

195 
195 
195 
195 
196 

'97 

»97 

'97 

'97 
198 

198 

218 

219 

219 

220 

220 

220 

220 

221 

221 

221 

222 

222 

223 
223 
224 
224 
224 
224 

3',i 

2^1 


Réponses. 
Tome   V. 

Pages. 


R. 

R. 

R. 

R. 

R. 


R. 

264. 
R. 


R. 

285. 
R. 


2^0. 


R. 
R. 

R. 


R. 


286. 

R. 
R. 
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Questions  posées. 
Tome  V. 


1371.  I 

1372.  I 

1373.  H 

1374.  I 

1375.  I 
137G.  0 

1377.  H 

1378.  V 

1379.  V 

1380.  I 

1381.  M> 

1382.  V 

1383.  L' 

1384.  L' 

1385.  L' 

1386.  A 

1387.  I 

1388.  V 

1389.  Q 

1390.  Q 

1391.  H 

1392.  L^ 

1393.  V 

1394.  V 

1395.  V 


Pages. 
241 
242 
242 
243 

243 

243 
243 
243 

240 

244 
î44 

»44 

245 
246 
246 
246 
2)6 

246 
246 
246 
247 
247 
247 


Réponses. 
Tome  V. 

Pages. 
R. 
H. 


R. 
R. 
R. 
R. 
R. 
R. 
R. 
R. 


R. 


R. 


QaesUons  | 

posécii. 

BépoDses 

Tome  V. 

TomeV. 

Pages. 

Pages. 

1396.  M> 

248 

1397.  I 

248 

1398.  N 

248 

R. 

1399.  I 

248 

R. 

1400.  I 

248 

1401.  I 

366 

1402.  V 

267 

1403.  M' 

267 

1404.  M» 

368 

1405.  H' 

368 

1406.  A 

368 

1407.  V 

268 

1408.  I 

368 

R. 

1409.  M' 

368 

1410.  y 

269 

1411.  A 

270 

1412.  K 

270 

1413.  N« 

270 

1414.  V 

270 

1415.  A 

271 

1416.  M' 

371 

1417.  J 

371 

1418.  V 

371 

1419.  X 

272 

1420.  I 

373 

Note.  —  Dans  ce  Tableau  nous  n'avons  indiqué»  lorsqu'il  y  a  plasiem 
réponses  à  une  môme  qucslion  qui  se  suivent  immédiatement,  qoe  U  pa^e 
où  se  trouve  la  première  de  ces  réponses  consécutives. 


'•••* 
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TABLE  DES  QUESTIONS 

CLASSKBS  SUIVANT  LB8  DIVISIONS  DB  L'INDBX  DU   RÂPBRTOIRK   DIBLIOaRAPKIQUK 

DBS  SCIENCES  UATIléMATIQUBS. 


Ce  Tableau  fail  connaUre  le  sujet  général  des  difTérentes  questions  pro- 
posées et  le  genre  de  recherches  sur  lesquelles  s'est  plus  particuliéremenl 
portée  rattentioa  des  Correspondants.  On  remarquera,  dans  le  Tome  V,  la 
place  importante  donnée,  comme  précédemment,  à  quelques  subdivisions  : 
l'Analyse  combiaatoire,  la  Géométrie  de  situation,  l'Histoire  des  Sciences 
mathématiques;  avec  de  nombreux  énoncés  relatifs  à  la  Théorie  des  équa- 
tions algébriques  et  des  équations  difTérentielles,  au  Calcul  des  probabi- 
lités, à  la  Théorie  des  nombres,  à  l'Analyse  indéterminée,  à  la  Géométrie 
inCnitésimale  et  à  la  Bibliographie  des  Travaux  mathématiques. 

Les  nombres  de  cette  Table  sont  les  numéros  des  questions  auxquelles 
se  rapporte  la  division  de  l'Index  du  Répertoire  susmentionné. 


Ai 

1196,  i4ii. 

13 

1224. 

A2 

1384. 

17 

1387. 

A3 

i35i,  i386,  i4o6. 

19 

1208,  12 16,  1244»  1361, 

1263, 

Bi 

i3i7. 

1266,  i33ç).  1399. 

B3 

I2l5. 

liO 

1292. 

BU 

i366. 

lii 

1260,  1283. 

Bi2 

'344. 

Ii2 

I25l. 

Ci 

i3aa,  i3a3. 

Ii3 

1375. 

C2 

1320,  i338,  i34i,  1342. 

Ii7 

1227. 

Di 

1236,  1258,  1263. 

Ii9 

I2o5,  I2l4i  1219,  I234> 

1252, 

1)2 

i2i3,  1345,  i3i3,  i3i6,  i32o, 
1343. 

1253,  1255,  12G4,  i3Go, 
1372,  i4oi,  1420. 

1371, 

D6 

i3i5,  1337. 

I2i 

1397. 

H2 

1229,  «373. 

123 

1271,  i3o5,  i3o6,  i35o. 

i4oo. 

H4 

1289. 

125 

1226. 

H9 

1354. 

Ji 

i3o4,  i33i,  i347,  '4'/. 

Hii 

1268,  1269,  i3^9,  1391. 

J2 

i362. 

fi  i2 

1270,  1377. 

Ki 

1272,  1334. 

li 

'374. 

K2 

1238,  1256,  i3io,  i3)o. 

12 

1206,  1240,  i38o,  i4nJ^. 

K5 

1221. 
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K6 

1192,  i3i8,  i3i9, 

1824. 

M'6 

1259. 

K7 

[265. 

M« 

1939,  1281. 

K8 

1248.  i332. 

N'I 

i4i3. 

K9 

1232,    1280. 

NM 

1867. 

KIO     ] 

[202,    l4l2. 

N«2 

1898. 

Kll     ] 

[233,  i365. 

02      ] 

1277,  1282,  1876. 

K13     1 

191,  1869,  1870. 

05       : 

[209,  1212,  1276. 

K16     1 

[3o9,  i33o. 

P 

1235. 

K20     ] 

1829. 

Pi 

1285. 

K22 

i363,  1864. 

Q3 

i333. 

L<6     ] 

1827,  i368. 

Q4       1 

[2i8,  1228,  1247,  1389,1390. 

L<6     ] 

[380. 

RI 

1287. 

VI       : 

[828. 

R5      ] 

i358. 

L<9      ] 

1298. 

R9 

1286,  1296,  1826. 

L'14    ] 

275. 

S2      1 

[3i2,  i356. 

L'15    ] 

217. 

V         ] 

1200,   iao8,   i2o4,  1207,  lîu. 

L'17    1 

892. 

i2a3,  1278,  1279, 1299,  lîoO' 

L*18    I 

287. 

i3oi,  i336,  1345,  i557,i35&. 

L'5     ] 

197^  "9^1  '199- 

1878,  1379,  i382,  i3S8,i393. 

L'6     1 

249,   I250. 

1894,  1895,  1402,  1^07,  i^ii. 

LM4   I 

383,  1884,  i385. 

i4i5,  i4i8. 

L'20   I 

254,  1294. 

VI         1241,   12^2,    1297. 

L'21 

1808. 

V4      ) 

[321. 

M>1     1 

1248,  i3o2,  i8o3, 

i348. 

V7      1 

[210,     121 1,     1225,    1246,   l*jp. 

M'2     ^ 

i38i. 

i352. 

M<3 

1861,  i4^4>  i4o^* 

V8        : 

1274,  1290,  1291,  1298. 

M>5 

1257. 

V9 

1193,   1281,   1273,   1288,  iJo^. 

M<6     : 

[295. 

i335,  i355,  i4io. 

M>7     ] 

[4i6. 

X2      ] 

[3ii. 

M'8 

"94»   ÏÏ95»   Ï20I, 

1220, 

i358, 

X4 

1419. 

1896,  i4o8. 

X8 

1814. 

MU 

1267,  1409. 
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TABLE  PAR  NOMS  D'AUTEURS 


Les  noms  inscrits  soat  exclusivement  ceux  des  auteurs  de  questions  ou 
de  réponses. 

Vitalique  désigne  les  pseudonymes. 

Les  chiiïres  ordinaires  indiquent  les  numéros  des  pages.  Les  numéros 
sans  astérisque  se  rapportent  aux  questions  posées;  avec  astérisque,  ils 
désignent  le  rappel  des  questions  au  moment  de  la  publication  des  ré- 
ponses; en  caractères  gras,  ils  indiquent  les  réponses  annoncées  dans  le 
texte  ou  publiées. 


Achète,  187. 

Alauda,  5,  3i,  72*,  72,  76,  79,  267*. 

Alpha,  220. 

Altschuler,  242. 

Amodeo  (F.),  3o. 

Aodreini  (A.),  130. 

Aubry(V.),  244,  245. 

Audibert,  108. 

ATillez(J.  d'),  138,  211. 

Bally  (E.),  166,  188. 

Barbarin  (P.),  48,  98,  104, 138, 142, 

168, 185,  286. 
Barbette  (E.),  79,  85,  166,  168,  196, 

3i4*,  252. 
Barisicn  (E.-N.),  29,  39*,  174,  i83*, 

183,  192,  218,  224,  244,  263,  «65, 

3fi8,  285*. 
Baner(M.),  214. 
BM,  194,  248. 
Belga,  247,  264. 
Bcman  (W.-W.),    ii4,    i5i*,   192*, 

231. 
Bénédict,  212. 

Berdcllc  (C),  72,  170,  171,  242. 
Berlha  Ciarus,  55*,  176*. 
Btsouclein,  187,  189,  244,  270. 
Beliazzi  (R.),  116. 


Bettebar,  96*. 

Biocbe  (C),  33*,  46,  126, 161,  264*. 

Boije  af  Gennas,  120. 

Boklen  (O.),  224,  280. 

Borel  (É.),  5i,  i85*. 

Boulanger  (A.),  loi'*. 

Bourget  (H.),  4,  21,  69,  129*,  i43*, 
319,  234. 

Boutin  (A.),  8*,  66,  68*,  70,  71,  75, 
87*,  159, 166, 175*,  189, 190*,  2o5*, 
■j3o*,  253*. 

Boyer  (J.),  102*,  i54*,  254*. 

Braid  {H.),  68,  71*,  99,  102,  106, 
137,  172,  180,  184,  186,  232,  250, 
254,  264,  267,  272,  273,  274,  276*, 
278. 

Brand  (E.),  166. 

Bricard  (R.)»  ^'^• 

Brocard  (H.),  3,  13,  14.  28,  35,  38, 
40, 47, 57,  60,  80,  96,  99,  102, 104, 
105,  115,  126,  128,  132,  135,  i36*, 
i38*,  142,  151, 157, 159,  162,  164, 
166, 181, 183,  201*,  202,  202*.  209, 
216,  240,  248,  250,  253*,  2G3*,  264, 
271,  272,  278*. 

Buhl  (A.),  4.  9,  65,  69,70,108,  \\i\ 
180,  201*,  202,  264,  280*. 
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Campa  (S.  de  la),  322,  267. 

Caodido  (G.),  154. 

Canlor  (M.),  72. 

Caronnel  (T.),  98. 

Carré  (V.),  87*,  23o*. 

Cayley  (A.),  25. 

Cesàro  (K.),  19,  a6,  86%  88,  230. 

Chômé  (F.),  6,  17. 

Cibum,  224,  286*. 

Clavero  (M.),  263. 

Collignon  (E.)>  133. 

Colot  (E.),  197,  263. 

Coulime  (R.),  60*,  162*. 

Crès  {R.  de)y  3o,  80,  238*,  258*. 

Darhoux  (G.)»  '^3,  261*,  282*. 

Dcgeorges,  122. 

Dclannoy  (H.))  40,  147,  222,  252,  260. 

Delastelle  (F.),  57*,  58,  78,  04,112, 

113,  i48,  i49»  an*,  214*. 
Dellac  (H.),  19,  i32*,  177*,  200*, 
Dickstcin  (S.),  i45,  264. 
Dillettante,  66*,  i83*. 
Domon,  195. 
Dujardin,  43,  44. 
Dumont  (F.),  a46* 
Dupont  (A.),  24. 
Duporcq  (E.),  32,  160,  166,167,199, 

220,  246,  247,  250. 
Duran-Loriga  (J.-J.),  a,  3i,  32, 39, 48, 

88*,  i34*,  i35*,  i68*,216,  232*,257*. 
Ego,  173. 
Ëlling-Holst,  253. 
Emine  (  M.),  63,  171. 
Enestrom  (G.),  40,  85*,  94*,  180*, 

200,  240. 
Ericsson  {A,-P.)f  144,  i5o,  166,  223, 

230,  231,  249,  250,  251,  252,  253, 

254,271,276. 
Escott  (E.-n.),  9*,  11,  3i,  43*,  48, 

66*,  78,  92*,  119,  120*,  130,  i52*, 

166,  1G6*,  2',8,  254,  254*,  256, 257, 

257*,  272,  276,  277. 
Espanet,  241. 
Fabry  (E.),  192. 
Farjon  (F.),  17. 
Fauquembergue  (E.),  4,  16,  18,  33, 

39,  58,  63, 66,  71.  87, 107, 113, 118, 

120, 128, 143. 144. 159, 166. 


Ferber,  220. 
Fittiag,  3o. 
Flcury  (H.),  160. 
Flye-Sainte-Maric  (C),  i95,S58,i:i. 

285,288. 
Fontené  (G.),  19^. 
Franel  (  J.),  22,  54,  58*,  77,  97»  »<^^ 

'7*1  '77*»  3o3*. 
Francken  (E.),  i23. 
Friocourt  (G.),  132,  277*. 
Gallus,  86. 
Genty  (E.),  261. 
Gérard  (L.),  19. 
Gerlach  (L.),  201. 
Gillet  (J.),  254*. 
Gino-Loria,  47,  76,  96,  101*,  iî***. 

i3o*,  144,  163,165,168,187,19?. 

200*,   240*,   270. 

Gob  (A.),  32,  234*. 

Godefroy  (M.),  157.  164, 168, iî^î*. 

GoSf  248. 

Goulard  (A.),  7,  19',  32,39*,40.U 
44,  n2*.  ii4*,  128, 133,  lU,  ISL 
152,  153, 166,  i68',  177.  i^r**' 


252*. 


Goursat  (E.),  235*,  25i*,  251. 
Gram  (J.-P.),  101. 
Grante  (C),  9*. 
Gravé  (D.),  175*. 
Griffilhs  (J.),  63*. 
Grimmeissen  (C.)»  143,144. 
Grip,  3,  29,  45*,  54,  ii6*,  i39*,i$«»'j 

184*,  190*,  194,  278*. 
Gui,  2)8. 

Gustave  (P.),  185,  221,  280. 
Hadamard  (J.),  18*. 
Hadé,  124,  125. 
Hagge,  3,  48*,  i4i*. 
HatoQ  de  la  Goupîllière,  235. 
Heffter,  176. 

Hendlé(P.),  141,  190, 192. 
Hénet  (E.),  63*. 
Hermann,  39. 
Hirsch  (J.),  i46. 
Hoiïbauer,  43,  109*,  173,  276*,  IH- 
Humbcrt  (G.),  74. 
Ilurwitz,  7^. 
Jahnkc  (E.),  136,168,  224. 
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Jcnseo  (J.-L.-W.-V.),  7*. 

Jonquières  (E.  de),  257. 

Joël(C.),  163, 168,  3a3. 

Kandidatt,  106*. 

Karl,  128*. 

Kœnigs  (G.),  ii*« 

Korkine  (A.),  227*. 

Korselt(A.),  248. 

Kortewcg  (D.),  169. 

Kwiik,  48*. 

Laisant  (C.-A.),  20,  41,  46,  58%  64, 

67,  81,  116,  120,  136,   149.  i93, 

219. 

Lapointc  (G.),  288. 

Laskcr  (E.),  3o,  66*,  i44%  i83*. 

Laugel(L.),  40. 

Laurent  (  H.),  78,  157,  247. 

Léauté(H.),  27,  a65. 

Lcbel  (J.),  177,  243. 

Umeray  (E.-M.),  48,  64*,  65,  69*, 

80,   107*,   i5i*,    i83*,  183,    23i*, 

273*. 
Lemoine  (E.),  17,  47,  122, 164, 175, 

242,  251,  25i*,  252,  253,  288. 
Levavassear,  35*. 
Lévy  (  M.),  5o. 
Liebmann,  191. 
LindeIôr(L.),  169. 
Uou?ilIe(R.),  145,  aSo*. 
LoDgchamps  (G.  de),  t^'\*y  98. 
Longraire  (de),  273*. 
Loup,  188. 
Locas  (E.),  241. 

Mackay  (J.-S.),  109,  i54*,  23i*. 
Maillard,  i3i*. 
Maillet  (E.),    83*,    147,    176*,   198, 

202*. 

Majol  (E.-A.),  108*. 
Malo(E.),  172,  181,  182. 
Manoheim  (A.),  126,  163,  168,  190, 

218,  240. 
Mansion  (P.),  2q5*. 
Ifarrin,  80,  ai4»,  2i5*. 
Martin  (A.),  33*,  97. 
Maupin(G.),  3,  46,  i38*,  190. 
Michel  (F.),  126,141,  2',o*,260. 
MUl,  48. 
.Vi7èje,4r)*,  113,  i,;-,  ,33,  i5o,  i5i*. 


Mire,  4>  «55*. 

Montcheuil  (M.  de),  262. 

Monteiro  (S.),  190. 

Moolesano  (  D.),  63. 

Montessus  (M.-R.  de),  6,  4o*?  69*, 

i56',  221,  234*,  264*,  280*. 
Moreau  (G.),  66,112,  i33*,  165. 
Morctte,  251. 
Nauticus,  111,  216. 
Aeisirab,  76,  208*. 
Neuberg  (J.),  2. 
Noël,  53,  186*,  258*,  258,  270. 
Novus,  6,  80,  95,  105,  131, 139,  143, 

149,  i57*,  ai6*. 
Ocagae  (M.  d'),  110,  121,  124, 130, 

189,  199*,  25o*. 
Oltramare  (G.),  262*. 
Ovidio  (E.  d'),  135. 
PalmstrOm  (A.),  83,  95,  205,  208. 
Parmentier  (T.),  26. 
Peano  (G.),  23,  72,  126,  144. 
Pépin  (T.),  252,  257. 
Perott  (J.),  127*. 
Perrin  (R.),  26,  166. 
Petersen  (J.),  37,  74,  106,  191,  213, 

214,  227. 
Petit-Bois  (G.),  274,  275. 
Picard  (E.),  5i,  266. 
Pietrocola  (G.),  106*,  120. 
Pincherle  (S.),  187. 
Plusse,  3i. 
Prévost  (G  ),  s3o. 
Kaaij  (J.  van),  155,  166, 192. 
Raffy  (L.),  193. 
Ramsey  (A.-S.),  32,  72*,  168*. 
RÉDACTION  (La), 81*,  175*,  200,203, 

214. 
Hegor,  123. 
Retali  (V.),  45,  47,  69,  89, 117,  125, 

135,  140,  156. 
Riboud,  125,  262*. 
Ricalde  (G.),  27,35,  53,  117*,  166, 

174,    187*,    188*,  2o3*,   242,    245, 

246,  268. 
Ripert  (L.),  2,  4o*,   40,   117,  i35*, 

138,  139,  i'i9,  i5o,  177,  186,  201*, 

210,  216,  269. 
Roche  (  \,),  132. 
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Rocquigny  (G.  de),  5,  7*,  r6*,  18*, 
29,  53,  69*,  71*,  7a*,  94*,  96*,  110*, 
143*,  i44*,  i53*,  i63*,  164*,  i65*, 
166*,  182%  182,  i84*,  185,  189*. 

Rosace,  17*,  17,  23,  28,  76,  77,  100, 
loi*,  106*,  ii5*,  i59*,  174,  181*, 
i83*,  183,  194,  243,  244,  246,  25o", 
254*,  257*,  268,  277*,  280%  281*. 

Bofciv,  17. 

Russo  (G.),  i23f  2i5^. 

Sallykoff  (N.),  114. 

Schmidt  (E.)»  195. 

ScIiobloch(A.)>166. 

Schou  (E.),  8. 

Schoute  (P.-H.),  169. 

Schwarz  (  H. -A.),  5o. 

Servant  (M.),  17*. 

Setnof,  249*,  252*. 

Solidus,  87, 143. 

S  lad,  197. 

Stephanos  (C),  4<*»  m^i  i23. 

Sioll,9,  136,166,234. 

SlOrmer  (C),  38*,  94*,  107*,  i3o*, 
177*,  177,  276*. 

Synge-Coopcr  (R.-E.),  2. 


Tafel mâcher  (A.),  92. 
Tannery  (P.),  5,  i3*,  37*,  63*,«'. 

89*,  105,  128*,  129,  134,15ia. 

166,  197,203,216,220,240,»,» 
Tarry  (G.),  267. 
Tarry  (H.),  ii4*,  184*. 
Teilhet(P.-F.),  95*. 
Teixeîra  (G.),  163. 
Tescli(J.-W.),45,  138. 
Thorin  (A.),  81*. 
Trebig,  35*. 
Ursus,  198,  243. 
Vacca  (  G.),  143,  153, 154,  IM.  » 

280. 
Vassilief  (A.),  67,  97,  98, 249*. 
Verkaart  (H.-G.-.A.),  i5j*. 
Vicaire  (  E.),  73. 
Vosstokqff,  4- 
Vries  (  J.  de),  4o*,  48,  97. 
Wallenberg  (G.),  194,  »95- 
Weill  (M.),  169. 
Welsch,  46, 106. 
Wôiffing   (E.),  127,  131,  163.  * 

280. 
YoussouGan,  127*,  aSo*. 


Nous  adressons  nos  remerciments  à  M.  H.  Brocard,  qui  a  bien  voulu  « 
charger  de  la  rédaction  des  Tables  des  matières,  suivant  le  type  inaogwt 
au  Tome  I,  type  qui  parait  donner  toutes  les  facilités  désirables  poorlâ 
recherches. 

La  Rédaction. 
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ERRATA 


TOME   II  (1895). 

Page   16,  ligne  3,  en  remontant,  au  lieu  de  §  16,  lisez  §  6. 
»      18,  lignes  5  et  6,  au  lieu  de  deux,  lisez  quatre. 

>  373,  ligne  4f  en  remontant,  au  lieu  de  A,  lisez  h'. 
■     373,  ligne  5,  en  remontant,  au  lieu  de  H,  lisez  h. 

*  ^74?  ligne  a,  en  remontant,  au  lieu  de  y^a^  +  ^^+â;',  lisez 

^a*  -h  >^'  —  ar'. 
'    i^j  ligne  9,  au  lieu  de  la  grandeur,  /ûez  le  rapport  t- 

»     44^,  ligne  la,  première  colonne,  ajoutez  264*,  entre  231  et  275. 

>  4^7»  avant-derniére  ligne,  première  colonne,  au  lieu  de  Slormer  (G.), 

lisez  Stôrmer  (C). 

*  449>  ejffacez  la  ligne  5  :  16,  ligne  3  en  remontant,  etc. 

»     4^0»  ajoutez  après  la  ligne  2  :  p.  16,  ligne  3  en  remontant,  au  lieu 
de  §  16,  lisez  §  6. 

TOME  m  (i8g6). 

*  ii5,  ligne  8,  en  remontant,  au  lieu  de  «,  lisez  v. 
»     116,  ligne  3,  au  lieu  de  au  +  bu^  lisez  au  +  bç, 

»     117,  ligne  17,  ajoutez  le  facteur  cos'q  au  dernier  terme  de  l'équa- 
tion (4)' 

*  '4^1  ligne  I,  au  lieu  de  O    lisez  O,. 

TOME  IV  (1897). 

>  4^t  ligne  a,  au  lieu  t/e  N',  lisez  N. 

»      46y  ligne  10,  en  remontant,  au  lieu  de  2267,  lisez  2377. 

>  4^9  ligne  10,  en  remontant,  au  lieu  de  72,  lire  72  . 
»     178,  ligne  7,  en  remontant,  au  lieu  de  —  »  Usez  —=' 

»     180,  dernière  ligne,  au  lieu  de  q^  lisez  9. 

B  B 

»     181,  ligne  12,  au  lieu  de  -y  lisez  -• 

^9 
»     181,  ligne  9,  au  lieu  de  2r„(o,  u),  /ûes  2ro,(v,  u). 

»     247,  dernière  ligne,  au  lieu  de  A',  lisez  A',. 

»     248,  lignes  6  et  3,  en  remontant,  au  lieu  de  uh'C,  lisez  BB'C'. 
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Page  263,  ligne  3,  cii  remonlant^  au  lieu  de  a,  lisez  u. 

»     265,  ligne  3,  supprimez  t. 

»     266,  questions  1177,  supprimez  {bis). 

»     272,  ligne  1 1 ,  en  remontant,  au  lieu  de  E.-B.  Escott,  lisez  C.  Stûikl 

»     275,  ligne  7,  au  lieu  de  J.  5f.,  lisez  I.  M. 

»     280,  ligne  I,  au  lieu  de  duy  lisez  de. 

»     281,  ligne  5,  au  lieu  de  y^-=^  z^y  Usez  y  ^=  2/15.. 

»     281,  ligne  7,  en  remontant,  au  lieu  de  ordinaires,  /ïmj  arbimirs 

»     282,  ligne  i3,  au  lieu  de  n-\-  2^  lisez  n  —  2. 

»     285,  ligne  7,  au  lieu  de  U,  lisez  F. 

»     2gi,  aa  lieu  de  R  vis-à-vis  de  la  question  983,  lisez  ^. 

»     293,  I"  colonne,  après  la  question  1102,  supprimez  R  cl  remp/fl» 
cette  indication  par  239. 

»     293,  ligne  18,  en  remontant,  au  lieu  de  R,  lisez  240. 
298,  2<>  colonne,  ligne  3,aa  lieu  de  Fil ist,  lisez  JFt7û^ 
298,  entre  les  lignes  10  et  11,  insérez  Friocourt  (E.),  3^8'. 

»     298,  ligne  ir,  au  lieu  de  Friocourt  (E.),  lisez  Friocoart  (G.). 

»     298,  ligne  12,  supprimez  248*. 

Omissions  à  la  Talfle  des  questions  et  réponses  du  t.  IV  (1897)- 


» 
» 


Questions  posées. 
Tome  111. 

RrpoDMS. 
Tone  IV. 

Page  290  : 

784.  I 

Paire*. 

58 

Ptces. 
70. 

833.  I 

104 

20,  83,  2o3,  229 

859.  K 

l52 

23,  86,  229. 

Tome  IV. 

Tone  IV. 

Page  291  : 

983.  K 

28 

229. 

984.  R 

28 

166,  232. 

985.  M' 

28 

232. 

988.  V 

«9 

233. 

994.  I 

3o 

233. 

Page  292  : 

999.  M' 

3i 

233. 

1009.  I 

5o 

233. 

1010.  I 

5o 

234. 

1011.  I 

5o 

235. 

1014.  W 

5i 

235. 

1017.  D 

5ï 

236. 

1019.  D 

5a 

236. 

1020.  Q 

5i 

236. 

10-23.  V 

73 

237. 

1036.  I 

77 

283. 

1037.  I 

77 

283. 

Page  293  : 

1102.  D 

i5o 

239. 

1111.  K 

»/' 

3^0. 

1141.  L^ 

217 

288. 

1143.  M' 

219 

288. 

—  303  — 

TOME  V  (1898). 

Page     4)  l>S°c  I)  A^  ''^<^  ^  ^^^i  ^i^^^  ^'8. 
»       4i  ligoe  i3,  au  lieu  de  comman,  lisez  communs, 
«       5,  ligne  7,  au  lieu  de  1008,  //re  1208. 

»      16,  ligne  4y  CQ  remontant,  au  /leu  c/e  5oy  /liez  3o;  et  au  lieu  de  233, 
/Û6LS  a  35. 

»      20,  ligne  8,  en  remontant,  au  lieu  de  f J/i-h i,  /we« 


(»-:-ir 


»      21,  ligne  dernière,  dans  la  première  parenthèse,  il  faut  le  signe  — . 
B      21,  ligne  avant-dernière,  au  lieu  de  (i),  lisez  (2). 
>      21-22,  les  dernières  lignes  de  la  page  21  et  les  premières  lignes  de 
la  page  22  doivent  être  rétablies  de  la  façon  suivante  : 

On  a  identiquement  i  —  h= y—  >  d*où  résulte 


i-h 
(3)  (i-A)«=  _!__<- 


•"    ^  h    ' 


en  vertu  de  l'inégalité  (i). 
De  l'expression  de  u„  on  tire 

"«        L        ('WH-i)'J    \       m-hij 
et,  en  appliquant  l'inégalité  (2), 

"«         L        ('w-+-i)2j\        m-i-ij 
c'est-à-dire 

«'«.+1  >r, ; ,      '    1/, ,     '   Y 

>      23,  ligne  2,  dans  la  première  parenthèse,  il  faut  le  signe  — . 
»      22,  ligne  Q,  en  remontant,  au  lieu  de  li-+-  ~ ^„»  lisez 

»      27,  ligne  i3,  question  1215,  au  lieu  de  a?*—  5yx\  lisez  x^ —  hyxi^. 

■  34,  ligne  II,  en  remontant,  il  faut  lire 

ç,  =  8sin6  cos6(sin^6  —  cos^e  —  cos'8). 

»      4o,  ligne  5,  au  lieu  de  somnc,  lisez  somme. 

■  43,  ligne  18,  au  lieu  de  173,  lisez  174. 

»      48.  ligne  10,  au  lieu  de  Villiamson,  lisez  Williamson. 
"      34,  ligne  3,  au  lieu  de  c*  -+-  c-d^,  lisez  c^-i-  e-d-. 
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Page 


» 


» 

M 
I» 

» 

» 
» 
» 

» 
» 

» 
» 
» 
» 
» 

» 
» 
» 
» 
» 

» 
» 


5-],  ligne  i8,  au  lieu  de  r",  lisez  r^. 

76,  ligne  3,  au  lieu  de  z  =  2n,  lisez  s  =.  n. 

78,  ligne  i5,  énoncé  1263,  au  lieu  de  \   1  lisez    >    . 

83,  ligne  8,  au  lieu  de  Starbog,  lisez  Aarbog. 

95,  ligne  II,  aw  lieu  de  x^-\-y^=  5',  lisez  ar^-4-^=  s-. 

106,  ligne  a3,  au  lieu  de  il  les  accompagnait,  lisez  il   les  a  aceoa- 

pagnées. 

107,  ligne  ao,  au  lieu  de  146,  lisez  i45. 
116,  ligne  19,  supprimez  ('). 

118,  ligne  i3,  au  lieu  de  — %»  lisez  -^« 

2o3  ao3 

i44)  ligne  18,  en  remontant,  au  lieu  de  1896,  lisez  1898. 

i53,  ligne  4»  ^^  Heu  de  done,  /ûe^  dans. 

i53,  ligne  5,  au  lieu  de  donc,  lisez  done. 

i63,  ligne  i5,  au  lieu  de  Amodeo,  lisez  Ameseder. 

i63,  ligne  16,  a£^  lieu  de  Grunert,  lisez  Grunert. 

17Ï,  ligne  14,  au  lieu  de  (—1)^82^,  lisez  (—  i)^Sjx- 

184,  ligne  la,  au  lieu  de  aaô,  lisez  366. 

i84y  ligne  10,  en  remontant,  au  lieu  de  OAB,  liiez  CAB. 

18^,  ligne  9,  en  remontant,  au  lieu  de  et  B,  lisez  B  et  C. 

184,  ligne  9,  à  la  fin  de  la  ligne,  ajoutez  A  est  fixe. 

184,  ligne  8,  au  lieu  de  AB,  lisez  GB. 

187,  ligne  6,  en  remontant,  au  lieu  de  Gj^,  lisez  C\, 

195,  ligne  10,  au  lieu  de  a^^  lisez  x^, 

198,  ligne  dernière,  au  lieu  de  déepend,  lisez  dépend. 

201,  à  la  fin  de  la  ligne  i4>  supprimez  p.  2. 

2o4,  ligne  5,  au  lieu  de  y,  lisez  y^. 

aoo,  ligne  a,  en  remontant,  au  lieu  de  i5,  lisez  76. 

c  c 

ao5,  ligne  6,  en  remontant,  au  lieu  de  — r>  lisez  -r — -^ 

lab  Sab 

247,  ligne  6  du  texte,  en  remontant,  au  lieu  de  -^j  lises  —• 

257,  ligne  10,  au  lieu  de  l.  M,  lisez  J.  M. 


Note.  —  Pour  les  errata  à  la  brochure  de  M.  L.  Ripert,  La  Dualité  H 
V Homographie  dans  le  Triangle  et  dans  le  Tétraèdre,  qui  a  été  dis- 
tribuée en  Supplément  au  n<*  2  de  février  1898,  nos  lecteurs  voudront  bifi 
se  reporter  à  la  page  117  du  présent  Volume. 


FIN  DU  TOME  CINQUIEME. 
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LISTE  ALPHABÉTIQUE 

DES   ABRÉVIATIONS    CONVENTIONNELLES 

EMPLOYÉES  POUR  DÉSIGNER  LES  PRINCIPAUX  RECUEILS  ('). 


A.  A.  M,  —  Âbhandlungen  der  Koni<^l.  Bayerischen  Akaderoie 
der  Wissenschaften  zu  MQnchen  (Munich). 

A,  A.  N.  —  Aili  dell'Accademia  délie  Scienze  fisiche  e  materna- 
tiche  di  Napoli  (ISapIes). 

A.  D,  M.  —  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  (Torto- 
lîoi,  etc.)  (Rome). 

A,  E.  N.  —  Annales  scientifiques  de  TÉcole  Normale  supérieure 
(Paris). 

A,  F.  —  Association  française  pour  Tavancement  des  Sciences. 
Comptes  rendus  des  Congrès  (Paris). 

A.  G.  —  Annales  de  Mathématiques  (Gergonne)  (Nîmes). 

A.  Gr.  —  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  (Archives  de  Gru- 
nert)  (Leipzig). 

A.  J.  M.  —  American  Journal  of  Mathematics  (Baltimore). 

A,  M.  —  Acta  mathematica  (Stockholm). 

A,  M.  C.  —  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab  (Chris- 
tiania). 

A.  M.  F.  —  Archiv  Mathematiky  a  Fisiky  (de  M.  Ein.  Weyr) 
(Prague). 

A,  P,  C.  —  Commentarii  Academiaî  impcrialis  Scientiarum  Pe- 
tropolitana;  (Saint-Pclersbourg). 

A.  T.  —  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

A.  \V.   —  Archives  de   la  Société  mathématique  d'Amsterdam. 

B.  A.  —  Bulletin  des  Sciences  astronomiques  (Paris). 

B.  A,  B.  —  Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique  (Bruxelles). 


(*)  Les  abréviations  que  nous  adoptons  sont  celles  qui  ont  été  arrêtées 
par  la  Commission  du  Bépertoire  bibliographique  des  Sciences  mathé- 
matiques et  qui  paraissent  entrer  dans  l'usage  international  des  mathé* 
maliciens;  c'est  une  entente  qui  offre  des  avantages  sur  lesquels  il  est  inu- 
tile d'insister.  Nous  profitons  de  Toccasion  pour  recommander  à  nos 
lecteurs  le  Bépertoire  dont  s'occupe  ladite  Commission;  il  est  publié 
soos  forme  de  fiches,  réunies  par  séries  de  cent.  (Paris;  librairie  Gauthier- 
Villars.  Prix  delà  série  :  2''.)  Six  séries  sont  déjà  en  vente;  elles  donnent 
l'indication  de  moq  à  6000  Mémoires.  La  Rédaction. 
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B,  Bon,  —  BuUettino  di  Bibliografia  e  di  Sloria  délie  Sciewe 
matematiche  e  fisiche,  pubblicato  dal  P.  B.  Boncompagni  (Rome). 

B.  D.  —  Bulletin  des  Sciences  mathémaliques,  rédigé  pir 
M.  Darboux  (Paris). 

B,  Af,  —  Bibliotheca  mathematica  (de  M.  G.  Enestrôm)  (Stock- 
holm). 

B,  M.  E.  —  Bulletin  de  Mathématiques  élémentaires  de  M.  Me- 

wenglowski  (Paris). 

B,  Af.  S.  —  Bulletin  de  Mathématiques  spéciales  de  M.  Niewei- 
glowski  (Paris). 

C.  G.  Q.  —  Correspondance  mathématique  et  physique,  parGir- 
nier  et  Quetelet  (Bruxelles). 

C.  Af,  J.  —  Cambridge  Mathematical  Journal  (Cambridge). 

C.  R,  —  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Scieoca 
(Paris). 

Cr,  —  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik  (Jour- 
nal de  Crelle)  (Berlin). 

D.  V.  Af,  —  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathemaliker  Verei- 
nigung  (Berlin). 

E.  T,  R.  —  Educalional  Times  Reprint  (Londres). 

G,  B,  —  Giornale  di  Matematiche  (Batlaglini)  (Naples). 

/.  Af.  —  Intermédiaire  des  Mathématiciens  (Paris). 

J.  B.  —  Jahrbuch  uber  die  Fortschritte  der  Mathematik  (Berlin) 

/.  E.  —  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de  MM.  ie 
Longchamps  et  Bourget  (Paris). 

/.  E,  P.  —  Journal  de  l'École  Polytechnique  (Paris). 

/.  E,  V.  —  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de  Vuibert 
(Paris). 

•/•  ^W^-  —  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (Paris). 
J,  R,  S.   —  Journal  of  the  Royal  Institution   of  Great-Brilai" 
(Londres). 

/.  S.  —  Journal  de  Mathématiques  spéciales  de  M.  de  Longchamps 
(Paris). 

/.  iS,  Af,  —  Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrononiicas  de 
M.  Gomes  Teixeira  (Coïmbre). 

•^'  ^'  —  Journal  de  la  Société  physico-mathématique  de  TokJx 

Af.  —  Mathesis  (Gand). 

Af.  A.  —  Mathematische  Annalen  (Leipzig), 

Af.  A,  A,  —  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  d'An- 
sterdam. 

Af.  A.  B.  ^  Mémoires  de  l'Académie  de  Belgique  (Bruxelles). 
Af.A.L.R.  —  Memorie  délia  RealeAccademia  dei  Lincei  (Rome). 
Af.  A.  2K  —  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Af.  ff.  —  Monatshefte  fiir  Mathematik  und  Physik  (Vienne). 
Af.  Af.  —  The  Messenger  of  Mathematics  (Londres  et  Cambridge^. 
Af.  S.  B.  —  Mémoires  de  la  Société  nationale  des  Sciences  m»- 
relies  et  mathématiques  de  Bordeaux, 
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M.  S,  L.  —  Mémoires  de  la  Société  Royale  des  ScieDces  de  Liège. 

M,  U.  Ka,  —  Mémoires  de  TUniversité  de  Kasan. 

M.  U,  M,  —  Mémoires  scientifiques  de  l'Université  impériale  de 
Moscou  (section  physico-mathématique). 

/V.  A,  —  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (Paris). 

A^.  C.  —  Nouvelle  Correspondance  mathématique  de  M.  E.  Ca- 
talan (Bruxelles). 

A^.  L.  M.  —  Memorie  dclla  Accademia  Pontificia  dei  Nuovi  Lincei 
(Rome). 

N.  M.  A.  B,  —  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles. 

P,  L.  M.  S.  —  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society 
(Londres). 

P.  M.  —  The  Philosophical  Magazine,  or  Annals  of  Chemistry, 
Mathematics,  etc.  (Londres). 

P.  M.  R,  —  Periodico  di  Matematica  per  l'inscgnamento  secon- 
dario  (Rome). 

P.  M,  S,  —  El  Progreso  Matematico,  de  M.  Z.-G.  de  Galdeano  (Sa- 
ragosse). 

P.  R.  S.  E.  —  Proceedings  of  ihe  Royal  Society  of  Edinburgh 
(Edimbourg). 

P.  R,  S.  L.  —  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London 
(Londres). 

Ç.  /.  —  The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics 
(Londres). 

R.  A.  L.  R,  —  Rendiconti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei  (  Rome). 

R.  A.  N.  —  Rendiconti  délia  Reale  Accademia  délie  Scienze  fisiche 
c  matematiche  di  Napoli  (Naples). 
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OBSERVATIONS  IMPORTANTES. 


I.  —  Les  indications  qui  précèdent  Ténoncé  de  chaque  qaeslioi 
sont  celles  qui  en  donnent  la  classification  d'après  l'Index  do  Ré- 
pertoire bibliographique  des  Sciences  mathématiques. 

II.  —  Le  signe  S  après  une  question  indique   que   c'est  un  sajrt' 
d'étude  et  non  une  question  proprement  dite. 

III.  —  Le  signe  (S)  après  une  question  indique  que  l'auteur  en  i 
déjà  une  solution,  mais  qu'il  voudrait  en  obtenir  une  autre. 

IV.  —  Comme  nous  l'avons  déjà  fait  depuis  1897,  nouscontînaonçi 
signaler  les  réponses  multiples  par  l'indication,  entre  parenthèses, d«| 
millésime  et  de  la  page  où  a  été  publiée  chaque  réponse  précédenu* 

Avec  la  même  notation,  et  pour  faciliter  les  recherches,  nous  indi^ 
querons  aussi,   pour  chaque  réponse,  l'endroit  où   a  été  publiée 
question  correspondante. 

V.  —  Beaucoup  de  nos  Correspondants  nous  demandent  de  repi 
duire  les  questions  déjà  anciennes  qui  sont  restées  jusqu'ici  sans 
ponse.  Nous  avons  commencé  à  leur  donner  satisfaction,  et  nous  coi 
tinuerons  à  le  faire  dans  la  mesure  du  possible,  c'est-à-dire  aatai 
que  nous  le  permettront  les  questions   nouvelles   adressées  à  la  rê 
daction,  et  la  place  dont  nous  disposons. 

Pour  ces  questions  rééditées,  nous  indiquerons  également  eolrtj 
parenthèses  leur  publication  primitive. 
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L'INTERMÉDIAIRE 


DES 


MATHÉMATICIENS 


QUESTIONS. 


149.  [V]  (1894,  87)  Où  peut-OD  trouver  la  preuve  que, 
dès  la  découverte  du  trait  perspectif,  on  a  songé  à  l'appli- 
quer au  problème  inverse  de  la  perspective? 

Laussedat. 

151.  [Jla](1894,  88)  M.  Sylvester  a  formé  ce  qu'il 
appelle  un  échiquier  anallagmatique  (carré  de  cases  noires 
et  blanches  dans  lequel,  prenant  deux  lignes  quelconques, 
verticales  ou  horizontales,  de  cases,  il  existe,  entre  les  cases 
correspondantes  de  ces  deux  lignes,  autant  de  concordances 
que  de  discordances  de  couleur)  de  n'^  cases  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  qui  sont  puissances  de  2.  J'ai,  d'autre  part, 
établi  [Bésolution  d'une  question  relative  aux  détermi- 
nants {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1898)]  que, 
en  dehors  du  cas  traité  par  M.  Sjlvester,  de  pareils  échiquiers 
De  pouvaient  exister  que  pour  n  multiple  de  4^  sauf,  bien 
entendu,  /i  =  i  et  /i  =  2,  et  qu'on  peut  en  composer  pour 
/i  ==  1 2  et  /i  =  20.  Il  y  a  donc  lieu  de  rechercher  pour  quelles 
valeurs  de  n  (nécessairement  multiples  de  4)  cette  question 
admet  une  solution.  J.  Hadamàrd. 

156.  [Cl a]  (1894,  89)  Plusieurs  géomètres  se  sont 
déjà  occupés  de  trouver  quel  est  le  nombre  minimum  de 

Jnterm.,\l  (Janvier  1899).  i. 
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condilions  que  doit  remplir  une  fonciion  /  de  deuxvariibks 
pour  qu'on  ait 

dx  dy       ày  àx 

lorsque  les  dérivées  ne  sont  pas  continues  jusqu'au  second 
ordre  inclus.  A-t-on  résolu  déjà  la  même  question  en  général. 
Connaît-on  du  moins  les  cas  dans  lesquels  une  fonction  de 
trois  variables  Xy  y^  z  satisfait  aux  relations 


dy  dz       âz  dy 


d^f  à^f 


dz  âx       dx  dz 


dx  dy       dy  dx 


Cette  question  particulière  a  un  grand  intérêt  pour  re- 
chercher les  limites  d'applicabilité  de  la  théorie  générale  de 
la  courbure  des  surfaces,  car,  pour  l'établir,  il  faut  Ua 
souvent  intervertir  Tordre  des  différentiations.  Ce  sujet  a 
déjà  été  traité  pour  les   fonctions   de  deux  variables  par 
MM,  Schwarz  {Gesammelte  mathemaiische  A  bhandlungeMf 
t.  II,  p.  275),  Betlazzi  (Giornale  di  Matematiche,  t.  XXU 
p.  21),  Peano  {Mathesis,  1890,  p.  i53);  mais  pour  les  fonc- 
tions de  trois  ou  de  plus  de  trois  variables  je  ne  connais 
aucune  recherche.  On  peut  évidemment  considérer,  dans  le 
cas  de  trois  variables,  la  fonciion  comme  étant,  de  tnÂ 
manières,  une  fonction  de  deux  variables;  seulement,  les 
conditions  auxquelles  on  parviendra  de  la  sorte  seront-elio 
indépendantes?  etc.  Gino  Loria  (Gênes). 


1421.  [I9c]     N,,  Na,  ...,  N„  étant  des  nombres  enlicttj 
croissants,   on  forme  les   différences    Nj  —  Ni;    Nj  — Ni»j 

N3— Na-,  ...,  N„  — N,,  N«  — Na,  ...,   N„  — N«_,.  Pan»; 

ces  -^^ différences,  combien  au  plus  peuvent  être  deii 

nombres  premiers  et  ce  maximum  peut-il  toujours  être  altew 
quel  que  soit  /t,  en  choisissant  convenablement  N|,  N3,  •.tj 
N«?  Grip. 

1422.  [M^l  i]     Une  courbe  plane  C  du  n**"*  degré  se  pi9^| 
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jetle  sur  un  plan  suivant  une  courbe  qui  est,  en  général,  du 
^ième  degré.  Sur  combien  de  plans  de  directions  différentes 
faut-il  qu\]ne  courbe  se  projette  suivant  une  courbe  de 
degré  /i,  pour  que  l'on  puisse  affirmer  qu'elle  est  plane  et 
de  degré  /i?  Grip, 

1423.  [X2]  Le  Tome  II  du  Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques de  Legendre  contient  des  Tables  donnant,  avec  un 
grand  nombre  de  décimales,  les  valeurs  des  intégrales  ellip- 
tiques de  première  et  de  deuxième  espèce. 

Le  grand  Ouvrage  de  Legendre  étant  aujourd'hui  très 
rare  et  très  cher,  je  désirerais  savoir  si  ces  Tables  n'auraient 
pas  été  éditées  à  part,  ou  s'il  existerait  en  librairie  des 
Tables  analogues.  Epsilon, 

1424.  [V]  N'y  aurait-il  pas  lieu  d'adopter,  pour  repré- 
senter l'équation  du  second  degré  à  deux  variables,  la  nota- 
tion anglaise,  au  lieu  de  celle  que  nous  employons  et  que 
la  routine  seule  peut  justifier?  Moins  expressive  peut-être 
que  la  notation  à  indices  multiples  de  Clebsch 

elle  est  plus  commode  pour  l'écriture  manuscrite.  M.  PIcquet 
est  le  seul  auteur  français,  à  ma  connaissance,  qui  l'ait  pré- 
conisée. Elle  présente  d'immenses  avantages  dans  l'étude 
générale  des  coniques;  elle  donne  des  formules  dans  les- 
quelles la  symétrie  est  d'un  grand  secours  pour  les  retenir  et 
les  employer.  Pour  quelles  raisons  ne  se  décide-t-on  pas  à 
l'adopter?  Je  désirerais  au  moins  les  connaître  si  elles 
existent.  Besouclein. 

1425.  [V9]  J'aurais  besoin  de  connaître  ce  qui  a  été 
écrit  dans  les  six  dernières  années,  sur  V Arithmétique  en 
général,  sa  philosophie  et  ses  moyens  ;  je  serais  reconnaissant 
aux  correspondants  qui  voudraient  bien  me  renseigner. 

Juge  Lurni  (Tolède). 

1426.  [02f]     Je  désirerais  avoir  Téqualion  de  Tenve- 
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loppe    des    coniques    qui    touchent   les    trois  côlés  dTi 
triangle  ABC  en  trois  points  A',  B',  C,  tels  que  AA',  Bffj 
ce  soient  parallèles.  GuL 

1427.  [M* oh]     Je  lis  dans  la  description  d'un  certai 
appareil  enregistreur  (Comptes  rendus  de  l^ Académie 
Sciences,  i"  semestre  1896,  p-  919)  :  «  Nous  avons  oblci 
le  guidage  rectiligne  de  la  plume  en  utilisant  cette  remarqi 
que  la  conchoïde  de  cercle,  dont  le  tracé  mécanique  est  (c 
simple,  se  confond  pratiquement  avec  une  droite  sur  01 
étendue  considérable,  pour  un  choix  convenable  des 
mètres  qui  la  définissent.  »  Un  correspondant  pourrait-il 
donner  quelques  explications  sur  le  dispositif  géométriqi 
auquel  il  est  fait  allusion  ci-dessus?  Epsilon, 

1428.  [08c]  Un  correspondant  pourrait-il  me  fûi 
savoir  si  l'on  a  étudié  l'enveloppe  des  positions  successive 
d'un  ellipsoïde,  animé  autour  de  son  centre  d'unmouvei 
à  la  Poinsot?  H.  Boc&get. 

1429.  [Slb]     Je  demande  une  bibliographie  aussi 
plèle  que  possible  des  travaux  mathématiques  relatifs  i 
théorie  du  cerf-volant.  A. -P.  Ericsson. 

1430.  £P3b]     A-t-on    transformé    par    polaires 
proques,  ou  par  rayons  vecteurs  réciproques,  des  propnét 
relatives  aux  longueurs  d'arcs  de  courbes?    Màakhcim. 

1431.  [E4]     Je  demanderai  à  un  lecteur  de  me  dot 
la  solution  géométrique  élémentaire  du  problème  soi^ 
qui  n'offre,  d'ailleurs,  aucune  difficulté  en  employante 
cul;  une  indication   sommaire  me  suffira  :  Construire 
triangle  ABC,  connaissant  la  base  BC,  la  médiane 
de  A  et  la  différence  des  angles  B  et  C.  Philetei- 

1432.  [J4]     Où   peut-on    trouver  exposées  succii 
ment  les  théories  de  M.  Sophus  Lie  sur  les  groupes  de 
formations?  Jtegor. 

1433.  [I4a]     Dans  sa  Théorie  des  nombres,  pag« 
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de  riotroduclion,  Lucas  anDonce  qu'il  a  trouvé  une  démon- 
slralion  très  simple  des  théorèmes  de  Legendre  et  de  Jacobî 
sur  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  quadratiques.  Celte  dé- 
monstration est-elle  connue?  G.  Tarry. 

1434.  [Q4b]  Je  désire  une  Note  bibliographique,  aussi 
complète  que  possible,  des  principaux  Ouvrages  écrits  sur 
les  applications  de  l'Analyse  mathématique  au  jeu  d'échecs. 

J.  DiAz  DE  Rabago  (Ségovie). 

1435.  [Q4ba]  Quelle  était,  au  moyen  âge,  la  significa* 
lion  des  carrés  magiques? 

Que  veut  dire,  par  exemple,  dans  la  gravure  de  Durer  la 
mélanckolie,  le  carré  magique  suivant 

i6  3  2  i3 

5  10  ir  8 

9  6  7  12 

4  i5  i4  I 

qui  est  situé  dans  le  coin  supérieur  droit  de  la  gravure? 

H.    BOURGET. 

1436.  [K9aa]  On  sait  (voir  N.  A.,  i8g8)  que  le  centre 
de  gravité  d'un  quadrilatère  A|A2A3A4  peut  se  représen- 
ter sous  la  forme 

3G  =  A, -+- A,-t- A,-h  A4— O  =  4M  —  G, 

où  le  point  O  est  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales 
et  le  point  M  le  point  moyen  du  quadrilatère.  Cette  formule 
peut  être  étendue  au  pentagone  A|A2A3A4A5.  On  trouve 
3G  =  A,  + A2+A3  4-A4-h  A5—  20  =  5M  —  2O. 

Les  constructions  du  point  O  et  du  point  M  sont  données 
{loc,  cit.).  En  généralisant  cette  formule,  on  peut  dire  que 
le  centre  de  gravité  d'un  polygone  de  n  côtés  se  représente 
de  la  manière  suivante  : 

n 

3G  =  y  A/-(/i-3)0=nM~(n-  3)0. 
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On  demande  les  constructions  de  ce  point  O  et  de  ce  point 
moyen  M.  Siark. 

liST.  [D4e]     La  fonction /(^)  représentée  par  la  série 
f{x)  =  \^ïl— 1  a",  où  <p(/i)  désigne  le  nombre  des  entiers p«- 


«  =  1 


miers  à  /i  et  •<  n,  ne  peut  être  prolongée  au  delà  du  cercle  de 
rayon  i  et  de  centre  O.  Soient j!?i,)D2j  -"iPn  '^s  facteurs pit- 
miers  différents  d'un  entier  positif  a  non  divisible  par  un  cairé 
(sauf  Tunité);  b  un  nombre  entier  quelconque,  premier avccfl- 

On  peut  montrer  que  le  produit /(:t:)\i  —  xe  "J  teaJ 
vers  la  limite  -r  r-r >,    f"    ^ — t—z :>  quand  x  s'approche 


17C/- 


du  point  e  ''en  restant  à  l'intérieur  du  cercle  de  conver- 
gence et  sur  le  rayon  qui  aboutit  à  ce  point.  Cette  propriété 
a-t-elle  été  déjà  signalée?  J.  Franel  (Zurich). 

1438.  [H  11]  Problème  inverse  d'élimination  :  QucUa 
sont  les  fonctions  y  telles  qu'en  éliminant  u  et  ^'  entre  les 
équations x=  f (w),y  =  'f  (^),  ^  =  ^{u) onlTO\i\e y ^ f{^)^ 
les  fonctions  /et  4  étant  données?        E.-M.  Lémerat. 

1439.  [08e]  Des  barres  rigides,  articulées,  coosliluanl 
un  polygone  simple,  se  déplacent  d'une  manière  quelconque 
dans  un  plan.  Les  n  sommets  du  polygone  et  les  5/i(/i  — ^> 
points  de  rencontre  des  normales  aux  trajectoires  de  (J«o^ 
sommets  quelconques,  non  consécutifs,  appartiennent  à  ub« 
même  courbe  de  l'ordre  n —  a.  On  retrouve  en  particulier, 
pour  /i  =  4,  un  théorème  de  M.  Mannheim.  Ya-t-il  qoelqo* 
chose  d'analogue  pour  les  points  de  contact  des  barres  i>c*î 
leurs  enveloppes?  G.  Pietrocolà  (Naples). 

1440.  [A3 g]  Existe-l-il  un  critérium  pour  savoirsi,ow 
ou  non,  une  équation  donnée  du  troisième  degré  a  des  racine 
commensurables?         E.-B.  Escott  (Grand-Rapide,  Mico- ♦ 


.»••« 


—  7  — 


RÉPONSES 


410.  (1895,  4)  (E.  Lemoine).  —  Point  tel  que  la  somme  des  carrés 
de  ses  distances  aux  arêtes  d^un  tétraèdre  soit  minimum  (1898. 
25i).  —  Un  nombre  quelconque  de  droites  de  l'espace  étant  donné,  le 
lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  aux 
droites  données  soit  constante  est  un  ellipsoïde;  si  la  constante  varie, 
on  obtient  une  famille  d'ellipsoïdes  homothétiques  et  concentriques; 
le  centre  commun  correspond  au  minimum  de  la  constante. 

En  chaque  point  de  l'un  de  ces  ellipsoïdes,  la  résultante  des 
distances  est  normale  à  la  surface. 

Les  résultantes  en  tous  les  points  d'une  droite  quelconque  engen- 
drent un  paraboloïde  hyperbolique  tangent  aux  plans  principaux, 
car  sur  chacun  des  plans  principaux,  l'enveloppe  des  projections  des 
normales  est  une  parabole  tangente  aux  deux  axes  de  la  section 
principale;  le  lieu  des  extrémités  des  résultantes  est  une  droite^  par 
conséquent  une  génératrice  du  second  système  du  paraboloïde;  le 
centre  commun  des  ellipsoïdes  est  donc  dans  le  plan  lieu  des  sommets 
des  triédres  trirectangles  dont  les  faces  sont  tangentes  au  parabo- 
loïde. 

Soient  D  et  D'  deux  des  droites  données;  en  déterminant  sur  cha- 
cune d'elles  les  résultantes  en  deux  points  choisis  de  manière  à 
rendre  cette  construction  la  plus  simple  possible,  on  obtient,  en 
joignant  aux  trois  droites  précédentes  celle  qui  joint  les  extrémités 
des  deux  résultantes,  le  quadrilatère  gauche  qui  détermine  complè- 
tement le  paraboloïde  correspondant;  si  maintenant  dans  chacun 
des  paraboloïdes  nous  déterminons  la  génératrice  du  système  des 
résultantes,  parallèle  à  l'intersection  des  plans  directeurs  des  sys- 
tèmes des  résultantes,  nous  obtenons  sur  D  et  D'  deux  points  8  et  B' 
qui  appartiennent  à  un  diamètre  de  la  famille  d'ellipsoïdes. 

Faisant  la  même  construction  (  *  )  pour  deux  autres  droites  Di,  D j , 

(')  Il  n*est  pas  nécessaire  de  considérer  une  deuxième  paire  de  parabo- 
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nous  obtenons  un  second  diamètre  qui  coupe  le  précédent  aa  point 
cherché. 

Soit  un  tétraèdre  ABGD;  considérons  la  droite  AB,  la  résoluoie 
en  A  passe  par  le  centre  de  gravité  G  du  triangle  Xp  formé  parles 
pieds  des  hauteurs  des  faces  issues  de  A.  La  résultante  enBpaoc 
par  le  point  analogue  Gi  de  la  face  opposée;  mais  G  et  Gi  sont  as 
tiers  des  résultantes  précédentes;  GGi  est  donc  une  génératrice di 
second  système  du  paraboloïde  et  le  quadrilatère  gauche  ABGGt, 
nous  défînit  notre  paraboloïde;  on  opérera  de  même  sur  TaréteDC 
et  il  n'y  aura  qu'à  continuer  la  construction  comme  il  est  indiqBé 
précédemment. 

Remarque»  —  La  droite  qui  joint  le  milieu  N  de  AB  au  milieu  M 
de  GGi  est  la  résultante  des  distances  du  point  N  aux.  cinq  antres 
arêtes  du  tétraèdre,  et  la  longueur  JNM  représente  le  tiers  de  cette 
résultante.  Espaxkt. 

760.  (1896,  38)  (H.  Dellac).  —  Mouvement  d'une  haltère  ml 
centrée  posée  sur  un  plan  horizontal  {i%9%,  177). —  La  solulioa 
de  cette  question  peut  être  assimilée  à  celle  du  problème  classiqie 
des  oscillations  d'un  cylindre,  si  les  deux  sphères  sont  de  mtBt 
rayon,  ou  d'un  cône,  si  les  deux  sphères  sont  de  rayons  différents. 
On  a  donc,  par  exemple,  à  étudier  les  oscillations  d'un  cylindre  dooi 
le  centre  de  gravité  est  à  une  distance  donnée  de  son  axe,  oad'uo 
cylindre  posé  sur  un  plan  horizontal,  et  auquel  une  masse  doDoée 
est  fixée  par  une  tige  inextensible. 

Dans  ces  conditions,  on  démontre  que,  si  Ton  suppose  le  plan  saes 
frottement,  le  centre  de  gravité  oscille  le  long  d'un  segment  de  droite 
vertical;  si  l'on  suppose  le  plan  avec  frottement,  le  centre  de  gravité 
oscille  le  long  d'un  petit  arc  de  cycloïde  allongée  ou  accourcie,  sol- 
vant la  position  du  centre  de  gravité  par  rapport  à  la  section  droite 
du  cylindre  (A^.  A.,  p.  7a-8o,  Dieu;  i855).  H.  Brocabd. 

810.  (1896,  83  )(René  Coulime),  —  Systèmes  d'équations  indéter- 
minées (1898,  60,  i52).  —  La  remarque  dont  il  s'agit  est  pcul-élrt 
due  à  Le  Besgue  {Exercices  d'Analyse  numérique,  Paris,  Gaulhiw* 
Villars;  1859).  Je  n'en  ai  pas  vu  trace  dans  les  Recherches arii^ 
métiques  de  Gauss,  ni  dans  la  Théorie  des  nombres  de  Legendre. 

loïdes;  la  droite  qui  jaint  les  extrémités  des  deux  résultantes  §p,S'p'p9i*^' 
Icles  passe  évidemment  par  O. 
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Quoi  qu'il  en  soit,  voici  cornent  s'exprime  Le  Besgue  dans  l'Ouvrage 
cité,  p.  66  : 

«r  Oo  choisira  deux,  équations  où  l'inconnue  Xi  se  trouve  multi- 
pliée par  des  nombres  a,  a'  premiers  entre  eux  ;  soient 

Si  l'on  détermine  r  et  s,  p  et  q  de  sorte  qu'on  ait  ar  —  a' s  =  i, 
ap  —  a'q  =  o,  on  aura  Xi  =  rF(a?i,  ..  .,Xn)  —  sFiixt)  .  ..,3?»)  et 
/?F(a?i, ..., Ta)  —  çr  Fi (ar,,  .  ..j^-rt)  =  G,  c'est-à-dire  un  nouveau 
système  qui,  au  moyen  de  la  valeur  de  Xi^  pourra  se  réduire  à  la 
fonDex,=/(ar,,...,a7„),  /i(a:,,...,  ar»)  =  o, /,(a7,,...,ar«)  =  o, .... 
On  en  tirera,  si  /i(ari,  . . .,  Xn)  =  o,  /i{xt,  . . . ,  Xn)  =  o  peuvent  se 
traiter  de  même,  les  équations 

(p,(a?3,  ...,  Xn)  =  0,  ..., 

pais  encore,  si  la  même  méthode  s'applique  au  système  ^|(...)=  o, 
çi(. . .)  =  o,  on  en  conclura 

*i=/(^j»  ...ïiTrt),        ar,=  <p(a73,  .,.,Xn),        Xi=^{x,i,  .-.,ar„), 

et  l'on  obtiendra  en  continuant  de  même,  s'il  est  possible,  les  équa- 
tions 

a?i  =  /(a:i,  ...jiTrt),        Xi=  <f{Xi,  ,  .,,Xn),         ...,■ 

»  On  résoudra  la  dernière  équation  6|(xjt+i,  ,>.,Xn)  =  o-,  el  les 
valeurs  de  Xk-t-u  . ..,  a?»  étant  trouvées,  on  en  déduira  celles  de  a^A, 
^k~ii  •..,  rr,,  Xi  par  de  simples  multiplications,  etc.  » 

A.   GOULARD. 

813.  (1896, 84)  {Regio),  —  (1896,  aiB).  —  La  réponse  de  M".  Fuhl 
n'est  pas  satisfaisante,  car,  dans  la  série  (5),  les  facteurs  (  i -)* 

(i ^jj  fi -\  y  •••  peuvent  tendre  vers  zéro,  de  sorte  qae  la 

divergence  delà  série  (4)  n'entraîne  nullement  celle  de  la  série  (5). 

1057.  (1897,  loo)  (Kandidatt)  (1898,  io6).  —  Gomme  M.  H. 
Braid,  je  ne  crois  pas  qu'il  ait  été  publié,  pour  les  problèmes  donnés 
au  concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  un  Ouvrage  ana- 
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logue  à  celui  de  M.  Brisse  pour  les  concours  de  l'École  GeoUale. 
Je  possède  un  Recueil  manuscrit  dans  lequel  j*ai  résumé  les  solutioos 
de  ces  problèmes  depuis  1860  jusqu'en  1898  en  annotant  chacone 
d'elles  de  références  bibliographiques  assez  complètes  se  rapport»! 
soit  aux  diverses  publications  mathématiques  :  Nouvelles  Annaîa, 
Mathesis,  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  Bulletin  de  Ma- 
thématiques spéciales,  etc.,  etc.,  soit  aux  Ouvrages  spéciaux  de 
Rémond,  Mosnat,  de  Longchamps,  etc.,  etc.  La  publication  de  ce 
Recueil  répondra  certainement  aux  desiderata  de  MM.  KandidaU 
et  H.  Braid,  F.  Michel. 

il33.  (1897,  196)  (H.  Tarry).  —  Formule  d'Euler  afi-^x-^kx 
et  formules  analogues  (1898,  114,  184).  —  J'ai  obtenu  de  dob- 
breuses  formules  qui  donnent  des  nombres  premiers  pour  un  groupe 
étendu  de  valeurs  de  x.  Parmi  ces  formules,  je  citerai  les  suivantes: 
47j:*-H  5ar-+-i  et  673?*-+- 5  a?  —  i.  La  première  se  vérifie  jusqa'à 
X  =  1 1,  et  la  seconde  jusqu'à  â?  =  9.  N'ayant  pas  à  ma  disposition  de 
Tables  de  nombres  premiers,  je  n'ai  pu  pousser  plus  loin  mes  vérifi- 
cations, comme  cela  eût  été  désirable. 

La  première  formule  peut  s'écrire  4 «ar*-+-  (2ar-H  i)(3x-+-i).  Donc 
pour  X  =  20,  elle  donne  un  nombre  composé  (divisible  par  40* 

La  seconde  peut  s'écrire  7iar* — (a?  —  i)(4ar  — 1).  Donc,  ponr 
X  =  18,  elle  donne  un  nombre  composé  (divisible  par  71). 

La  formule  d'Eulcr  x^-hx-^^i  ne  donne  pas  seulement  de$ 
nombres  premiers  pour  les  valeurs  positives  de  x,  i,  2,  ...,  ^ 
mais  elle  en  donne  aussi  pour  les  valeurs  négatives  — 1,  — '» 
—  3,  . . .,  —  4o-  Si  donc  nous  y  remplaçons  x  par  x  —  4o>  ^^^^  *^ 
rons  une  formule  donnant  des  nombres  premiers  pour 


X  =  o,  I ,  a, 


79- 


C'est  par  ce  moyen  que  j'ai  obtenu  les  formules  suivantes,  donniit 
des  nombres  premiers  pour  plus  de  4o  valeurs  de  x  : 


Q 

uantité 

{Ï9^ 

Formules 

de  1 

nombres 

Substi- 

Formules 

1 

originales. 

pr 

emiers. 

tutions. 

nouvelles. 

pccfliw 

ar*  -h      ar  -h  4 1 

40 

X  —  40 

X* —  79XH-  1601 

U 

(jx^-h    6ar-h3i 

29 

ar  — 29 

6a:»— 342X-+-4903 

» 

2x^-4-  29 

•■*9 

ar  — 28 

2X* — 112a;  -+-  1597 

5: 

x»-h  2iar-+-  1 

18 

X  — 38 

ar* —  55x-t-647 

5^ 

—  il  — 

Quaolité  Quantité 

Formules          de  oombres  Substi-                      Formules  de  nombres 

originales.            premiers.  tutions.                      nouvelles.  premiers. 

2J:'  +  4oar-*- 1              i8  ar  — 37  2X«— io8ar  ■+•  laSg  55 

xï+ijar—r               16  x  —  ^i  ar«—  4737 -+-479  48 

3x>+33ar-f.i               ig  X— 29  Sx»— 141  ar -H  1567  48 

2x>-4-3ox— 1              i5  ar  — 29  aa?»—  86ar-H8ii  44 

3ar*4-  3ar-h23            27.  x  —  22  3a?*— 129a? -h  1409  44 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich). 

Note.  —  La  modification  proposée  par  M.  Escott  pour  les  for- 
mules du  type  d'Euler  a?* -h  a? -H  A  comble  une  lacune  signalée  par 
Lb  Lasseur.  Elle  répond  également  au  desideratum  qu'il  avait 
indiqué. 

1233.  (1898,  3i)  (Alauda),  —  Trois  cercles  étant  donnés  dans 
un  plan,  trouver  la  région  du  plan  dans  laquelle  aucun  point  ne 
peut  être  intérieur  à  une  circonférence  coupant  les  trois  cercles 
donnés  (1898|  257).  —  Pour  qu'il  y  ait  des  points  qui  ne  soient  à  Tin- 
térieur  d'aucun  cercle  a,  p,  ^i  i^  ^^^^  ^^^  ^^^  trois  cercles  donnés 
soient  extérieurs  les  uns  aux  autres,  et  même  que  chacun  d'eux  soit 
complètement  extérieur  à  l'angle  formé  par  les  tangentes  communes 
extérieures  aux  deux  autres  et  comprenant  ces  derniers.  Sinon,  en 
effet,  il  existerait  des  droites  coupant  les  trois  cercles,  lesquelles  se- 
raient la  limite  de  circonférences  a,  p,  ^  enveloppant  la  moitié  du 
plan  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  ces  droites. 

Dans  le  cas  où  cette  condition  est  remplie,  les  huit  cercles  tan- 
gents aux  cercles  donnés  sont  réels  et  se  répartissent  de  la  façon 
suivante  :  un  cercle  les  touchant  tous  trois  extérieurement;  un 
cercle  les  touchant  tous  trois  intérieurement,  c'est-à-dire  les  enve- 
loppant tous  les  trois;  trois  cercles  tangents  extérieurement  à  deux 
d'entre  eux  et  intérieurement  à  l'autre;  trois  cercles  tangents  inté- 
rieurement à  deux  d'entre  eux  et  extérieurement  à  l'autre.  Ces  trois 
derniers  cercles  se  coupent  deux  à  deux  en  dehors  du  cercle  enve- 
loppant et  forment  une  sorte  de  trifolium  limitant  l'espace  couvert 
par  les  cercles  a,  p,  f,  Welsch. 

1239.  (1898,  32)  (A.  Gob). —  Bibliographie  des  épicycloîdes.  — 
(1898,  234).  — Suite. —  1693.  Halley.  -  T.  R,  S.  L,,  XIX,  i23.— 
L'Hôpital.  —  Hist,  Ac.  Paris,  II.  —  1167.  Fagnano.  —  Giornale 
de  lelerati  d'Italia,  XXVI,  266-279.  —  ^723.  Grandi.  —  T,  /?.  S. 
L,,  XXXil,  355.  —  1729.   Krafpt.  —  Comm.  Ac.  Petr.,   II,  216- 
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:i3o.  —  1742.  Drake.  —  Svenska  Vet.  Ac.  HandL  —  1739.  Pluolis. 

—  Svenska  Vet.  Ac,  HandL  —  1831.  Chasles.  —  C.  G.  Q.,  VU, 43. 

—  1843.  Bergery.  —  Géométrie  des  courbes,  Metz,  391.  —  lSi9. 
Whewell.  -  r.  C,  P,  S,,  Vni,  66i-66a.  —  1854.  Sacchi  ^G).  - 
Sulla  geometria  analitica  délie  linee  piane,  Pavia,  18.  —  1856. 
Gallegari.  —  A''.  L.  A,,  VII,2ii-ii3;  267.  —  1837.  Ferrers.  —  0. 
/.,  I,  2i5.  —  1864.  HiERN.  —  Q.  /.,  VI,  37-38.  —  1866.  Pcrser.- 
Ç.  /.,  VII,  i3o.  —  1867.  Natanf.  —  Mathematisckes  IVorterbukc, 
Leipzig,  VII,  36—1870.  Sixccu^BulL  Bonc,  III,  25.-1871.  Besant 

—  N,  A,,  2*  série,  X,  326.  —  1872.  Françoise] (E.).  —^.  /.  F.,  4*sê- 
rie,  I,  430-436.  —  1873.  Burmester.  —  Z.  S.,  XVIII,  i85-2o3.  - 
Glaisher.  —  P.  L,  M,  5.,  IV,  34r.  —  1874.  Fouret.  —  5.  M.,  11,99. 
— .  1875.  Leneveu.  —  ^.  F.,  IV,  i66.  —  1877.  Barzanô.  —  Pol  .tf., 
XXV,  98-100.  —  1878.  Chasles.  —  5.  M.,  VI,  209;  212;  23i.  —  1879. 
Darroux.  —  B.  />.,  2'  série,  III,  484-488.  —  Guyou.  —  /.  if.,  3*  série, 
V,  69-106.  —  RiRAucouR.  —  N,  C.y  V,  263;  3i4.  —  1881.  Ensepbi. 

—  M,  A.,  XIX,  72-84.  —  Van  Heulen.  —  N.  A,  JV.,  VII,  33-58.- 
1883.  Jefpery.  —  P,  B,  S,  L.,  XXXIV,  io5.  —  Mallock.  —  P.  R- 
S.  L.,  XXXV,  319.  —  1884.  Berto.  -  PoL  M.,  XXXII,  469.  -  Fac- 
quehbergue.  —A''. -4.,  3* série,  Ilï,  438-44o.  — Van  Geer.  — TV.  i4.  W.t 
XI,  28-45.  — 1886.  GiJNTHER.  —  B.  Jf.,  III,  137-1 40.—  1887.  Cesàko. 

—  M,,  VII,  25-26.  —  G.  HuMBERT.  —  A.  E,  />.,  LVII,  171-188.- 
G.  HuMBERT.—  /.  M,,  4«  série,  III,  363.—  Roberts.—  P.  L.  M,  5., 
XVIII,  97-129.  —  1888.  Cesàro.  —  M,,  VIll,  38.  —  Gesàro.  —  A'.il., 
$•  série,  VII,  176.  —  Hervet.  —  E.  T.  B,,  L,  no.  —  Lampe. - 
Verh,  Berl,  Phys.  Ges,  —  1889.  Neuberg.  —  Af.,  IX,  191 -191.  - 
1891.  Huber.  —  Ai,  G,  B.,  42.  —  Buoss.  —  Die  melrischen  Besù- 
hungen  der   Krummiingen   reciproker   Kurven    und  Flâchen, 
Stuttgart,  i4-i5.  —  1892.  Haton  de  la  Goupillière.  —  C.  B.,  CXV, 
860-861.  —  1893.  Amstein.  —  B,  S,   T.,  XXVIII,  67.  —  1894.  Bi- 
RISIEN. —  /.  M,,  I,  102. —  Grane,  n.  —  Ueber  Curven  mit  gleick- 
arttgen  successiven  Developpoiden,  Lund,   18;  58.  —  1895.  BiW- 
8ÏEN.  —  /.  M.,  Il,  9.  —  Gob.  —  /.  M,,  II,  129.  —  Juel.  —  /.  M.,  Ht 
396.  —  Mannheim.  —  /.  M,,  II,  278.  —  Rosace.  —  /.  AL,  II,  21.  — 
Sanciiez.  —  La  Cornoide,  San  Salvador,  ^i-^i.  —  Db  Sausscrk.— 
Sur  la  génération  des  courbes  par  roulement,  Genève,  37-39.  — 
1896.  ÂUDiBERT.  —  /.  AI,,  III,  73.  —  Barisien.  —  (,  Af,,  III,  198.- 
Chasles.  —  Af,,  2*  série,  VI,  ii3.  —  1897.  Audibert.  —  /.  M,,  IV. 
272.  —  Cesaro.  —  b.  /).,  2*  série,  XXI,  251-266. 

E.  WôLFFiNG  { Stuttgart). 
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Voici  une  indication  assez  curieuse,  omise  par  vos  savants  correspon- 
dants, qui  complétera,  du  moins  en  un  point,  les  réponses  déjà  données 
à  cette  question.  Chasies,  dans  son  Aperçu  historique  (p.  Sag-SSo), 
fait,  on  le  sait,  une  analyse  détaillée  de  VAlberli  Dureri  institu- 
iionum  geometricarum  libri  quatuor  (A rnhemii,  in  ducatu  Gel' 
driœ,  ex  officinà  Johannis  Jansonii,  1606,  folio)  et  il  remarque, 
entre  autres,  que  le  premier  Livre  de  cette  Géométrie  renferme 
«  la  description,  par  points,  de  Tépicycloïde  engendrée  par  un  point 
du  plan  d'un  cercle,  qui  roule  sur  une  circonférence  Ci\Q  ».  C'est 
très  exact.  On  y  trouve  elTectivement  (p.  87  et  suiv.)deu\  solutions 
de  ce  problème,  bien  antérieures  par  conséquent  à  celles  de  Roemer 
et  de  Desargues,  puisque  Durer  vécut  de  1471  à  1628.  Mais  ce  que 
Chasies  ne  relève  pas,  et  ce  qui  est,  si  je  ne  me  trompe,  moins  gé- 
néralement connu,  c'est  que  le  grand  artiste  donne  un  nom  à  sa 
courbe,  et  qu'il  l'appelle  Varaignée,  «  Nunc,  dit-il,  per  lineamenta 
qusdam,  pedibus  aranei  similia,  lineam  describere  volo,  quam  pro- 
pterea  aranei  {^)  (sic)  vocabo  »  (Alberli  Dureri  institutionum, 
p.  37).  L'épicycloîde  tracée  par  Durer  {Inst,,  p.  87,  /Ig.  io)  a  la 
forme  d'un  limaçon  de  Pascal  à  point  double  réel;  la  construction 
par  laquelle  il  la  dessine  lui  donne,  comme  il  l'observe,  l'apparence 
d'une  ligne  décrite  par  les  extrémités  des  pattes  d'une  araignée  en 
marche.  H.  Braid. 

1241.  (1898,  5i)  (E.  Borbl).  —  Gramaire  des  mots  maximum 
et  minimum  {i%^%,  i85).  —  i''  L'emploi  fautif  du  neutre  pluriel 
maxima  (minima)  come  féminin  singulier  est  sans  doute  récent, 
mais  les  méprises  de  céte  sorte  sont  aussi  vieilles  que  le  français  et 
que  le  latin  lui-même  (voir  une  Gramaire  historique  de  la  langue 
française).  Parmi  d'assez  nombreus  exemples,  il  sufit  de  citer  les 
mois  feuille  el  graine,  venant  defolia  et  de  grana;  les  singuliers 
folium  et  granum  ont  donéfeuil  (dans  cerfeuil)  et  grain,  a"  La 
raison  de  céte  (diuie  de  franco- latin,  car  ce  n'est  là  ni  du  français 
ni  du  latin,  c'est  que  la  peur  d'un  mal  a  fait  tomber  dans  un  autre; 
en  éfet,  il  est  aussi  incorect  de  dire,  par  exemple,  une  aire  mini- 
mum qu' une  aire  minima.  La  vérité  est  que  la  langue  matématique 


(*)  Pour  expliquer  ce  génitif,  il  faut,  je  pense,  sous-entendre  ici  le  mot 
lineam;  la  traduction  exacte  du  nom  de  la  courbe  de  Durer  serait  alors  : 
ligne  de  l'araignée. 
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française  manque  de  deus  adjectifs  indispensables,  mais  qu'ils  sont 
tout  prêts  à  naître  et  conformes  à  son  génie.  Il  convient  de  dire  un 
volume  maximal,  une  aire  m^inimale,  des  volumes  minimauSj 
des  aires  maximales;  il  convient  aussi  de  laisser  les  m^aximamsd 
les  minimums  à  leurs  rôles  de  noms  et  de  renvoyer  les  maximal 
les  minima  aux.  lexiques  latins...,  oii  il  n'aurait  pas  fala  les 
prendre. 

11  est  probable  qu'on  trouverait,  même  chez  de  purs  écrivains, 
j'alais  écrire  surtout  chez  eus,  des  exemples  d'emploi  de  ces  adjec- 
tifs; il  est  curieus  de  rencontrer  dans  des  Ouvrages  matématiqiies 
de  langue  alemande  les  termes  Maximal/lâche  et  Âfinimalcurvt 
signifiant  surface  maximale  et  courbe  minimale. 

La  clarté  du  langage  augmenterait  si  ces  deus  adjectifs  n'étaient 
apliqués  qu'ans  variables  continues  et  si  l'on  réservait  aus  nombres 
les  locutions  le  plus  grand,  le  plus  petit  ou  le  moindre.  Ainsi  la 
téorie  des  moindres  carés  est  en  réalité  cèle  des  carés  mini- 
maus. 

Note.  —  Les  valeurs  de  la  variable  indépendante  qui  rendent  la 
fonction  maximale  ou  minimale  ne  sont  pas  dénomées  non  plos, 
malgré  leur  importance.  Les  termes  de  maximante  ou  de  miAi- 
mante  éviteraient  de  fréquentes  périfrases.  Hoffbaueb. 

1266.  (1898,  79)  (E.  Barbette).  —  Résoudre  en  nombres  entiers 
V  équation 

(l)  1 00 a:* -H  22 4 a? -H  326901738193  =^' 

(1898,  2i4). 
L'équation  peut  s'écrire 

56 


(^) 


ou 


/  56\*      8172543451689 


(3)  (5oar-H56)«-+-8i72  54345i689  =  25^*. 

Il  est  nécessaire  de  résoudre  l'équation 

(4)  /?«-+- 8 172543451689  =  A:«,        ou       />*-hA 
Soit  posé 

alors 


=^k\ 


k  =p-\-af 


P  = 


na 
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p  sera  un  nombre  entier  si  a  est  un  diviseur  de  A.  Or, 

A=  3*.  100895598 169  =  3*.B, 

de  sorte  qu'il  est  nécessaire  de  connaître  les  diviseurs  de  B  pour  ré- 
soudre complètement  Téquation  (1). 
Pour 

«  =  9,  jp  =  454080191756,  â7  =  9080608884, 

a  =  3x  112808,  /7  =11960356,  57  =  289204, 

a  =  8x898428,  />  =  168456,  a?  =  8868, 

a  =  — I,  p  =—4086271725844,  or  =  —  81725434518, 

a=  — 81,  /?  = — 50447799044,  a?  =  —  1008955982; 

il  n*est  pas  besoin  de  choisir  les  diviseurs  de  A  qui  seraient  supé- 
rieurs à  sa  racine  carrée. 

Ces  cinq  valeurs  de  x  sont  toutes  les  solutions  de  l'équation. 

On  pourra  observer  que  les  deuxième  et  troisième  valeurs  de  rr  ne 
peuvent  être  obtenues  sans  la  connaissance  des  diviseurs  de  B;  ce 
sont  précisément  celles  que  demandait  l'auteur  de  la  question. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide.  Mich.). 

Dans  une  Note  de  mon  édition  des  Œuvres  de  Fermât  (t.  II, 
p.  256),  j'ai  fait  remarquer  comment  il  a  dû  trouver  tout  naturelle- 
ment la  décomposition  du  nombre  A  =  100895598169,  dans  les 
conditions  où  la  question  lui  était  posée. 

Quant  à  Téquation  à  laquelle  M.  Barbette  ramène  la  décomposi- 
tion, à  savoir  1 00 a?* -t- 2240? -h  826901  788  198  =^*;  en  multipliant 
tous  les  termes  par  25  et  en  posant  u  =  5^^,  v  =  5oa?-t-  56,  elle  de- 
vient «* —  i?*=  81  A.  Il  s'agit  donc  de  décomposer  81 A  en  deux  fac- 
teurs. Mais  comme  les  solutions  où  Tun  des  facteurs  serait  l'unité  ou 
une  puissance  de  8  ne  conviennent  point,  on  retombe  sur  la  décom- 
position de  A.  La  méthode  proposée  ne  semble  donc  réaliser  aucun 
progrès,  au  moins  dans  le  cas  dont  il  s'agit.        Paul  Tannery. 

1270.  (1898, 80)  (ilfar^m). —  //.  Braid,  l'auteur  de  la  réponse 
(1898,  214)  connaît  bien  certainement  le  Calcul  des  différences  de 
Lacroix;  il  pourra  se  convaincre  que  les  Ouvrages  cités  par  lui  ne 
contiennent  pas  plus  le  a  Calcul  des  différences  »  qu'ils  ne  contiennent 
le  Calcul  différentiel  et  intégral.  La  question  reste  posée. 

Martin. 
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iâ71.  (1898,  80)  (.Ifar/m).  -  (1898,  2i5).  —  J'ai  demande  n 
Ouvrage  un  peu  complet  sur  les  fractions  continues  périodiques. 
Je  connais  les  Ouvrages  cités  dans  la  réponse,  sauf  le  n^'Ô.  Ils  ne 
contiennent  que  les  généralités  couramment  connues;  j'aurais  désiré 
quelque  chose  de  plus  développé.  Martin. 

1290.   (1898,    123)   (W.    Bbhan).   —    Origine  de   la  formule 

(v/— i)  *  =  c  *  (1898,  192).  —  Il  convient  de  signaler  que  «lie 
formule  est  une  conséquence  presque  immédiate  d'une  remarqie 
faite  par  Euler  dans  une  lettre  inédite  adressée  le  10  décembre  17^ 
à  Jean  Bernoulli  et  gardée  à  la  bibliothèque  de  FAcadémie  des 
Sciences  de  Stockholm.  En  effet,  on  y  lit  :  «  Sit  radius  circuli  a. 
sinus ^,  cosinus  x,  erit  ea  methodo...  quadraturam  circuli  ad  logi- 


rithmos  reducendi,  area  sectoris  = 


r/ 


aa  X 

=  log(-i)- 


et 


posito  x=^  o,   habebis  quadrans  circuli   = 
conséquent,  Euler  avait  démontré  que 


aa 


log(-i).  .  Pif 


*og(-i),d'oà 


l'on  déduit  aisément  -  =  —  /— i  log  / — i.  Dans  sa  réponse  à  cette 

lettre  [voir  Trois  lettres  inédites  de  Jean  Bernoulli  à  Léonard 
Euler,  publiées  par  G.  Enestrom  {Bihang  till  svenska  çetenskofè- 
akademiens  handlingar,  t.  V,  n**  21,  p.  6;  1880)},  Jean  BeriocUi 


appelle  l'attention  sur  l'identité 


"*/ 


a*  dx      __  a*  log  y'—  1 


2  v/«* — x^     y     /—  I 


-et 


fait  observer  en  même  temps  que  l'intégrale  proposée  est  égale  > 
^  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  a.  Il  s'ensuit  immédiatement  que 

ira»       a*  log  /^        ir  . y . 

-^-  = —  ou  -  =  —  y—  i  log  V  —  I  ;  mais  Jean  Bemoylli 

o  y       ^  —  1  2 

n'a  pas  tiré  lui-même  cette  conclusion,  parce  qu'il  croyait  que  le 
logarithme  de  /— -i  était  o.  G.  Enestaôm  (Stockholm). 

1 

7C 

La  formule  i^=  e  *  a  été  entrevue  par  Jean  Bernoulli,  ainsi  qœ 
nous  le  dit  Euler  (^l/emotre*  de  VAcad.  de  Berlin,  t.  V,  p.  149;  1749): 
«  M.  Bernoulli  ayant  si  heureusement  réduit  la  quadrature  da 
cercle  au\  logarithmes  des  nombres  imaginaires...  cette  belle  dé- 
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couverte,  par  laquelle  il  a  fait  voir  que  le  rayon  est  à  la  quatrième 

partie  de  la  circonférence  comme  ^ —  i  à  log  / —  i .  »  (Gii.  J.  Ber- 
NOULLi,  ŒiivreSy  t.  I,  p.  400;  Lausanne,  174^-)  Dans  la  même 
année  1749»  dans  le  Mémoire  :  Recherches  sur  les  racines  imagi- 
naires des  équations  (Mém,  de  Berlin,  t.  V,  p.  276;  1749),  Euler 

donne   la    formule  (/ —  i)  ~*  =  e  *     (où  \   est    un    nombre 

entier),  et  il  ajoute  qu'elle  «  ...  est  d'autant  plus  remarquable 
qu'elle  est  réelle  et  qu'elle  renferme  une  infinité  de  valeurs  réelles 
différentes;  car,  posant  X  =  o,  on  aura  en  nombres 

e 
(/ l)      ~*   =    0,207895763507...      ». 

(§  97,  Cor.  IV.)  G.  Vacga  (Turin). 

1293.  (1898,  124)  {Hadé),  —  Évaluation  de  l'aire  comprise 
entre  une  circonférence  et  une  ellipse  concentriques.  —  L'aire 
en  question  peut  se  déterminer  par  des  procédés  très  élémentaires. 

Soient  —  -+-  -r^  =  1,  a;*-h^*=  r*  les  équations  respectives  de  l'el- 
lipse et  du  cercle.  Nous  avons  par  hypothèse  a"^  r'^  b.  Soient  : 
A  le  point  d'abscisse  positive  où  la  circonférence  coupe  l'axe  des  ar, 
B  le  point  d'ordonnée  positive  où  l'ellipse  coupe  l'axe  des  ^,  M  le 
point  de  coordonnées  positives  où  les  deux  courbes  se  coupent.  Les 


coordonnées    de    M     sont    x  =  ai/  —: r-y     X  =  ^i/  — 

y  a^~  ù^    -^       y  a 


i /'i 


a^—ù^ 

Tirons  le  rayon  vecteur  OM.  L'aire  0MB,  projection  d'un  secteur 
du    cercle    homographique    de    l'ellipse    considérée,    est    égale    à 

—  (  — arcsin— )>    x    désignant    l'abscisse    de    M,    c'est-à-dire    à 
a\'ia/  ^ 

ab  .        /r-  —  b^  .  r*  y 

—  arcsini/-- — ,— •    L'aire   OMA  est   éffale   à    — arcsin—  ou   à 
2  y    a-  —  6*  °  2  r 

ft  l)     /a- r^ 

—  arc  sin  — i  / —-  La  somme  0MB  -h  OMA  est  égale  à 

•2  ry   a'-—  b^  ^ 

ab  .        //•*  —  b^        /'»  .    b     /a^  —  r* 

--arcsin  4/— -  -\ arcsin-4/  — 7-. 

2  y    a* — b^         2  ry    a^— b^ 

Cette  expression  est  évidemment  le  quart  de  l'aire  totale  cherchée. 
On  peut  remarquer  que  les  aires  0MB  et  OMA  sont  toutes  deux 

égales  à  — arc  sin  4/  j-y  lorsque   l'on  a  r^^ab.  L'égalité  de 

^  2^  y   a-h  b  ^ 
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ces  aires  constitue  une  propriété  simple  et  qui,  peot-élre.  n'a  pas 
été  remarquée.  A.  Bchl. 

M.  J.-J.  DuRAN-LoRiOA  indiqae  une  solution  analogue.  MM.  BABisind 
F.  RocHAT  trouvent  le  résultat  demandé  par  de  très  simples  ioU^tiots. 

1295.  (1898,  125)  (Retali).  —  Bibliographie  des  guartiquesà 
un  seul  point  double.  —  Heerhann  (R.)>  ^*^  Doppeltan^enUn 
der  Curven  4*  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  ProgrammHcrv 
feld,  1882.  —  Wkstropp  Roberts  (W.-R.)»  Some  properties  of  tht 
uninodal  quartic  (Proc,  of  the  Lond.  Math,  Soc,  XXV,  1 31-711 
1894).  —  WiRTiNGKR  (W.),    Ueber  die  Beziehung  der  Kummer 
schen  Flâche  zur  projectiven  Erzeugung  der  ebenen  CuretM 
4-  Ordn,  mit  Doppelpunkt  {Jahresber.  der  deutschen  Matkemati- 
kervereinigung,  IV,  97-99;  1894-95). —  J.  de  \' mrs^  Eenigc  f if t»- 
schappen  der  vlakke  krommen  van  den  vierden  graad  metet* 
dubbelpunt  (iXieuw  Archief  voor  Wiskunde,  2,  III,  ijS-Sq;  iSgôk 

E.  WoLFFiXG  (Stuttgart). 

Hagen  (Synopsis  der  hôheren  Mathematik,  zweitcr  Baad; 
Berlin,  Félix  Dames,  1894,  p.  270)  cite  identiquement  les  mèntî 
Ouvrages  que  ceux  qui  sont  mentionnés  dans  la  petite  notedfb 
page  655  de  l'édition  française  des  Courbes  planes  de  Salmon.  0« 
peut  en  conclure,  il  me  semble,  que  la  liste  des  travaux  se  rappoi^ 
tant  à  ce  sujet,  donnée  par  M.  Retali  dans  sa  question,  est  proba- 
blement à  peu  près  complète;  si  elle  renfermait  desomisHOBS.il 
serait  d'autant  plus  utile  de  les  faire  connaître.  fi.  Braid^ 


1299.  (1898,  126)  (F.  Michel).  —  Désignation  des  diverses  ma- 
chines à  calculer. —  (1898,  240).  —  Je  signalerai  la  machine  <J> 
suédois  Schentz. 

Je  possède  un  opuscule  :  Spécimen  de  Tables  stéréotypées  cti»- 
primées  au  moyen  d'une  machine;  Paris,  Guiraudet  et  Jooai^t 
i858,  in-8^ 

D'après  cette  notice,  cette  machine  se  trouverait  à  l'obserraMirt 
Dudley,  à  Albany  (U.  S.  A.). 

Parmi  les  spécimens,  outre  une  Table  de  logarithmes  à  5  <J«^| 
maies,  figurent  les  5o  premières  valeurs  de  l'expression 

u  =  X*  —  6t*  -i-  1157*  —  6j? 
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et  les  36  premières  de  l'expression 

u  =  x^—  72  a:' -h  1798  a?*  —  18072a? 

et  d'autres  relatives  à  des  calculs  astronomiques. 
Je  tiens  cette  petite  notice  à  la  disposition  de  M.  Michel. 

P.  Gustave. 

MM.  Felt  et  Jarrant,  manufacturiers  à  Chicago  (Illinois),  fabri- 
quent une  machine  à  calculer  qui  exécute  mécaniquement  toutes  les 
opérations  arithmétiques;  elle  est  particulièrement  utile  aux  teneurs 
de  livres,  comptables,  etc. 

E.-B.  EscOTT  (Grand-Rapide,  Mich.) 

1318.  (1898,  172)  (L.  Ripert).  —  Signijicatioii  de  l'équation 
en  S  d^une  conique  rapportée  à  des  coordonnées  barycentriques, 
—  Soient  a:, ^,  z  les  coordonnées  barycentriques  d'un  point  A;  sa 
polaire  par  rapport  à  la  conique  donnée  est  une  droite  À, 

Soit  A'  le  point  isotomiqucment  réciproque  de  A;  il  a  pour  coor- 
données barycentriques  — >  -9  -t  et  sa  transversale  harmonique  est 

X    y    z 

une  droite  A',  Xxi  -h  Yyi  •+■  Zzi  =  o.   Quand  A  et  A'  se  confondent, 

/•'  f         f 

^i»^i> -^i  sont  déterminés  par  les  équations i-^  =  "iAl  =*— 11  =  2S, 

^1        y\         ^i 
S  étant  racine  de  l'équation  du  troisième  degré  proposée. 

Quant  aux  conditions  SA  =  o,  2 (A' A*—  B*)  =0,  elles  n'expri- 
ment qu'une  position  particulière  de  la  conique,  qui  reste  quel- 
conque, par  rapport  au  triangle  de  référence.  En  effet,  la  première 
condition  est  réalisée  pour  un  triangle  quelconque  de  référence 
inscrit  dans  la  conique;  si  alors  on  fait  une  transformation  ortho- 
gonaley  c'est  comme  si  l'on  rapportait  la  même  conique  à  un  autre 
triangle  de  référence  convenablement  choisi  ;  SA  étant  invariant 
reste  nul.  On  raisonne  de  même  pour  S(A'A* — B*)  avec  un  triangle 
de  référence  primitivement  inscrit.  V,  Barbarin. 

L'équation  en  S  considérée  n'est  autre  que  l'équation  en  X  relative 
à  la  conique  considérée  C,  et  à  celle,  T,  dont  l'équation  barycen- 
trique  est  X*-h  Y*-h  Z*=  o.  La  condition  2A  =  o  exprime  que  la 
conique  G  est  harmoniquement  circonscrite  à  F;  la  condition 
2(A'A'' — B*)  =  o,  qu'elle  lui  est  harmoniquement  inscrite.  Soient 
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a  et  a!  les  points  où  une  sécante  quelconque  coupe  G,  6  cl  6'  am 
où  elle  coupe  T,  enfin  m  le  point  où  elle  rencontre  l'une  quekonqBC 
des  trois  cordes  communes  à  C  et  à  F  issues  d'un  même  point 
commun  :  les  trois  racines  de  l'équation  en  S  sont  proportionocUe* 


-  ,  nia.  ma 

aux  trois  valeurs  du  rapport  - 

rnb.nib' 


E.  DUPORCQ. 


R 


1330.  (1898,  "74)-  —  Valeur  minimum  de  —  dans  le  tétraèdre. 

—  Cette  question  a  été  posée  dans  le  premier  Volume  des  S.A.tt 
1842,  sous  le  n°  14,  et  sans  nom  d'auteur;  une  solution  en  acte 
donnée  dans  le  même  Recueil  par  Moret-Blanc  (1894,  p-  9.5*-2;*^- 
L'auteur  établit  simplement  que  ce  rapport  est  minimum  lorsque U 
tétraèdre  est  régulier.  Ce  rapport  est  donc  égal  à  3.       H.  Brocau^. 

1332.  (1898,  194)  (Grip).  —  Point  tel  que  la  somme  des  carrés 
des  perpendiculaires  abaissées'  de  ce  point  sur  les  quatre  c^îés 
et  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  soit  minimale. 

I.  Si  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  M  d'un  plaa* 
un  nombre  quelconque  de  droites  de  ce  plan  est  minimale,  ces  dis- 
tances considérées  comme  des  quantités  dirigées  ont  une  résultante 
nulle. 

II.  Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  distances  à  un  nombre  qoel- 
conque  de  droites  du  plan  aient  une  résultante  parallèle  à  une  direc- 
tion donnée  est  une  droite. 

Construction  de  cette  droite  quand  les  droites  donnéti  u 
réduisent  à  trois. 

1*  Les  droites  données  forment  un  triangle.  Soit  ABC  le  iriançW 
que  forment  les  droites  données,  cherchons  le  point  du  lieu  qui  « 
trouve  sur  le  côté  BC.  Soient  M  un  point  de  BC,  MP,  MQ  se*  div- 
tances  aux  deux  autres  côtés;  si  xy  est  la  direction  donnée,  il  fau- 
dra, M  étant  un  point  du  lieu,  que  les  projections  Mp  et  M^  de  MP 
et  MQ  sur  une  perpendiculaire  à  a-y  soient  égales.  Quand  le  poinlM 
se  déplace  sur  BC,  les  triangles  MP/?  et  MQy  restant  semblables  à 
eux-mêmes,  le  lieu  de  p  est  la  droite  Bp  et  le  lieu  de  q  la  droite 
Cq\  portons  sur  Mçr,  du  coté  opposé  à  Mp,  M/>'=  M/?  et  joignoa? 
Bp    qui  coupe  C<7  en  qi\  par  qi  menons  une  parallèle   à  pq  q* 
coupe   BC   en  Mj,  Mj   est  le  point  cherché;  par  une   construclio» 
analogue,  on  détermine  M»  sur  AC  et   la   droite   Mi^Ij  est  le  \kt 
demandé. 
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3"  Les  droites  données  sont  concourantes  en  O. 

Menons  une  parallèle  quelconque  à  OC  qui  forme  avec  OA  et  OB 
on  triangle  ONR.  Soient  M  un  point  de  cette  parallèle;  MS,  MP, 
MQ  les  distances  de  ce  point  au\  trois  droites;  si  M  est  un  point 
du  lieu,  il  faudra  que  les  projections  Mer,  M/?,  M^  de  ces  distances 
sarztt,  perpendiculaire  à  la  direction  donnée  xy^  satisfassent  à  la 
relation  Mff=  M^-+-  M/?;  le  lieu  de  q^  quand  le  point  M  se  déplace 
sur  NR,  est  la  droite  Ny;  le  lieu  de/?  est  la  droite  R/?;  portons 
jM^'=My,  mais  du  côté  opposé  à  M^;  le  lieu  de  q*  est  la  droite  Ngr'; 
il  suffit  de  placer  entre  les  deux  droites  R/>  et  N^',  parallèlement 
à  zu^  une  longueur /7|^/  =  M(t;  le  point  Mi  ainsi  obtenu  sur  NRest 
un  point  du  lieu.  OMi  est  le  lieu  cherché. 

Pour  construire  le  point  M  tel  que  la  somme  des  carrés  des  sept 
distances  aux  côtés  et  diagonales  d*un  quadrilatère  complet  soit  un 
minimum,  on  pourra  procéder  comme  il  suit  : 

I.  Déterminer  deux  points  de  la  droite  lieu  des  points  tels  que 
leurs  distances  aux  sept  droites  données  aient  une  résultante  per- 
pendiculaire à  la  troisième  diagonale  GE,  par  exemple,  G  étant 
l'intersection  des  côtés  AB  et  CD.  Premier  point,  par  l'intersection 
de  deux  droites  lieux  analogues  pour 

(a)  AB,     BD,     DA, 

(h)  CG,     CF,    CE. 

Deuxième  point,  par  l'intersection  de  deux  droites  lieux  analogues 
pour 

(a)  AB,    AC,     BD, 

(P)  DC,     DE,     CE. 

La  droite  A  joignant  les  deux  points  sera  le  lieu  des  points  tels  que 
leors  distances  aux  sept  droites  aient  une  résultante  perpendiculaire 
&GE. 

II.  Déterminer  deux  points  de  la  droite  lieu  des  points  tels  que 
leurs  distances  aux  sept  droites  aient  une  résultante  perpendiculaire 
\  AG,  par  exemple. 

Premier  point,  par  l'intersection  de  deux  droites  lieux  analogues 
pour 

y)  CA,     CB,     CG, 

\b')  DH,     DE.     EH. 
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Deuxième  point,  par  rintersection  de  deux   droites  lieux  ana- 
logues pour 

(a)  AF     FH,     HB, 

(p')  DG,     CE,     ED. 

La  droite  A'  joignant  ces  deux  points  sera  le  lieu  des  points  tels  qie 
leurs  distances  aux  sept  droites  aient  une  résultante  perpendicalaire 
à  AG. 

Le  point  M  d'intersection  des  deux  droites  A  et  A'  répond  à  la 
question,  car  la  résultante  des  sept  perpendiculaires  abaissées  de  M, 
devant  être  à  la  fois  perpendiculaire  à  EG  et  à  AG,  est  nulle. 

EsPa.NET. 

D'une  manière  générale,  étant  données  dans  un  plan  des  droites 
en  nombre  quelconque,  on  pourra,  ainsi  qu'il  suit,  constraire  le 
point  m,  tel  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  poial 
aux  droites  données  soit  minimum.  Soient  a,  ^  et  y  les  barjcentrei 
des  projections  sur  les  droites  données  de  trois  points  quelconques, 
a,  b  et  c.  Désignons  par  i  le  point  où  se  coupent  bc  et  Pf.  et  pan' 
celui  où  se  rencontrent  les  parallèles  à  ces  droites  menées  respec- 
tivement par  les  points  a  et  a.  On  définit  de  même  les  points  i  eu, 
3  et  3'.  Les  trois  droites  ii',  aa'  et  33'  concourent  en  m. 

E.    DCPOBCQ. 

133i.  (1898,  194)  {Noël),  —  Propriétés  générales  du  trian^U^ 
—  Les  propriétés  suivantes  sont,  par  calcul  barycen trique,  d'«i< 
démonstration  immédiate  : 

1°  Toute  hyperbole,  circonscrite  au  quadrangle  ABCG.  G  cUbJ 
le  barycentre  du  triangle  ABC,  est  conjuguée  au  triangle  A'B'C. 
complémentaire  de  ABC;  son  centre  est  sur  Tellipse  de  Steiser. 
inscrite  à  ABC  et  circonscrite  à  A'B'C. 

•1"  Corrélalivement,  toute  parabole  inscrite  à  ABC  (ou  cooiqae 
inscrite  au  quadrilatère  abcî,  £  étant  la  droite  de  Tinfîni)  est  coija* 
guée  au  triangle  A'B'C,  anticomplémentaire  de  ABC;  sa  poiaireèi 
barycentre  touche  Tellipse  de  Steiner  circonscrite  à  ABC  ei  inscriw 
à  A'B'C. 

3**  Réciproquement,  toute  conique  circonscrite  à  ABC  et  coûja* 
guée  à  A'B'C  est  une  hyperbole  passant  par  G;  toute  conique  il- 
scrite  à  ABC  et  conjuguée  à  A'B'C  est  une  parabole. 

L.    RiPEftT. 
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SI,  en  coordonnées  barycentriques,  l'équation  de  la  conique  est 

ABC 

— ^-  q  H —  =  o,  la  condition  de  passage  par  G  est  A  -h  B  -h  C  =  o. 

Cette  condition  caractérise  un  groupe  de  coniques  qui  jouissent 
évidemment  de  propriétés  communes,  en  nombre  indéfini,  qu'on 
obtient  en  cherchant  les  lieux  de  points  ou  enveloppes  de  droites  ou 
courbes  liées  à  la  conique  et  en  tenant  compte  de  cette  condition. 
Aittsi,  on  vérifie  aisément  les  propriétés  suivantes  :  i°  toutes  les  co- 
niques passant  par  G  et  circonscrites  sont  des  hyperboles;  2**  toutes 
ces  coniques  ont  leur  centre  sur  l'ellipse  de  Steiner  maximum  inscrite 
dans  le  triangle,  ellipse  qui  a  pour  centre  G  et  qui  est  tangente  aux 
côtés  en  leurs  milieux;  3"  les  transformées  par  points  réciproques 
de  ces  coniques  sont  des  droites  passant  par  G;  par  points  inverses, 
ce  sont  des  droites  passant  par  le  point  de  Lemoine. 

J.-J.  DuRAN-LoRiGA  (La  Go  rogne),  A.  BouTiN. 

1341.  (1898,  195)  (Ed.  Schmidt).  —  Ces  intégrales  se  trouvent 
dans  Sammlung  von  Formeln  etc.,  von  D*^  W.  Laska;  Braun- 
schweig,  Vieweg,  1888-1894,  avec  la  mention  :  Nur  durch  Reihen 
darstellen,  c'est-à-dire  représentables  seulement  au  moyen  de  séries, 
p.  196  et  199.  Ch.-ë.  Caspari. 

1354.  (1898,  10.0)  {Alpha),  —  Résoudre  r  -\-pt  —  qs  =  o.—  L'é- 
qaation  du  second  ordre  r-\-pt  —  ^5  =  0  est  une  de  celles  aux- 
quelles j*ai  appliqué  la  méthode  de  M.  Darboux  {Équations  du  se- 
cond ordre,  t.  II,  p.  i25).  Elle  peut  d'ailleurs  s'intégrer  de  bien 
d'autres  façons.  L'intégrale  générale  est  donnée  par  les  formules 

ar=-ç'(a)-4-'(p), 

>'  =  a9'(a)-.p'(a)  +  p4,'(P)-f(P), 
z  =■  a'ç'(a)  —  iol^'{ol)  -+-  aç(a) 


Les  surfaces  représentées  par  ces  formules  sont  des  surfaces  de 
translation  dont  on  peut  trouver  .la  définition  géométrique  sui- 
vante : 

Soient  (F),  (T')  deux  courbes  gauches  dont  les  tangentes  sont  pa- 
rallèles aux  génératrices  du  cône  j^'-+-ar5  =  o;  imprimons  à  la 
courbe  (F)  un  mouvement  de  translation,  de  façon  que  l'un  de  ses 
points  décrive  la  courbe  (F').  La  surface  décrite  répond  à  la  question. 
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A  ces  surfaces,  il  faut  ajouter  les  développables  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  celles  du  cône  y- -{- xz  =  o. 

N.  B.  —  Dans  les  formules  (i),  a  et  ^  désignent  deux  variables 
auiLiliaires,  «p(a)  et  ^'(P)  deux  fonctions  arbitraires. 

K.  GoCRS«&T. 

Si  Ton  fait  le  changement  de  variables 


(I) 

et  si  l'on  pose 


X  =  r\-\-  izx 


z  =  Xx 


P\ 


dzi 


Çi  = 


àzi 


dxi        '^'~   dy 
l'équation  proposée  devient 


'•1  = 


Ixi 


5i  = 


Oxi  dy 


/i  = 


(i  -h  7Î)/-i—  î>./?i  ^1^1  -+-  (1  -h/>î)^  =  o, 

qui  est  l'équation  des  surfaces  minima.  De  l'intégrale  générale  do 
surfaces  minima  on  déduit,  à  l'aide  de  (i),  que  les  surfaces  iaié- 
grales  de  l'équation  proposée  sont  des  surfaces  de  translation. 

J'ajoute  les  remarques  suivantes  :  L'équation  proposée  montre  qM. 
sur  toute  surface  intégrale,  les  courbes  définies  par 

(2)  dy^ -h  q  dx  dy -^ p  dx^  =  o 

sont  conjuguées.  Or  (2)  peut  s'écrire 

dy^  ■+-  dx  dz  =  o  ; 

donc  les  tangentes  à  ces  courbes  conjuguées  rencontrent  une  mimt 
conique  située  dans  le  plan  de  l'infini.' 

Il  suffît  donc  de  faire  la  substitution  (1)  pour  que  cette  cADii|ac' 
devienne  le  cercle  imaginaire  et  que,  par^conséquent,  les  surfaces 
intégrales  se  transforment  en  des  surfaces  minima. 

Pour  plus  de  détails  sur  les  équations  de  la  forme 

H(/?,  g)r-^2K(p,  q)s-hL(p,  q)t  =  o, 

dont  les  intégrales  sont  des  surfaces  de  translation,  voir  GorKSif 
(Equations  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre,  vol.  !• 
p.  ii5);  S.  Lie  et  Schkffers (Géométrie  der  BerUhrungstrans/^r^-i 
mationen,  p.  376).  G.  Tzitzbica  (Bucbarest). 
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QUESTIONS. 


160.  [D3ba]  (1894,  90)  Étant  donné  un  développe- 
ment taylorien 

y  —  aQ-¥-  aix  -h. .  ., 

trouver  la  loi  des  coefficients  a  de  manière  que  y  soit  algé- 
brique en  X,  Pour  préciser,  il  doit  exister  un  polj^nome  de 
degré  fini 

tel  que  l'expression  /(x,  ao-\- a^ûc -h -- .)  soit  identique- 
ment nulle. 

Je  crois  que  la  question  n'a  pas  encore  été  résolue.  Peut- 
être  les  derniers  travaux  de  M.  Hadamard  (Thèse  inaugurale 
et  Mémoire  couronné,  1892),  sur  le  développement  taylorien 
des  fonctions,  donnent-ils  une  idée  du  mode  de  recherclies  à 
employer.  Léon  Autonnk. 

162.  [ M^ 4]  (1894,9 1)  Soient  dans  la  notation  usuelle 
y  et/'  deux  quadriques  ;  S  la  figure  réciproque  de/'  par  rap- 
port à/;  S'  la  figure  réciproque  de /par  rapport  à/';  0  et  6' 
les  deux  invariants  communs.  Par  exemple 

/—  x*-\-y^-^  z^-^  w^t 
f  —  ax^  -h  by^  -H  cz^  -h  dw^, 
S  r=Za'^x^,         S'r.^I.bcdxi, 
0  =  2a,  ^'rr-.Zbcd; 

la  surface  tétraédrale  du  quatrième  degré,  représentée  par 

?^  (  S/'  -  S'/)  4-  e'/2  -  0/»  -  o, 

sera  un  combinant  du  faisceau/  -r-  t/^. 

Jnterm . ,  VI  (  Février  1 899  ) .  '^ 
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Pourrait-on  me  dire  si  l'on  a  déjà  étudié  les  propriété* 
remarquables  de  cette  surface  par  rapport  aux  quadriques  du 
faisceau  et  à  la  base  biquadratique? 

J.-C.  Kl  L'Y  VER  (Levde  . 

165  [03e]  (1894,  92)  Étudier  les  courbes  dont  If- 
deux  courbures  sont  liées  par  une  équation  du  second  desré. 

CesÀro  (Napleçi. 

1441.  [K13c]  Le  problème  qui  consiste  à  construire 
un  polygone  inscriptible  avec  n  côtés  donnés  n'est  pas  un  df 
ceux  qui  se  résolvent  élémentairement;  mais  on  saitqnew 
problème,  du  moins,  si  chacun  des  côtés  donnés  est  plu* 
petit  que  la  somme  des  autres,  admet  toujours  une  solution 
réelle,  le  plus  grand  des  polygones  que  l'on  peut  formtr 
avec  les  côtés  donnés  étant  nécessairement  inscriptible. 

Voici  un  problème  analogue  qu'il  serait  sans  doute  inlé- 
ressant  d'étudier  au  point  de  vue  de  la  réalité  des  solu- 
tions : 

On  donne  un  prisme  à  n  faces  latérales^  sur  les  arête* 
duquel  sont  pris  respectivement  n  points,  qui  sont  les  som- 
mets d'un  polygone  gauche  de  n  côtés  tracé  sur  la  surface 
prismatique.  On  suppose  que  le  prisme  est  articulé,  c'est- 
à-dire  peut  se  déformer  de  manière  que  les  différentes  s«- 
tions  droites  se  déforment  à  la  façon  de  polygones  articulés, 
et  l'on  demande  d'opérer  cette  déformation  de  manière  q« 
le  polygone  devienne  plan. 

Ce  problème  n'est  pas  quadratique,  et  cela  dès  lecasdij 
quadrilatère  ;  à  l'inverse  du  premier,  il  n'est  pas  toujours  pos- 
sible, comme  on  s'en  convainc  aisément  en  discutant  le  ctf 
d'un  quadrilatère  dont  deux  côtés  sont  perpendiculaires  ittij 
arêtes.  Il  y  aurait  lieu  de  rechercher  les  conditions  de  pos-j 
sibilité  et  d'étudier  en  particulier  les  polygones  limites  poerj 
lesquels  le  problème  est  possible,  touten  nel'étant/^/f/^^i 
des  polygones  infiniment  voisins.  J.  Hadâmard. 

1442.  [N'a]     Le    problème    des  connexes    conjupià 


I 
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tel  qu'il  a  été  posé  par  Clebsch,  et  auquel  nous  avons  con- 
sacré un  petit  travail  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathém,  et  astron.  (2*  série,  t.  IV;  1880),  n'est  pas 
encore  résolu  d'une  manière  complète.  Ce  problème  con- 
siste à  trouver  quelles  sont  les  singularités  nécessaires  à 
deux  connexes  conjugués  et  à  exprimer  par  des  formules 
les  lois  d'après  lesquelles  ces  singularités  se  distribuent  dans 
deux  connexes  conjugués.  Il  n'est  pas  à  douter  que  l'étude 
de  ce  problème  conduira  à  des  résultats  fort  intéressants. 

Cyp.  Stéphanos  (Athènes). 

1443  [V9]  Il  serait  bon  de  renseigner  les  lecteurs  de 
V Intermédiaire  sur  l'étal  des  travaux  du  comité  d'organisa- 
tion du  Congrès  international  des  Mathématiciens  qui 
doit  avoir  lieu  à  Paris,  en  1900. 

La  présente  demande  a  pour  but  essentiel  de  séparer  cette 
question  de  celle  qui  porte  le  n®  212,  et  à  laquelle  ont  été 
rattachées  jusqu'ici  toutes  les  indications  sur  les  Congrès 
internationaux.  Milèse. 

1444.  [Jlç]  Un  nombre  a^a^'-an  est  écrit  dans  le 
système  de  numération  binaire,  de  sorte  que  tous  les  chiffres  a/ 
sont  des  1  ou  des  o;  pour  chacun  des  nombres  ai ,  ai  as,  .  • ., 
aiao.-.a/i,  on  évalue  la  différence,  positive  ou  négative, 
entre  le  nombre  des  i  et  celui  des  o,  ce  qui  donne  81 ,  82,  ... , 
Ofl.  On  prend  :  1°  la  valeur  absolue  8  de  8„  ;  2°  la  valeur 
absolue  A  la  plus  grande  de  tous  les  8/;  3**  la  somme  E  des 
valeurs  absolues  du  plus  grand  8/  positif  et  du  plus  grand  8, 
négatif. 

Cela  posé,  je  désirerais  connaître,  pour  les  nombres  de  n 
chiffres,  depuis  00 . .  .0  jusqu'à  1 1 . . .  i ,  les  rapports  des  trois 
nombres  So,  SA,  SE,  les  signes  de  sommation  2  s'étendant 
à  tous  ces  nombres  de  n  chiffres;  et  savoir  vers  quelles 
limites  tendent  ces  rapports  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment. 

Par  exemple,  pour  n  =  3,  on  trouve  que  S8,  SA,  SE  sont 
proportionnels  à  6,  7,  8;  pour  n=  4>  ils  sont  proportionnels 
à  12,  17,  19;  on  le  vérifiera  sans  nulle  peine. 
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Pour  achever  d'éclaircir  les  définitions  ci-dessus,  soit  U 
nombre  iiioooooi;  les  S/  successifs  sonti,2,3,  a,  i,o,  — i. 
—  '2j—  r  ;  donc,  pour  ce  nombre,  8  =  i,  A  =  3,  E  =  5. 

Arwous  de  Rivière. 

1443.  [Bla]     L'expression 


y— Xi      y—}\ 

—(j;  — J7,)  0 

o  0 

-  i  c—x^) 


X 


o 
o 
o 


o 

0 


o 

*»    ^ 

0 

o 
o 


o 
o 


o 


o 


-{x—x^) 


ax  -i-  hy  —  c: 
eux  —  ^sî— cj;- 


o 
o 


z  —  z^ 
o 

\y~yù  «ijr-+-6^~fj5 


où  Xo,j^o,  ^0,  -2:4,^^1,2,,  a,b^., .,  C5,rf5  sont  des  constantes 
déterminées,  est-elle  susceptible  d'être  transformée  en  on 
déterminant  du  troisième  ordre  dont  chaque  élément 
dx^  iV  H-  Y^  -i-  8  soit  linéaire  en  x,  y,  z,  les  a,  p,  y  éuni 
d'ailleurs  des  fonctions  quelconques,  mais  rationnelles 
oe  Xo,yQy  Zq^  . . .,  c^^d^?  R.  ©e  Moktessxts. 

1446.  [M*5h]  J'ai  étlidié  un  point  remarquable  do 
plan  d'une  cubique;  ce  point  est  celui  qui  a  pour  cooiquc 
polaire  un  cercle;  il  jouit  de  quelques  propriétés  déduites  de 
la  précédente  et  devient,  quand  la  cubique  dégénère  en  trois 
droites,  le  point  de  Lemoine  du  triangle  formé  par  ces  trois 
droites.  Un  correspondant  peut-il  me  dire  si  ce  point  a  été 
étudié,  où  et  par  qui?  Stuyvaert   (Gand). 

1447.  [V9]  Je  désirerais  connaître  les  recueib  de 
Problèmes  d'Arithmétique  pour  renseignement  secondaire, 
publiés,  soit  en  France,  soit  à  l'étranger,  avec  les  indications 
bibliographiques  nécessaires  pour  mêles  procurer. 

Albus. 

1448.  [  V9]  Le  second  volume  de  V Algèbre  supérieure 
de  H.  Weber,  promis  par  l'auteur  même  à  la  préface  da  pre- 
mier volume,  a-t-il  déjà  paru  et  sera-t-il,  aussi,  traduit  en 
français?  Mehmed  Émike   ( Constantin ople). 
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1449.  [V]  Un  correspondant  peut-il  me  donner  des 
détails  sur  la  vie  et  les  travaux  de  l'astronome  Pigott?  N'y 
a-l-il  pas  deux  astronomes  de  ce  nom?  sont-ils  parents? 

Henry  Bourget. 

1450.  [Rie]  Il  serait  intéressant  d'imaginer  un  appa- 
reil à  tiges  articulées,  simple  et  pratique,  tel  que,  l'un  de  ses 
points  M  ayant  pour  coordonnées  polaires  p  et  6,  un  autre 
point  M'  ait  pour  coordonnées  p^  et  2O.  On  réaliserait  ainsi 
la  correspondance  Z=5*,  Z  et  5  désignant  les  affixes  des 
points  M'  et  M.  Parmi  les  applications  possibles  d'un  pareil 
transformateur,  je  signalerai  seulement  les  suivantes  : 

En  faisant  décrire  à  M  une  ligne  droite,  on  aurait  pour 
lieu  de  M' une  hyperbole  équilatère;  en  faisant  décrire  à  M' 
une  parallèle  à  l'un  des  axes  de  coordonnées,  on  aurait  pour 
Heu  de  M  une  parabole.  Colonel  Néru, 

1451.  [Q4a]  Étant  donnée  une  surface  n'admettant  pas 
de  sections  planes  composées  de  courbes  séparées,  on  y  trace 
une  figure  linéaire  fermée  unicursale  (unifuniculairc);  on 


considère,  dans  cette  figure,  toutes  les  mailles  simples 
(celles  qui  n'ont  pas  de  carrefours  dans  leur  intérieur)  en 
épuisant  dans  ces  mailles  tous  les  segments  linéaires.  On 
aura  toujours  deux  systèmes  de  mailles  simples  :  les  pre- 
mières qu'on  peut  signaler  en  les  noircissant;  les  autres 
restant  blanches. 

Etant  donnés  ou  connus  les  éléments  déterminants  de  la 
figure  :  nombre  total  de  mailles  (blanches  et  noires),  nombre 
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et  classe  des  carrefours,  etc.,  je  désire  connaître  une  cv 
pression  générale  de  la  différence  entre  le  nombre  des 
mailles  noires  et  blanches. 

J'ai  fait  beaucoup  d'essais  sur  cet  important  problème  d< 
la  Géométrie  qu'on  pourrait  appeler  anamétrique  {  Topo- 
logie  de  Listing)  et  je  le  crois  à  peu  près  insoluble,  la 
procédés  pour  exprimer  symboliquement  la  situation  (ks 
éléments  anamétriques  de  ces  figures,  sont  toujours  très 
compliqués,  et  il  m'est  presque  impossible  de  m'affranchir 
de  la  condition  physique  ou  empirique  de  ces  figures  inté- 
ressantes. Si  je  ne  me  trompe,  nous  avons  ici  un  aotr* 
argument  (après  celui  qu'on  tire  du  célèbre  poslulalo» 
d'Euclide)  pour  assurer  que  la  Géométrie,  même  la  plw 
abstraite,  l'anamélrique,  est  une  science  expérimentale.  H  j 
a  des  cas  où  l'on  peut  résoudre  ce  problème  avec  des  lo^ 
mules  intéressantes,  faciles  à  trouver;  mais  la  solution  d« 
problème  général  que  je  propose  se  dérobe  toujours  :^o* 
en  le  traitant  par  des  raisonnements  simples,  soit  en  iabo^ 
dant  par  des  moyens  symboliques  plus  compliqués. 

S.   DE  LA  Campa  (Ceuta  . 

1452.  [Q4a]  On  se  donne  une  figure  A  fermée  «j 
cercle,  un  polygone  quelconque).  Dans  l'intérieur  de  celle' 
figure,  on  place  des  cercles  ou  des  figures  B  égales,  de  sorte 
qu'aucune  n'empiète  sur  l'intérieur  d'une  autre.  On  propose 
de  déterminer  le  nombre  maximum  de  figures  B  qn<»j 
peut  placer  au  dedans  de  A. 

Même  problème  pour  l'espace. 

S.  DE  LA  Campa  (Ceuta;. 

1453.  [Clb]     Étant  donnée  la  fonction  ^  =/(j 
dérivées  -~  ,  -^  ,    •  •  •    sont    des     fonctions     parfaileoK 

définies  et  déterminables  en  général.  Je  sais  qu'il  a  été  fi 

des  travaux    (par  Liou ville,   je  crois)  sur  les   dérivées 

1 

indices  fractionnaires,  telles  que  — ^>  par  exemple.  Je  d< 

dx^ 
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ferais  savoir  s'il  y  a  eu  des  tentatives  ayant  pour  objet  d'in- 
terpréter la  fonction  ^-~  quand  n  prend  des  valeurs  quel- 

Iconques,  commensurables  ou  non,  positives  ou  négatives, 
iéelles  ou  imaginaires,  de  manière   à    établir  une   entière 

continuité  de  cette  fonction  -,-- • 

S.  nE  LA  Campa  (Ceuta). 

il54.  [L'9]     La  considération  de  Taire  de  la  développée 
Me  Fellipse  conduit  à  l'intégrale 


Je  désirerais  avoir  une  démonstration  simple  de  la  valeur  de 
celle  intégrale.  E.-N.  Barisien. 

1435.  [B3a]  Peut-on  avoir,  sous  une  forme  simple,  le 
résultat  de  rélimination  de  cp  entre  les  deux  équations 

A  sin*c5  —  2B  sino  coscd  —  C  cos^ç  -  -  2D  sino  -h  'iE  coso  -\-  F  —  o, 
A'sin*ç-r-2B'  sino  coscp  h- G'  cos^o  -r-9.D'  sinç-H*;»  E'  cos<p  h-  F'  =0. 

Ce  genre  d'élimination  se  rencontre  fréquemment  dans  des 
recherches  de  lieux  géométriques  concernant  Tellipse. 

E.-N.  Barisien. 

14o6.  [M*8aa]  La  question  H06  (1897,  170)  de  M.  A. 
Boulin  et  la  réponse  à  cette  question  par  M.  V.  Retali 
(1898,  68)  m^ont  suggéré  les  réflexions  suivantes  pour  les- 
quelles je  serais  désireux  d'avoir  une  réponse  : 

i**  La  solution  élégante  de  M.  Retali  étant  purement  géo- 
métrique, pourrait-on  avoir  un  aperçu  de  la  solution  analy- 
tique (je  veux  dire  plutôt  la  solution  parle  calcul),  laquelle 
paraît  très  compliquée? 

2''  Cette  solution  est-elle  applicable  au  problème  analogue 
relatif  à  la  développée  de  V ellipse,  courbe  qui  offre  de 
grandes  analogies  avec  Vastroïde? 

3**  La   réciprocité  projective  indiquée  aussi  dans  la  ré- 


poDse  de  M.  Ketali,  entre  la  lemniscale  tfe 
l'aslroïde,  se  modifie-l-elle  lorsque  la  lemaii 
noulli  devient  une  cardioïde?  E.-N, 

1*37.  [K5d]  A-l-on  étudié  les  triangles 
fuis  même  périmètre  et  même  surface  et  conni 
propriétés  communes  à  ces  triangles,  en  deh 
quences  immédiates,  comme  d'avoir  même  i 
cercle  inscrit?  E.-N. 

14o8.  [S2ea]  Quelle  doit  être  en  mètrei 
face  d'appui  d'un  aéroplane  de  P''*  pour  qu 
licate  soil  faible? 

1459.  [V9]  Dans  l'Introduction  des  Ré 
thématiques  de  E.  Lucas,  on  lit  que  M. 
démoniré  que  le  produit  de  deux  sommes  de 
pas  une  somme  de  2"  carrés  pour  n  ]>  3.  Où 
dëmoastration?  G. 

1460.  [B3b]  Si  f{x)  est  développable 
ronne  circulaire  ayant  l'origine  pour  cenire,  < 


r  et  r'  ayant  des  valeurs  convenables. 
On  a 


^^m^ 


Que  signifie  le  second  membre  de  (1)  quar 
Quelle  e;^t  la  manière  la  plus  simple  de  calci 
cieots?  À 
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RÉPONSES 


3.  (1894,  i).—Sur  un  problème  dont  Leibniz  s*  est  occupé,  (i%9A, 
39,55,  i35). —  On  se  rappelle,  sans  doute,  que  MM.  Lemoine  et 
Gino-Loria  nous  ont  fait  connaître  un  passage  de  Leibniz,  prouvant 
que  ce  problème  avait  déjà  fait  l'objet  des  méditations  de  ce  savant. 
Je  voudrais,  aujourd'hui,  tirer  de  l'oubli  un  véritable  petit  Mémoire, 
cette  fois,  écrit  sur  le  même  sujet  par  l'un  des  plus  illustres  contem- 
porains de  rinventeur  du  Calcul  différentiel.  Beaucoup  de  mathéma- 
ticiens savent-ils,  en  effet,  que  Jacques  Bernoulli  a  publié,  dans  la 
livraison  du  17  novembre  1687  des  Acta  eruditorum  Lipsiœ,  un  ar- 
ticle de  six  à  sept  pages  intitulé  :  Solutio  algebraica  problematis 
de  quadrisectione  trianguli  scaleni  per  duas  normales  rectas  : 
auctore  J,  Bernoulli  math, prof ,  in  Academia  Basileensi?  (p.  617- 
623").  Ce  titre  l'indique,  il  s'agit  bien  là  d'une  solution  anticipée  du 
problème  posé,  près  de  deux  cents  ans  plus  tard,  dans  le  Traité  de 
Géométrie  de  MM.  Rouché  et  de  Comberousse. 

Bernoulli  débute  en  ces  termes,  que  je  traduis  littéralement  du 
latin  :  a  Ce  problème,  dit-il,  qui  a  occupé,  il  n'y  a  pas  fprt  long- 
temps, le  plus  grand  mathématicien  de  ce  siècle;  (c'est  Leibniz,  que 
Bernoulli  désigne  ainsi),  lui  a  réussi,  entends-je  dire,  d'une  manière 
si  peu  conforme  à  ses  désirs,  qu'il  s'est  élevé,  si  je  me  souviens  bien, 
au  delà  du  quarantième  degré.  Il  est  permis  de  le  croire.  Pourtant 
j'ai  trouvé  qu'on  peut  le  ramener  au  huitième  degré;  j'ai  donc  cru 
bon,  pour  qu'on  vit  la  raison  d'une  si  grande  différence,  de  publier 
la  \o\e  que  j'ai  suivie  pour  l'analyser.  » 

Le  lecteur  remarquera  cependant,  que  dans  le  passage  cité  par 
M.  Gino-Loria,  Leibniz  ne  parle  pas  d'équation  du  quarantième 
degré,  mais  qu'il  dit,  lui  aussi,  que  le  problème  se  ramène  à  la  ré- 
solution d'une  équation  du  huitième  degré.  H.  Braid, 

i8.  (1894,  19)  (A.  DE  Rivière).  —  Arrangements  de  deux  objets 
n  à  n  (1S94,  107).  —  Nous  signalons  à  nos  lecteurs  une  solution  due 

2. 
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à  M.  W.  Mantel,  parue  au  t.  I  (1895)  des  NUuw  Archief  voor 
Wiskunde  et  basée  sur  les  résidus  de  suites  récurrentes  après  dÎM- 
sion  par  un  nombre  premier  jd.  La  Rédaction. 

83.  (1894,  34;  1898  121)  (M.  d'Ocagne).  —  (1898,  199,  aSo).  - 
Note.  —  Je  ferai  remarquer  que  les  conditions,  très  intéressantes 
d'ailleurs,  obtenues  par  M.  Duporcq,  dans  le  Bull,  des  Se,  matk^ 
(t.  XXII,  p.  287;  nov.  1898)  sont,  au  point  de  vue  de  la  question  qut 
j'ai  posée,  suffisantes  mais  non  nécessaires.  Elles  permettent^  si 
Ton  représente  par  A  un  déterminant  de  la  forme  indiquée  dans 
renoncé,  de  reconnaître  si  une  /onction  F  {x,  y^js)  peut  se  mettre 
sous  la  forme  A,  et  non  si  une  équation  F  =  o  peut  se  mettre  sons 
la  forme  A  =  o.  Si  le  premier  membre  de  cette  équation  pent  être 
transformé  en  A,  les  conditions  de  M.  Duporcq  suffisent,  mais  il  se 
peut  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  et  pourtant  que  l'équation,  nuiltipliét 
par  un  facteur  convenable,  soit  susceptible  de  revêtir  la  forme 
A  =  o.  La  question  83,  que  j'ai  posée  dans  V Intermédiaire,  reste 
donc  encore  à  résoudre.  M.  d*Ocagnb. 

84.  (1894,  35)  (E.  Lucas)  (1894,  2i5).  —  Solution  de  la  ques- 
tion du  taquin  général,  —  Le  taquin  général  se  compose  :  f*"  d'oa 
contour  Q  contenant  q  cases;  2°  d'un  pont  R  contenant  (r  1-1)  cases 
dont  la  dernière  V  est  vide;  3*  d'un  contour  P  contenant/?  case*.  Je 

Fig.  I. 

V 


if*i 


q*r»p 


mets  au  hasard  ^  -4-  r  -4-  /?  pions  sur  les  cases  autres  que  V.  S'ih 
forment  une  permutation  de  première  classe,  il  est  toujours  pos- 
sible de  les  replacer  dans  l'ordre  naturel,  et  il  ne  Test  pas  si  la  per- 
mutation est  de  deuxième  classe.  Je  commence  par  remettre  en  place 
les  p  pions  du  contour  P  et  le  pion  i,  ce  qui  est  facile.  Les  pions 
restants  forment  un  circuit  fermé;  on  peut  amener  tel  pion  déter^ 
miné  sur  une  case  quelconque  de  ce  circuit,  mais  on  ne  peut  pas 
changer  l'ordre  des  pions,  sans  toucher  à  ceux  du  contour  P. 
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Je  permute  les  pions  {q  -h  r  -i-i)  et  (^  -4-  r  -h  3),  ce  qui  amène  la 
permutation  des  pions  placés  sur  les  cases  q  et  (ç'  ^-i).  Puisque  je 
peux  permuter  deux  pions  voisins,  il  est  évident  que,  par  des 
échanges  successifs,  je  peux  remettre  en  ordre  tous  les  pions  du  cir- 
cuit. Gomme  les  deux  permutations  (initiale  et  finale)  sont  de  même 
classe,  il  aura  fallu  un  nombre  pair  d^échanges  et,  par  suite,  les 
pions  (q  -h  r-hi)  et  {q  ~r-  r  -^3)  se  trouvent  ramenés  à  leur  place. 
Le  problème  est  résolu. 

Un  seul  cas  d'exception,  c'est  quand  les  contours  P  et  Q  ont,  l'un 
et  l'autre,  deux  pions  seulement.  Il  est  alors  préférable  de  permuter 
les  deux  pions  de  P  quand  r  est  impair. 

Application  au  taquin  dans  lequel  q  h-  r  =  6. 


Supposons  que,  après  avoir  mis  en  place  les  pions  7,  8,  9,  on  ait 
la  permutation  de  première  classe 

I  9.  5  6  4  3  7  8  9. 

Les  permutations  successives  de  7  et  9  donnent 

132564987 
123564789 
123546987 
123456789. 

Pour  permuter  les  pions  (^-f-r-+-i)et(^-l-r-i-3),  je  fais  un 
tour  direct  (sens  contraire  à  la  marche  des  aiguilles  d'une  montre) 
dans  le  circuit  PR,  deux  tours  directs  dans  le  circuit  QP,  un  tour 
rétrograde  dans  PR,  un  tour  rétrograde  dans  QR,  un  tour  rétro- 
grade dans  QP  et  un  tour  rétrograde  dans  PR.  (C'est  presque  aussi 
long  à  écrire  qu'à  exécuter.)  H.  Delannoy. 

143.  (4894,  85;  1898,  i65)  (H.  Léauté).  —  La  flexion  d'une  plaque 
élastique  a  été  étudiée  par  Navier  dans  un  Mémoire  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences  le  24  avril  1820.  (Un  exemplaire  autogra- 
phié  de  ce  Mémoire  se  trouve  à  la  Bibliothèque  de  l'École  des  Ponts 
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et  Chaussées.)  Navier  considère  en  particulier  le  cas  d'une  plaque 
rectangulaire  horizontale  posée  sur  un  cadre  fixe  et  supportant, 
outre  son  poids  propre,  une  charge  qui  peut  varier  d'un  point  à 
l'autre. 

La  question  a  été  reprise  par  Saint-Venant  dans  Tune  des  Notes 
ajoutées  par  lui  à  la  traduction  française  du  Traité  de  Vélasticité 
de  Clebsch  (Paris,  i883). 

Lorsque  la  plaque  est  carrée,  on  arrive  à  ce  résultat  curieux  que, 
si  l'épaisseur  est  donnée  et  si  l'on  néglige  le  poids  de  la  plaque  pour 
ne  considérer  que  l'effet  d'une  charge  uniforme  répartie  sur  toute  la 
surface,  la  charge  totale  capable  d'amener  la  rupture  est  indépen- 
dante de  la  grandeur  de  la  surface.  Ce  théorème  a  d'ailleurs  été 
énoncé  dès  1740  par  Mariotte.  L.  Lecornu. 

289.  (1894,  i54)  (/.  Loguist).  —  Polynômes  premiers  ou  com- 
posés. —  11  me  semble  que  les  éléments  d'une  réponse  à  cette 
question  se  trouveraient  dans  un  article  de  M.  H.  Laurent  : 

Reconnailre    si    un    polynôme    à   plusieurs    variables   peut   être 

décomposé  en  facteurs  entiers  {N,  A.,  1893,  3i5-32i). 

H.  Brocabd. 

360.  (1894,  2i3)  (E.  Golrsat).  —  (1895,  232;  1896,  179,  m6; 
1898,  222,  25i).  —  Gomme  M.  Lemoine  l'a  remarqué  (1898,  25i),  je 
n'ai  voulu  démontrer  l'inexactitude  du  théorème  de  Tait  que  dans  le 
cas  général.  Pour  le  cas  signalé  par  M.  Brocard  (1895^  232),  je  ne 
sais  pas  si  le  théorème  est  exact  ou  non;  certainement,  dans  ce  cas 
(celui  où  les  lignes  ne  se  rencontrent  que  dans  les  points  fondamen- 
taux), le  théorème  est  une  conséquence  directe  du  théorème  des 
quatre  couleurs,  mais  ce  théorème  n'est  pas  démontré,  comme  Ta 
remarqué  M.  de  la  Vallée-Poussin  (1896,  ï8o)  et  autres  auteurs;  je 
peux  même  dire  que  M.  Kempe  n'a  qu'effleuré  le  problème;  il  a 
commis  son  erreur  justement  là  où  les  difficultés  commencent. 
Peut-être  les  quelques  remarques  suivantes  intéresseront-elles  les 
lecteurs. 

Sans  restreindre  la  généralité  du  problème,  on  peut  toujours 
supposer  : 

Que  de  tout  point  fondamental  partent  trois  lignes  (limites  >: 

Que  tout  pays  a  au  moins  cinq  limites.  Le  théorème  d'Euler 
montre  alors  que  le  nombre  des  pentagones  est 

12  4-  a:  -•-  2  ag  4-  3  aj  -^  . . . 

où  a/  désigne  le  nombre  des  polygones  à  «côté?: 
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Que  toute  courbe  fermée  rencontre  au  moins  quatre  lignes,  si  la 
courbe  rencontre  plus  d'un  point  ; 

Que  les  lignes  qui  sortent  des  sommets  d'un  pays  vont  à  des  pays 
différents. 

On  a  remarqué  que  le  théorème  de  Tait,  dans  ce  cas  spécial,  est 
une  conséquence  du  théorème  des  quatre  couleurs,  mais  la  propo- 
sitioQ  inverse  a  aussi  lieu.  Considérons  la  substitution 

a  =  (AB)(CD);         b  =  (  AC)  (BD);         c  =  (AD)  (BC), 

où  A,B,  C,  D  sont  les  quatre  couleurs  et  où  les  substitutions  se 
font  en  traversant  les  limites;  alors,  en  marquant  les  limites  par  les 
noms  a,  6,  c  des  substitutions  correspondantes,  on  a  résolu  le  graphe 
ei  trois  autres. 

Inversement,  le  graphe  étant  résolu,  on  peut  mettre  les  couleurs 
à  Taide  des  substitutions,  la  couleur  d'un  pays  choisie. arbitraire- 
ment; la  coloration  sera  unique;  c'est  ce  qui  résulte  du  fait  que 
toute  courbe  fermée  trouvera  des  lignes  dont  le  produit  des  substi- 
tutions correspondantes  est  i.  (a*=  6*  =  c*=  i;  abc  ==  i).  Alors  les 
deux  problèmes  sont,  au  fond,  identiques. 
Voici  une  troisième  forme  du  problème  : 

A  tout  point  mettre  -hi  ou  — i  de  telle  façon  que  la  somme  des 
nombres,  au\  sommets  de  tout  pays,  soit  divisible  par  3. 

On  cherchera  naturellement  à  réduire  le  problème  en  diminuant 
le  nombre  de  points  ou  le  nombre  de  pays,  mais  je  crois  que  la 
chance  de  réussir  par  cette  voie  est  beaucoup  plus  petite.  On  trou- 
vera toujours  un  cas  où  l'on  ne  peut  pas  retourner  du  problème 
réduit  au  problème  donné.  Par  exemple,  on  peut  chasser  un  penta- 
gone  et  l'on  aura  un  groupe  réduit  comme  la  figure  ci-dessous. 


< 

Si  ce  graphe  est  décomposé,  on  peut  décomposer  le  graphe  donné 
dans  tous  les  cas,  excepté  dans  celui  où  les  lignes  m  et  n  ont  le 
même  affîxe.  Alors  on  a  à  résoudre  la  question  :  cst-il  possible  de 
trouver  une  autre  solution  du  graphe  réduit,  où  les  deux  lignes 
sont  des  affixes  différents?  Il  faut  trouver  les  conditions  pour  que 
deu\  lignes  fassent  une  paire,  c'est-à-dire  pour  que  le  change- 
ment de  Faffîxe  de  l'un  entraine  avec  lui  le  changement  de  Taffixe 
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de  Taulre.  J*ai  résolu  complètement  ce  problème  (A.  M. y  XV)  pour 
des  graphes  du  quatrième  degré  décomposés  en  deux  facteurs  da 
deuxième  degré.  J'ai  trouvé  les  difficultés  très  grandes,  mais  elles 
seront)  sans  comparaison,  plus  grandes  pour  un  graphe  du  troisième 
degré.  Ainsi  que  je  l'ai  dit,  je  ne  sais  rien  avec  certitude,  seulement, 
s'il  fallait  gager,  je  tiendrais  que  le  théorème  des  quatre  couleurs 
n'est  pas  exact.  JuLius  Petersen  (Copenhague). 

636.  (1895,  3i3)  (C.  Garros  ).  —  Déformations  dans  la  rotation 
d'un  corps  tournant.  —  Les  Notes  ci-après  désignées  m'ont  paru 
se  rapporter  à  l'objet  de  la  présente  question  : 

H.  PoiNCARÉ,  Sur  Véquilibre  d'un  corps  élastique  iC,  B., 
t.  CXXII,  p.  154-159;  1896). 

L.  Lecornu,  Sur  Véquilibre  d'élasticité  d'un  corps  tournant 
{C.  B.,  t.  GXXIII,  p.  96-99;  1896).  H.  Brocard. 

656.  (1895,  317)  (E.-M.  Lemerat)  —  Classement  des  fondions 
itératives.  —  Ainsi  que  Ta  proposé  l'auteur,  les  fonctions  itératives 
ont  été  classées  à  la  subdivision  Hlld  dans  la  nouvelle  édition  de 
V Index  du  Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathéma- 
tiques. C.-A.  Laisaxt. 

659.  (1895,  317)  (P.  Tannery)  —  Sur  les  diviseurs  de  2#»-m 
(1896,  ii4)-  —  La  proposition  :  Tout  diviseur  premier  p  du 
nombre  i  -h  2*"  doit  être  congru  à  1  suivant  le  module  2*^*. 
donnée  par  M.  Hadamard,  est  due  à  Ed.  Lucas.  Elle  est  énoncée 
dans  les  Récr.  math.,  t.  II,  p.  234  ^^  ^^  1"  édition  (i883),  et  dé- 
montrée dans  les  Atti  delV  Accad.  délie  Scienze  di  Torino.  1878, 
t.  XIII,  p.  281. 

Euler  avait  démontré  le  théorème  :  Les  diviseurs  premiers  de 
2*^-+-  I  sont  de  la  forme  %hq  -\'\  {N.  C.  Petr.  /.,  1747-48,  p.  20). 

G.  Vacca  (Turin  k 

880.  (1896,  176)  (J.  Boyer).  —  Note  biographique  relative  à 
Penjon.  —  Dans  le  VIP  et  dernier  Volume  des  Tablettes  du  cher- 
cheur, année  1896,  p.  118,  on  trouve  l'indication  suivante  : 

«  Penjon,  aveugle  de  naissance.  Professeur  de  mathématiques  an 
lycée  d'Angers  en  1810;  inventeur  de  machines  à  calculer  ». 

On  obtiendra  sans  doute  aisément  d'autres  détails  biographiques. 
soit  à  Paris,  au  Ministère  de  l'Instruction  publique,  soit  à  Angers, 
à  l'Inspection  d'Académie. 
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Quelques  autres  renseignements  biographiques  sur  Penjon  sont 
donnés  dans  un  article  du  Magasin  pittoresque ^  1842,  t.  X,  p.  141 1 
intitulé  :  Arithmétique  palpable  de  Saunderson;  aveugles  pro- 
fesseurs.  On  y  lit  cette  réflexion  :  «  Le  spectacle  singulier  et  tou- 
chant d'un  professeur  aveugle  qui  enseigna  les  Sciences  exactes  avec 
succès  a  été  renouvelé  de  nos  jours  par  M.  Berard  au  collège  de 
Briançon  et  par  M.  Penjon  au  collège  d'Angers.  Il  est  vrai  que  le 
premier  n^avait  perdu  la  vue  qu'à  l'âge  de  vingt-trois  ans. . .  ». 

Suit  une  indication  de  travaux  de  Berard  sur  les  mathématiques 
palpables  :  a  M.  Penjon,  aveugle  de  naissance,  a  traité  le  même 
sujet  avec  plus  de  développement  dans  les  Annales  de  Mathéma- 
tiques publiées  par  le  savant  M.  Gergonne  (t.  III;  1812).  « 

Cet  intéressant  article,  que  nous  ne  pouvons  reproduire  ici,  se 
termine  par  un  extrait  des  écrits  de  M.  Penjon  sur  l'idée  qu'il  se 
faisait  du  sens  de  la  vue.  H.  Brocard. 

il46.  (1897,  219)  {Drei).  —  Développement  des  idées  mathé- 
matiques chez  les  peuples  de  l'islamisme.  —  Depuis  le  mois 
d'avril  1898  j'ai  été  deux  fois  en  mission  en  Syrie  où  j'ai  fait  des 
recherches  pour  cette  question  1146. 

Il  n'y  a  pas  trace  d'une  étude  historique  comme  celle  dont  on 
parle,  ni  en  arabe,  ni  en  turc;  mais  j'ai  dernièrement  fait  ici  la  con- 
naissance d'une  personne  qui,  sur  mes  conseils  et  mes  indications, 
tâchera  de  rédiger  sur  ce  sujet  un  travail  assez  complet.  Je  la  crois 
très  apte  à  le  mener  à  bonne  fin,  car  cette  personne  connaît  à  fond 
la  langue  arabe  et  a  des  moyens  de  se  procurer  les  anciens  manu- 
scrits arabes  ou  persans  traitant  ce  sujet. 

Mehmed  Eminb  (Gonstantinople). 

1216.  (1898,  27;  (G.  RicALDEj.—  Propositions  sur  les  nombres, 
—  Les  propositions  énoncées  dans  les  questions  1216  et  1387  ne  sont 
pas  exactes.  Adoptons  les  notations  de  la  question  1387.  Il  est  établi 

que  a  appartient  à  l'exposant  r  par  rapport  à  —  ;  mais  chacun  des 

facteurs  premiers  d  communs  k  p  et  k  q  se  trouve  dans  a^ — i  un 
nombre  de  fois  égal  à  celui  avec  lequel  il  entre  dans  le  produit 
(a**-!  —  i)r,  et  ce  nombre  peut  être  supérieur  au  nombre  de  fois 

que  d  est  contenu  dans  —1  soit  que  ce  dernier  nombre  soit  infé- 
rieur à  V,  si  l'on  a  a^"^  =  i  +  mult.  d^y  soit  que  d  soit  introduit 
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comme  facteur  dans  r  par  un  autre  facteur  premier  rf' de ^-^j  tel 

que  d — I  soit  un  multiple  de  d,  Welsch. 

1217.  (1898,  27)  (Bosace).  —  Sur  le  billard  elliptique.  —  Lors- 
qu'on lance  une  bille  dans  une  direction  déterminée  sur  un  billard 
elliptique,  les  directions  successives  de  cette  bille  sont  toutes  tan- 
gentes à  une  même  conique  (C)  ayant  les  mêmes  foyers  que  l'ellipse 
qui  limite  le  billard.  C'est  ce  qui  résulte  de  cette  propriété  connue  : 

Les  deux  tangentes  PT,  Vt  menées  à  une  conique  par  un  point  P 
d'une  conique  homofocale  sont  également  inclinées  sur  la  tangente 
menée  en  P  à  la  deuxième  conique  {voir  Salmon,  Sections  coniques, 
traduction  française,  i^  édition,  p.  253). 

Si  le  point  donné  est  à  r  intérieur  de  la  conique  (C),  la  bille  ne 
passera  jamais  dans  son  voisinage.  S'il  est  à  V extérieur  de  (C),  on 
distinguera  deux  cas,  suivant  que  la  ligne  polygonale  formée  par  les 
directions  successives  de  la  bille  se  ferme  ou  ne  se  ferme  pas.  Dan$ 
le  premier  cas,  le  point  donné  devra  se  trouver  sur  cette  ligne  poly- 
gonale si  la  bille  doit  passer  dans  son  voisinage.  Dans  le  second  cas, 
il  pouri*a  occuper  une  position  quelconque  dans  la  région  extérieure 
à  la  conique  (G)  et  limitée  par  la  circonférence  du  billard.  C'est  ce 
qu'on  reconnaîtra  en  lisant  le  Mémoire  de  M.  Hurwitz  intitulé  : 
Ueber  die  Anwendung  der  ellipt.  Funct.  auf  Problème  der 
Géométrie  (M,  A,,  t.  XIX),  ou  le  Chapitre  du  Traité  des  fonctions 
elliptiques  de  Halphen  consacré  aux  polygones  de  Poncelct  (t.  II  '. 

Bien  entendu  les  directions  successives  de  la  bille,  même  dans  le 
cas  où  la  ligne  polygonale  ne  se  ferme  pas,  ne  constituent  pas  toutes 
les  tangentes  à  la  conique  (C),  puisque  ces  directions  successives 
forment  un  ensemble  dénombrable.  J.  Franel  (Zurich). 

1234.  (1898,  3i)  (Piusse).  —  Sur  les  équations  de  PelL  —  Voir 
par  exemple  :  Cours  d^ Algèbre  supérieure,  par  J.-A.  Skrret, 
5*  édition,  Paris,  i885,  p.  77-85,  ou  Die  Elemente  der  Zahlen- 
théorie,  par  P.  Bacumann,  Leipzig,  1892,  p.  182-189. 

A.  Palmstrôm  (Aas,  Norvège). 

1243.  (1898,  53)  {Noël),  —  (1898,  186,  258).— Ma  réplique  de  la 
page  258  (1898)  contient  des  erreurs  faciles  à  démontrer.  La  courbe 
m'  -h  (>'  -h  iv3  =  o  a  pour  corrélative  la  courbe  x^  -i-^*  -r-  «»  =  o.  Cette 
cubique  bien  connue  a  neuf  tangehtes  d'inflexion  (3  réelles  et  6  ima- 
ginaires) et  n'a  pas  de  tangentes  doubles.  Donc  sa  corrélative  (c'est- 
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à-dire  la  proposée)  a  neuf  points  de  rebroussement  de  première 
espèce  (3  réels  et  6  imaginaires)  et  n'a  pas  de  points  doubles  ordi- 
naires. Trois  des  caractéristiques  étant  /i  =  3,  o  =  o,  R  —9,  les  for- 
mules de  Plûcker,  qui  donnent  m  =  6,  t  =  o,  1  =  0,  s'appliquent 
parfaitement.  Noël. 

Nous  avonsi  en  outre,  reçu  plusieurs  observations,  quelques-unes 
fort  \ives,  au  sujet  de  cette  question  1243.  Nous  ne  saurions  désor- 
mais en  insérer  aucune,  les  réponses  déjà  publiées  permettant  à 
tous  les  lecteurs  de  se  faire  une  opinion  en  connaissance  de  cause. 
Mais  il  nous  parait  nécessaire  de  profiter  de  cette  occasion  pour 
rappeler  que  V Intermédiaire  est  destiné,  non  pas  exclusivement 
aux  savants  de  premier  ordre,  mais  aussi  aux  travailleurs  plus  mo- 
destes qui  pourraient  être  heureux  d'éclaircissements  donnés  par 
les  premiers;  en  matière  mathématique,  on  peut  toujours  arriver  à 
faire  prévaloir  ce  qu'on  croit  être  la  vérité  sans  se  départir  du  plus 
^rand  calme.  Le  droit  à  l'erreur  est  le  premier  de  tous  dans  le  do- 
maine de  la  Science;  montrer  à  quelqu'un  qu'il  se  trompe  est  beau- 
coup plus  efficace  que  de  se  fâcher  contre  lui;  et  il  est  arrivé  aux 
plus  illustres  de  se  tromper  quelquefois. 

Quant  au  reproche  d'ignorance,  que  nous  entendons  parfoi> 
adresser  à  certains  de  nos  collaborateurs,  il  faudrait  pourtant  arriver 
à  comprendre  :  1°  que  les  mathématiciens  les  plus  éminents  eux- 
mêmes  sont  ignorants  de  questions  spéciales  sur  lesquelles  leurs 
études  n'ont  pas  porté;  2*  que  d'une  façon  générale  l'ignorance  hu- 
maine est  considérable,  quand  on  compare  le  peu  de  vérités  que 
nous  connaissons  à  l'immensité  de  celles  qui  nous  échappent.  Et 
cela  devrait  inspirer  un  peu  d'indulgence,  surtout  quand  il  s'agit 
d'un  recueil  tel  que  le  nôtre,  o£i  des  questions  parfois  bien  élémen- 
taires ont  trouvé  leur  place  à  côté  de  problèmes  relevant  des  plus 
hautes  branches  de  la  Science.  Gela  ne  nous  a  pas  empêchés  de 
poorsuivre  notre  but,  et  nous  sommes  en  droit  de  nous  féliciter  des 
résultats  obtenus;  grâce  à  ce  journal,  qui  n'en  tire  nulle  vanité,  la 
question  des  Congrès  internationaux  a  été  discutée,  et  elle  a  pu 
aboutir;  grâce  à  lui,  des  Mémoires  intéressants,  des  Notes  nombreuses 
ont  paru  dans  d'importants  recueils  ou  dans  les  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences  (pour  parler  de  la  France  seulement)  sur 
des  sujets  dont  l'idée  première  avait  été  prise  dans  nos  questions  ou 
dans  nos  réponses. 
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C'esl  pourquoi  nous  persisterons  résolument  dans  n 
accueillant  le  plus  libéralement  possible  les  Commi 
nous  son!  apportées.  A  cliacuo  de  glaner  dans  ren^eti 
convient;  à  tous  de  fournir,  dans  la  mesure  du  pos^i 
Kncment  demandé  par  te  voisin.  "  Il  se  faut  entr'aii 
fubulislc.  Les  eiccllenls  collaborateurs  de  VlnCern»' 
nueronl,  comme  ils  l'ont  si  bien  (ait  jusqu'ici,  à  se  ( 
loi  de  nature.  La  I 

1300.  (J898,  M9)  (L.  Ripebtj.  —  Sur  la  sphère 
les  barycentres  des  /aces  d'un  tétraèdre-  —  La  prO| 
cée  est  mal  heureusement  inexacte;  il  surfit  pour  le  vo 
à  la  vérifier  sur  un  cas  particulier. 

Prenons  à  cet  effet  trois  axes  rectangulaires  Ox 
lesquels  nous  marquerons  respectivement  trois  point 
que  l'on  ait  OA  =  i,  OB  =  2,  OC  =  3.  On  trouve  ais 
coordonnées  du  centre  ut  de  la  sphère  inscrite  et  son  1 

:_j'  =  ^  =  p=  -•  Le  centre  uj'  de 

âe  gravité  de  quatre  faces  a  poi 

=  -•   Le  rayon  de  cette  sphère 


.•,'.,-y.+  =i  =  y/^. 


e  brochure  sur  la  Dualité  e 
phie  dans  le  triangle  et  le  tétraèdre,  M.  le  Comn 
a  énoncé  un  assez  grand  nombre  de  propriétés  vrai 
létraédre,  et  il  a  signalé  leur  étude  à  l'attention  des  . 
recherches  sont  assez  laborieuses,  en  raison  de  la  gra 
des  formules.  Aussi  est-il  pratique,  sinon  très  scient 
lier  sur  un  cas  particulier  (non  trop  particulier,  cèpe 
litude  d'une  propriété  que  l'on  est  porté  à  croire 
s'engager  dans  un  essai  de  démonstration  générale 
que  j'ai  employé  plus  haut  a  ceci   d'avantageux,  po 
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vérification,  que  les  aires  de  ses  quatre  faces  s'expriment  par  des 
nombres  commensurables,  et  les  calculs  se  trouvent  de  ce  fait  très 
notablement  simplifiés. 

Je  pense  avoir  reconnu  de  cette  manière  (sauf  erreur  de  calcul) 
qu'il  n'existe  pas  de  sphère  tangente  aux  cinq  sphères  inscrites 
et  ex-inscrites  dans  le  tétraèdre,  et  qu'ainsi  le  théorème  de 
Feuerbach  n'a  pas,  de  cette  façon,  d'analogue  dans  l'espace,  au 
moins  en  ce  qui  concerne  le  tétraèdre  général,  et  même  le  tétraèdre 
orthogonal,  puisque  tel  est  précisément  le  cas  du  tétraèdre  qui  m'a 
servi  d'épreuve.  Raoul  Bricard. 

On  peut  se  rendre  compte  facilement  que  le  théorème  général 
énoncé  n'est  pas  exact;  en  effet,  soit  ABCD  un  tétraèdre  où  nous 
supposons  AB  =  AG,  DB  =  DG.  Rapprochons  B  de  G  en  faisant 
tourner  les  deux  faces  égales  autour  de  AD.  Appelons  S^,  Si,  Se 
la  sphère  des  centres  de  gravité,  la  sphère  inscrite  et  la  sphère  ex- 
inscrite  comprise  dans  l'angle  D  du  tétraèdre.  Lorsque  G  vient  coïn- 
cider avec  B,  S^  existe  toujours  et  coupe  DAB  suivant  un  grand 
cercle  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  G  de  DAB  et  par  K  et  I 
situés  respectivement  au  tiers  de  BA  et  de  BG  à  partir  de  B,  tandis 
que  Stet  Se  se  sont  évanouies  en  B;  si  S ^  était  en  général  tan- 
gente à  Si  et  à  Se,  le  cercle  GIK  devrait  passer  en  B,  ce  qui  n'a 
lieu  que  si  l'angle  DBA  est  droit.  Espanet. 

1310.  (1898,  i49)  (L.  RiPERT).  —  Coniques  remarquables  du 
plan  d*un  triangle, — Les  coniques  proposées  n'ont  pas  été  étudiées 
jusqu'ici,  au  moins  en  Allemagne.  Pour  ce  qui  a  rapport  aux  axes  et 
aux  foyers,  je  remarque  que  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère 
proposée  se  transforme  par  la  substitution 

\  =  y  -^-  z  —  Xj   ... 

en  l'équation  de  l'hyperbole  de  Kiepert;  donc  les  axes  et  les  asym- 
ptotes de  ces  deux  courbes  sont  parallèles  et  le  centre  de  l'hyper- 
bole proposée  est  le  point  anticomplémentaire  du  centre  de  l'hyper- 
bole de  Kiepert,  c'est-à-dire  le  point  de  Steiner;  semblablement  les 
foyers  sont  anticomplémentaires  des  foyers  de  l'hyperbole  de  Kiepert . 
L'équation  de  la  parabole  proposée  se  transforme  par  la  substitu- 
tion U  =  f  -T-  w,  . . .  en  l'équation  de  la  parabole  de  Kiepert;  donc 
les  axes  de  ces  deux  courbes  sont  perpendiculaires  à  la  droite  d'Eu- 
1er,  et  le  foyer  de  la  première  est  le  centre  de  l'hyperbole  de  Jéra- 
bek,  point  complémentaire  du  foyer  de  la  parabole  de  Kiepert. 

Stoll  (Bensheim). 
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La  conique  2(6«—  c*)X*  =  o,  signalée  par  M.  L.  Ripert,  est  en 
éfet  fort  remarquable  ;  je  Tai  rencontrée  assez  souvent.  (  Voirj  par 
exemple,  mes  Mémoires  aux  Congrès  de  V  Association  française 
pour  l'avancement  des  Sciences  :  de  Grenoble,  i885,  §  a,  n*  5;  de 
Toulouse,  1887,  §2,  n°  1;  de  Paris,  1889,  §  2;  de  Carthage,  1896, 
A,  n°'  10  et  H),  où  l'on  trouve  beaucoup  des  propriétés  signalées 
par  M.  Ripert  et  quelques  autres.  E.  Lemoinb. 

...  11  ressort  de  cette  étude,  comme  point  le  plus  important,  que  les 

quatre  coniques  remarquables   2. — v —  ~  ^»    X,  (  ^'  —  c- ^  X'  =  o, 

X  y^(  ^a—  c*  j  X  =  o,    >  -TT =  o  se  déduisent  l'une  de  rautrc 

^d  ^^  o^ —  c' 

par  corrélation  ou  par  transformation  complémentaire  et,  par  con- 
séquent, qu'en  étudiant  l'une,  on  étudie  par  cela  même  les  trois 
autres.  L.  Ripert. 

1311.  (1898,  î5o)  {Mllèse).  —  Nouvelles  Tables  de  logarithmes, 
de  Mougin.  —  Les  Nouvelles  Tables  de  logarithmes  à  5  décimales, 
par  M.  E.  Mougin,  professeur  au  collège  de  Blois,  contiennent  en 
neuf  pages  les  logarithmes  des  nombres  de  i  à  10000  et,  en  dix-haii 
pages,  les  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes. 
de  minute  en  minute,  pour  tous  les  arcs  de  o^  à  90**. 

Pour  une  analyse  plus  détaillée  de  cet  Ouvrage,  voir  N,  A,,  îSÎ- 
284;  1898. 

Notes,  —  I.  On  peut  se  procurer  ces  Tables  chez  raulcur. 
Prix  :  I  fr.  25. 

II.  Il  y  a  une  vingtaine  d'années,  M.  Â.  Namur  a  fait  paraître 
aussi  des  Tables  de  logarithmes  d'une  concision  extraordinaire  : 
dix  pages  in-8°,  intitulées  :  Tables  de  logarithmes  à  12  décimales, 
jusqu'à  434  milliards,  avec  preuves,  précédées  d'une  Notice  sur  l'usage 
des  Tables,  par  M.  P.  Mansion  (Bruxelles  et  Paris,  1877). 

H.  Brocard. 

Je  signalerai,  à  défaut  de  Tables  de  Mougin,  les  Tables  de  loga- 
rithmes vulgaires  à  10  décimales,  par  Pinedo;  petit  in-4**,  édité 
en  français,  à  Saint-Pétersbourg,  de  xxiv-56  pages,  et  celles  à  17 
décimales,  de  FedorThoraan,  Imprimerie  Nationale,  1867;  gr.in-8*. 

P.  Gustave. 

1319.  ("1898,  172)  (L.  Ripert).  —  Foyers,  etc.  d'une  conique 
en  coordonnées  trilatères.  —  Voir  Stoll,  dans  Zeitschrift  fur 
Mathematik  und  Physik,  publiée  par  Schlômilch  et  M.  Cantor, 
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aoDée  1893,  5'  cahier,  p.  282,  809,  avec  un  corollaire  dans  l'année 
suivante,  p.  120,  124^  où  les  coordonnées  trilalères  des  foyers  sont 
explicitement  données;  plusieurs  méthodes  de  développement  des 
équations  des  axes  y  sont  expliquées,  une  entre  autres  où  les  équa- 
tions des  axes  ont  des  formes  symétriques  pour  chacun  des  axes 
séparément.  Stoll  (Bensheim). 

1351.  (1898,  218)  (C.-A.  Laisant).  —  Sur  le  calcul  d'une  aire. 
—  Soient  CC  la  bissectrice  de  l'angle  droit  ABC;  et  DD'  parallèle 
à  AG,  à  la  distance  donnée  tf=DG.  SurCG'on  prend  des  points  Ci, 
CiyCij  ...  équidistants  l'un  de  l'autre,  et  sur  DD'  on  abaisse  les  per- 
pendiculaires Cxd\^  c%d%^  Cidzj  ...;  on  décrit  des  circonférences 
ayant  pour  centres  les  points  c/  (t  =  i.  2,  3,  ...)  et  pour  rayons  les 
segments  C£di{—  d-h  r/,  ...);  les  côtés  de  l'angle  AGB  découpent 
sur  ces  circonférences  des  arcs  ai  61,  a^b^j  0363,  .... 

Par  un  procédé  numérique,  graphique  ou  mécanique  (un  plani- 
métre    par    exemple)   on    calcule   les   aires    $1,    S^    S3,    ...    des 

triangles  mixtilignes  Gai  61,  Ca^bi,  G  as  63,  . . .  ,  et  posant  ^^2  =  ^  ^ 

AT 

S  s 

Ui  =  --,  U3=  -^9  ....  [k  arbitraire),  on  porte  comme  ordonnées, 

à  une  échelle  quelconque,  enci/ni,  c^m^y  c^nii,  ...,  des  segments 

respectivement  égaux  à  Ui,  Ui,  1/3,  ...  et  l'on  joint  successivement 

les  extrémités   de  ces  ordonnées  :  ce  qui  fournit  une  ligne  brisée 

h~^  mim^mz ;  c'est  une  courbe  d'erreur  L.  Une  autre  ligne 

d'erreur  /,  c'est  la  droite  l  ^=^  EE',  parallèle  à  GG',  tracée  à  la  dis- 

S  .  .  .     .  .' 

tance  Uq  =  -ry  S  étant  Vaire  donnée  du  triangle  mixtiligne  que  l'on 

cherche  et  k  ayant  la  même  valeur  que  ci-dessus.  Les  deux  lignes 
d'erreur  L  et  l  donnent  une  solution  approximative  du  problème 
par  leur  intersection  m;  c'est-à-dire  que  si  |x  est  la  projection 
de  m  sur  GG',  et  si  r  est  la  distance  de  [i  à  la  droite  AG,  ce 
sera  r,  approximativement,  le  rayon  cherché. 

Le  point  \l  tombant  entre  C3  et  c^,  r  est  compris  entre  r^  et  r^  et 
Terreur  est  moindre  que  la  projection  horizontale  e  de  C3C4;  si  donc 

on  a  choisi  les  points  c/de  manière  que  e  =  —  de  l'unité,  la  solution 

serait  approchée  à  moins  de  ^  près. 
D'ailleurs,  après  avoir  séparé  par  là  l'intervalle  C3C4,   on  aurait 
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une  méthode  d'interpolation  ou  d'approximations  successiies,  en 
répétant  sur  C3C4,  le  procédé  indiqué;  c'est-à-dire  qu'on  devrait  par- 
tager C3C4  en  un  certain    nombre  de  parties  égales  et  augmenter 


0' 


corrélativement  les  sommets  de  la  ligne  L,  entre  m^  et  m^  (pour 
cette  interpolation,  et  pour  les  interpolations  analogues  successives, 
il  pourrait  être  utile,  éventuellement,  de  reporter  à  une  échelle  plus 
grande  la  partie  de  l'épure  correspondant  à  C3C4);  Vintersection 
de  la  nouvelle  portion  mz^n.mj,  de  la  ligne  brisée  L,  avec  la 
droite  /,  donnerait,  comme  auparavant^  une  solution  {phi 
approchée  )  du  problème, 

Remarque.  —  Avec  un  peu  de  sagacité,  pratiquement,  oa  peut 
abréger,  et  réduire  la  construction  de  L  à  celle  d*un  nombre  trè* 
limité  (un  ou  deux)  de  ses  côtés.  Mais  je  n'insisterai  pas  sur  les 
détails.  G.  Jung  (Milan  ). 

13o4.  (1898,  219)  (H.  Bourget).  —  La  machine  proposée  p«r 
Descartes,  pour  la  taille  des  verres  de  lunette,  est  complètement  dé- 
crite dans  sa  Dioptrique,  publiée  en  1687  (avec  le  Discours  d^  la 
Méthode j  les  Météores  et  la  Géométrie). 

Sur  la  première  idée  de  cette  machine,  ou  sur  sa  réalisation  pra- 
tique, on  peut  consulter  les  lettres  de  Descartes  à  Ferrier,  artisan 
qu'il  avait  employé,  du  8  octobre  1629  (^^'  Clerselier,  t.  III,  lettre  99), 
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<]u  i3  novembre  1629  (III,  101)  et  celle  non  datée,  probablement 
(le  l'automne  1689  (IM,  102;  nouv.  éd.,  t.  Il,  p.  875);  à  Constantin 
Iluygens,  du  5  octobre  1637  (II,  82),  et  du  25  janvier  i638(II,  85); 
à  Florimond  de  Beaune,  du  20  février  1639  (III,  71)  et  une  autre. 
]>robablement  de  la  fin  de  i638  (II,  98;  nouv.  éd.,  t.  II,  p.  452),  qui 
semble  adressée  au  même  savant.  Paul  Tannery. 

-Vutre  réponse  de  M.  H.  Brocard. 

1360.  (1898,  221)  (H.  Delaxnoy).  —  Sur  une  démonstration 
d'Euler  d'un  théorème  de  Fermât.  —  Pour  confirmer  les  doutes 
que  soulève,  selon  M.  Delannoy,  la  démonstration  d'Euler,  l'auteur 
de  la  question  reproduit  cette  dernière  et  applique  la  méthode 
d'Euler  à  la  résolution  de  l'équation 

i  r  a:»-r-  47  —  t^, 

• 

Ayant  trouvé  par  cette  voie  x  =  5oo,  il  dit  qu'il  faudrait  alors 
conclure,  comme  Euler,  que  cette  solution  de  l'équation  (i)  est  la 
seule  possible,  tandis  qu'elle  admet  d'autres  solutions;  par  exemple, 
on  a  i3*-hî7  =  6*,  d'où  il  tire  cette  conclusion  que  la  démonstration 
d^Euler  manque  de  rigueur.  Gela  n'est  pas  exact,  la  démonstration 
d'Euler  est  tout  à  fait  rigoureuse.  Partant  de  l'équation 

Euler  en  tire  la  suivante  :  x  h-  ^ ~  2  =  (a  -r-  p  /^  2)  *,  a  et  p  étant 
des  nombres  entiers  rationnels.  Cette  conclusion  est  tout  à  fait  juste. 
En  effet,  le  domaine  des  nombres  entiers  complexes  dépendants  de 

y 'HT  a  ne  contient  point  de  nombres  idéaux,  donc  toute  décom- 
position d'un  nombre  entier  en   facteurs  s'effectue  au  moyen  des 

nombres  réellement  existants;  les  nombres  x-^-^J — 2,  a?  —  / — 2 
étant  premiers  entre  eux  et  leur  produit  étant  égal  au  cube  d'un 
nombre  entier,  chacun  d'eux  le  sera  aussi. 

L'égalité  a?-+-/ — 2=  (a-+-  p  y^—  2)^  une  fois  établie,  toutes  les 
conclusions  ultérieures  d'Euler  sont  rigoureuses.  Le  raisonnement 
précédent  n'est  pas  applicable  à  la  recherche  de  toutes  les  solutions 
<le  l'équation  ar*-H47~''i  car,  dans  le  domaine  des  nombres  entiers 

complexes  dépendant  de  ^ —  47»  une  décomposition  en  facteurs  d'un 
nombre  entier  n'est  pas  toujours  réellement  existante. 

Donc,  l'existence  des  nombres  entiers  rationnels  x  et  t^  tels  que 
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x^-h  iy  =  t^  n'entraîne  pas  nécessairement  Texistence  de  nombref 

entiers  rationnels  a  et  p,  tels  que  ar-f-  y/ — 47  =  (a-h  py'— 4-)'. 

I.  IvANOFF  (Saint-Pétersbourg). 

L'objection  élevée  contre  la  démonstration  d'Euler  ne  porte  point, 
car  le  point  de  départ  de  cette  démonstration  (ou  de  celle  que  donne 
Legendre  dans  sa  Théorie  des  Nombres)  est  que  tout  diviseur  de 
x^-\-i  est  de  la  forme  />*-f-2y*,  tandis  qu'il  n'est  point  vrai  que 
tout  diviseur  de  a?*-+-47î  psu*  exemple,  soit  de  la  forme  />*— 47î^ 
ce  que  suppose  implicitement  l'objection.  Paul  Tan^ery. 

1379.  (1898,  243)  (G.  de  Rocquigny).  —  Étymologie  du  mot 
épure.  —  Larousse  et  Littré  sont  d'accord  pour  proposer  le  préfixe 
e  ou  es  et  le  tuoI  pur  y  net;  épure  signifierait  donc  mise  à  pur,  mise 
au  net,  du  plan  des  bâtiments. 

Larousse  ajoute  une  conjecture  de  Scheler,  d'après  laquelle  ce 
mot  viendrait  de  l'allemand  Spur  qui  veut  dire  trace. 

Ces  explications  laissent  à  désirer  et  ne  suffisent  pas  à  résoudre  là 
question  d'étymologie. 

Il  serait  intéressant  de  pouvoir  les  compléter  par  l'indication  do 
plus  ancien  ouvrage  où  ce  terme  a  été  employé.      H.  Brocard. 

■ 

1380.  (1898,  243)  (G.  DE  Rocquigny).  —  Groupes  de  quatre 
nombres  premiers  compris  dans  la  même  dizaine.  —  L'examen 
des  Tables  de  nombres  premiers  fait  reconnaître  que  les  groupe> 
cherchés  doivent  se  trouver  dans  les  séquences  de  nombres  pre- 
miers terminés  par  i,  3,  7,  9  et  dans  ce  seul  ordre.  (Les  groupes 
I,  2,  3,  5;   2,  3,  5,  7  sont  naturellement  exceptés.) 

La  question  a  été  posée  déjà  dans  les  N,  A,  (p.  336;  n**  i4ô7: 
1882)  par  Lionnet.  Dans  la  solution  publiée  {loc.  cit.,  389-S90; 
1896)  j'ai  indiqué  plusieurs  groupes  de  ces  nombres  tirés  de  la  Table 
du  5'  million. 

Ces  exemples,  et  d'autres  qu'on  pourrait  aisément  y  ajouter,  auto- 
risent à  présumer  que  la  suite  des  nombres  premiers  renferme  une 
infinité  de  groupes  de  quatre  nombres  consécutifs  compris  dans  la 
même  dizaine  et  qui  répondent  à  la  question.  H.  Broc\rd. 

1387.  (1898,  24GJ  (G.  Ricaldk). —  Voir  ci-dessus,  page  îg,  la  ré- 
ponse à  la  question  1216. 
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QUESTIONS. 


167.  [D5b]  (1894,  99.)  Dans  mon  Mémoire  Ueber 
Rîemann'sche  Fldchen  mit  gep^ebenen  Verzireigungs- 
punkten  {M.  A. y  l.  XXXIX,  p.  1),  j'ai  été  amené  à  celle 
question  : 

Une  substilulion  S  formée  avec  n  lettres  étant  donnée, 
combien  de  fois  la  substitution  S  peut-elle  être  représentée 
par  un  produit  de  «♦  transpositions  (formées  avec  les  mêmes 
Jeftres)?  Ainsi,  en  désignant  par  //  une  transposition,  le 
nombre  cherché  est  le  nombre  des  solutions  de  Téquation 

(i)  '1,  ^s»  . . .  1  'iv=  S. 

Si  N  est  le  nombre  cherché  et  N'  le  nombre  des  solutions 
de  Téquation  (i),  qui  satisfont  en  outre  à  la  condition  que 
le  groupe  engendré  par  les  transpositions  /<,  ^2?  •  •  •  j  '*v  ^^^^ 
transitif,  j'ai  démontré,  dans  le  Mémoire  cité,  qu'on  a 

N'=:X-,-^A-,.2»*'-f-/f3.3"'-h...-4-Ap.p^  i  L^         2        J' 

où  les  coefficients  c<,  Cj,  .  .  . ,  Cp,  ki,  /i*2,  . .  . ,  A'p  sont  indé- 
pendants de  iv  et  ne  dépendent  par  conséquent  que  de  n  et 
de  la  substitution  donnée  S.  J'aî  aussi  démontré  que  certains 
des  coefficients  c'i,  Ca,  . .  . ,  Tp  s'évanouissent  toujours,  mais 
je  n'ai  pas  réussi  à  donner  une  expression  générale  pour  les 
coefficients  c^,  c^,  . . . ,  Cp,  A|,  k^,  . . . ,  /'p  comme  fonctions 
de  n.  Il  serait  très  important,  pour  la  théorie  des  surfaces 
de  Riemann,  d'obtenir  une  expression  générale  pour  ces 
coefficients.  Si  la  substitution  S  se  réduit  à  une  identité,  le 
nombre  N'  divisé  par  ni  représente  le  nombre  des  surfaces 
Interm.,  VI  (Mars  1899).  3 
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de  Riemann   ù   n  feuilles  ayant  w   points    de  ramificalioD 
donnés. 

Une  signiGcalion  analogue  pour  le  nombre  jN'  subsiste  dan» 
le  cas  général  oii  la  substitutions  est  quelconque. 

HuRWiTZ  (Zurich). 

1461.  [R8d]  Je  lis,  dans  le  Traité  de  Mécanique  ra- 
tionnelle de  M.  Appell  (t.  Il,  p.  3o3)  que  Texpérience  du 
pendule  de  Foucault  a  été  reprise  récemment  par  un  savant 
hollandais,  M.  Kamerlingh  Onnes,  à  Groningue,  avec  un 
pendule  mesurant  seulement  i'",2o  de  longueur  et  oscillant 
dans  le  vide. 

Je  serais  très  reconnaissant  au  correspondant  qui  pourrait 
m'indiquer  où  Ton  peut  trouver  un  compte  rendu  détaillé 
de  cette  nouvelle  expérience.  Epsilon, 

1162.  [Ql]  Dans  chacun  des  trois  espaces  riemannien. 
euclidien,  lobatchcfskien,  il  existe  des  surfaces  à  courbure 
constante  sur  lesquelles  la  Géométrie  à  deux  dimensions 
peut  être,  tour  à  tour,  riemannienne,  euclidienne  ou  lobal- 
chefskienne. 

Cette  admirable  symétrie,  d\ine  très  haute  portée  philo- 
sophique, et  qui  semble  même  emprunter  quelque  chose  à  la 
magie,  ne  constitue-l-elle  pas,  en  soi,  la  plus  infaillible  preuve 
de  ce  que  la  proposition  dite  Postulat  d^ Euclide  n'est 
qu'une  hypothèse  simple  et  agréable?         P.  Bardarin. 

1463.  [Ql]  Sur  le  plan  riemannien,  une  droite  mo- 
bile autour  d'un  point  peut  revenir  d'un  mouvement  continu 
à  sa  position  initiale,  la  somme  des  angles  décrits  est  con- 
stante. Un  point  mobile  sur  une  droite  peut  revenir,  d'un 
mouvement  continu,  à  sa  position  initiale,  la  somme  des  che- 
mins parcourus  est  constante.  Le  plan  euclidien  jouit  de  la 
première  propriété,  mais  non  de  îa  seconde. 

Il  en  est  de  même  sur  le  pian  lobatchefskien,  tant  du 
moins  qu'il  ne  s'agit  que  declicmins  réels;  mais,  en  introdui- 
sant (les  lignes   imaginaires,  on   peut  retrouver  la  seconde 
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propriélé.  Je  crois  avoir  rencontré  des  plans  d'autre  espèce 
qui  ne  jouiraient  que  de  la  seconde  propriété,  mais  non  de  la 
première,  ou  même  qui  seraient  privés  des  deux. 

Un  correspondant  voudrait-il  me  dire,  pour  contrôler  mes 
calculs,  si  l'occasion  s'est  présentée  à  lui  de  faire  la  même 
remarque?  P.  Barbarie. 

1464.  [I19c]  Je  voudrais  connaître  des  formules  don- 
nant la  solution  en  nombres  entiers  de  Téquation 

n^-+-  b^-^  c^=  d^. 
J'ai  trouvé  les  suivantes 

c  =  m{ m  -\-  n)(m^-+-  mn  -4-  a w' ). 

E.-B.  EscoTT  (Grand- Rapide,  Mich.). 

H6o.  [I19c]  Je  demande  des  solutions  en  nombres 
entiers  des  équations 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Micli.). 

1466.  [Aie]     Je  demande  une  démonstration  de  la  for- 
I      mule 

;  nî  =  n«— /i(n  —  i/»-f-  --^^ (n  —  '2)«  — 

!  E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich.). 

I 

\  ^ 

'  1467.  [Jla]     Problème    des    comunica lions,     —    Je 

'      considère  sur  une  carte,  d^un  côté  :   \^  un  groupe  A  de  n 

I      villes:  A|,  A2, .  .  . ,  A„,  apartcnant  à  une  même  nation  ;  2**  un 

;ronpe  A'  de  n  villes  :  A',,  Aj,  .  .  .,  A',,,  apartenant  à   une 
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nuire  nation  sans  frontières  comunes  avec  la  première;  d^un 
autre  côté,  un  groupe  B  de p  villes  :  B,,  B2,  ...,  B,,,  situées 
dans  les  nations  qui  séparent  lesdeus  premières. 

Je  veus  relier  les  villes  A  aus  villes  A'  par  n  chemins  a^, 
«2ï  •  •  - 1  «/i  tracés  dans  les  conditions  suivantes  :  aj  part  de  la 
ville  Ay,  aboutit  à  une  quelconque  des  villes  A'  et  ne  peut 


passer  ni  par  il'aulre  ville  A  que  Ay  ni  par  d'anl 
cèle  à  laquèlc  il  aLoiilit,  aj  passe  par  <i,  1,2,, 
B;  mais  par  aucune  des  villes  B  ne  peut  pa: 
chemin  a. 

J'apèle  comunicalion  complète  un  groupe 
a  jjar  lesquels  toutes  les  villes  A  et  toutes  le; 
reliées  detis  à  deus  une  fois  (  '). 

De  comliien  de  manières  peut-on  faire  la 
complète? 

Je  considère  corne  dtférenis  les  chemins 
passant  par  les  mêmes  villes  B,  y  passent  dan 
iérent.' 

Ainsi,  entre  les  villes  A)  et  A',,  si  les  grou 

réduisent  à  une  ville  et  le  groupe  B  aus  deus  ^ 

il  y  aura  les  cinq  comunications  comp/ètes 

AiA'i,     A,B,A',,    AiH,A',.     A,B,B,A',,    A, 

E. 

1468.  [K33a]  Soit  un  cône  droit  à  hase 
10"  à  20™  de  hauteur,  et  reposant  par  sa  base  : 
zunlal.  Cette  hase  est  inaccessible,  invisible,  e 
trouver  un  moyen  pratique  et  expédittf  poi 
l'angle  au  sommet  de  ce  cône,  de  façon  appro: 
avec  le  plus  d'exactitude  possible?       G.  de  Rc 

1469.  [I19c]     Sait-on    résoudre,  en    non 

l'équation 

G.  DE  Ro 

i470.  [I25b]  Est-il  exact  q.ie  tout  bica 
la  somme  d'un  cube  et  de  deux  carrés? 

G.  DE  Ko 

1471.  [I25b]     Esl-il  exact  que  toute  puit 


d'un  nombre  enlier  quelconque  soil  la  somme   d'un  cube, 
d'un  carré  et  d'un  triangulaire?  G.  de  Rocquigny. 

1472.  [K9a]  Au  début  de  la  Géométrie,  on  démontre 
qu'une  ligne  brisée  convexe  (*),  ne  peut  être  rencontrée 
par  une  droite  en  plus  de  deux  points.  A-t-on  démontré 
d'une  manière  absolument  générale  la  réciproque  ou  le 
théorème  contraire?  Il  y  a  à  tenir  compte  du  fait  qu'une  ligne 
brisée  peut  être  non  convexe  de  diverses  manières  :  côlé 
inflexionnel,  forme  en  spirale,  etc.  G.  Fojvtewk. 

1473.  [111  c]  Soient  Q;*  le  plus  grand  carré  cpnlenu 
dans  le  nombre  enlier  positif  /?,  f{n)  le  nombre  des  diviseurs 


r=:n 


de    Q„    et  F(^)=^/(/').  H   est  aisé  de  voir  que  l'on  a 


r=[/n] 


V(^n)=     %^       Tï    "   A-t-on  déjà  signalé  quelque  part  l'ex- 

/•  =  i 
pression  asymptotique  suivante  de  F(/i)  : 

^(s)  est  la  fonction  connue  de  Riemann,  Rv/?/V  est  une  cx- 

pression  qui  est,  au  plus,  de  l'ordre  n'\  11  en  résulte  que  la 
valeur  moyenne  de  /(n)  (au  sens  de  Gauss  et  de  Dirichlet) 


t:* 


est  égale  à  ~.  J.  Fhanel. 

1474.  [Illc]  La  fonction  nun^ériquc /(n)  dont  il  est 
question  dans  l'énoncé  précédent  n'est  autre  chose  que  le 
nombre  des  solutions  entières  et  positives  de  Téqualion 
jcj^^  =  n.  Soil,  plus  généralement,  y(/i)  le  nombre  des  solu- 
tions entières  et  positives  de  l'équation  j:'^y^=zn,  a  et  h 
étant  deux  entiers  positifs  inégaux.  On  demande  unedémon- 


(  *  )   C'est-à-dire  une  ligne  brisée  qui  esl  louLe  cnlièrc  d'un  uiénic  côté  par 
rapport  à  chacun  de  «es  côlés  prolonge  indélinimcnl. 
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slralion  derégalilé 


r  =  l 

J*ai  une  démonstration  de  cette  formule;  j'en  désirerais 
une  différente.  J.  Fhankl  (Zurich). 

1473.  [M^9e]  A-t-on  recherché  les  propriétés  générales 
des  courbes  qui  correspondent  à  Inéquation  ^(x)  ±  ^{j)=*^i 
et  celles  des  surfaces  représentées  par  Téqualion 

cp(:r)±cp(j')=h  (?(;;)=  o? 

En  prenant  des  axes  convenables,  la  droite,  la  circonférence, 
les  coniques  à  centre  apparlienneut  à  la  famille  considérée. 
Cette  remarque  s'applique  au  plan  et  aux  quadri<|ues  à  centre. 

Pour  citer  un  exemple  de  surfaces  appartenant  au  genre 
remarquable  sur  lequel  il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  d'ap- 
peler l'attention,  voici  celui  que  nous  pouvons  signaler  (*). 
On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  une  sphère  S.  (/« 
plan  I*,  mobile,  tangent  à  S,  rencontre  les  axes  aux  points 
A,  B,  il.  Il  existe  un  ellipsoïde  U  ayant  pour  demi-ivces 
les  segments  Oh.^  OB,  OC. 

D'un  point  M,  on  mène^  à  U,  les  normales  ;  le  lieu  dt- 
crit  par  les  pieds  de  ces  normales  est  une  surface  cor- 
respondant à  Inéquation  ^  - — ;—  [x —  K)-=  o. 

G.   DE  LoKGCH  VMPS. 

1476.  [02f]  Deux  droites  AA,,  BB,  passant  par  un 
point  fixe  P  et  formant  un  angle  constant,  coupent  une  cir- 
conférence aux  points  A,  A,  et  B,  B|  ;  chercher  l'enveloppe 
des  cordes  AB et  A,  B,,  Aj  B  et  A13|,  si  le  système  des  droite» 
tourne  autour  du  point  P.  Je  désirerais  une  solution  cxph- 
cile  et  purement  analyticjue.  Stoll  (Bensheim). 


(')  Cours  de  Problèmes,  3"  vol.,  p.  3oi 


l 


RÉPONSES. 


^.  (1894,  149)  (Cil.  BiociiE).  —  Construire  un  triangle  ABC 
connaissant  les  pieds  de  ses  bissectrices,  (1898,  33).  —  Voici  une 
autre  solution  mettant  bien  en  évidence  le  cas  non  traité  du  triangle 
isoscèle,  et  qui  peut  s'appliquer  nriômc  à  la  géométrie  non  euclidienne, 
tant  qu'on  ne  s'occupe  que  de  résoudre. 

a,  6,  c  étant  les  pieds  des  bissectrices  internes,  soient  a\  b',  c' 
ceux  des  bissectrices  externes.  Si  Ton  donnait  trois  pieds  en 
ligne  droite,  par  exemple  6,  c  et  a,  il  est  facile  de  voir  que  le  pro- 
blème aurait  une  infinité  de  solutions. 

Supposons  donc  que  les  trois  pieds  forment  un  triangle;  on  peut 
envisager  deux  cas. 

î.  On  donne  les  pieds  internes  a,  b,  c.  C'est  celui  déjà  traité 
(1898,  33-35).  Je  prends  abc  pour  triangle  de  référence,  et  je 
cherche  à  calculer  les  coordonnées  normales  ^,  J',  -3,  du  point  lu  où 
concourent  les  bissectrices  internes  A«,  B6,  Ce;  A,  B,  C  sont 
associés  harmoniques  de  to,  et  les  trois  droites  A  a,  BC,  A  a'  ont 
pour  équations  respectives 

J'écris  que  la  première  et  la  troisième  droites  sont  perpendicu- 
laires, et  par  permutation  circulaire  j'ai  le  système  compatible 

/  x(y^ — z^)  -  •>.yz(j^  co?>b — icosc)  =0, 

(/)  '  ^'(-3*  —  •a^')  —  9.zx(z  cosc  —  xcosa)  =  o, 

(  z(x^  — y^)  —  'ixy{x  cosa  —  jcos^)  =  o. 

Pour  abréfjer,  soient  -=/,-=  r;  /  et  r  «^'obtiennent  en  résolvant 

l  ^{t  cosa  —  ros^)* 
ia)         ;       _(/s-_  |)2_  4/(/cosa--cos6) 

(       X  [2  cosc(^  cosa  —  cosb)  —  00s a (/^—  i)|  =  o, 

•Ait  cosa  —  cos/;  ) 


(i) 


r  = 

/2--  1 
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mille  positifs,  donc  il  Taulf  >o 


mais  il  fajt  de  plus  que  A,  B,  G  soient  placés  à  Toi 
du  triangle  abc  par  rapport  à  ses  sommets,  ce  qui  e 
à  r intérieur  Aa  triangle  n,*,c,  qui  a  pour  somm, 
des  côtés  de  abc,  donc  (  et  v  doivent  satisfaire  ajssi 

/     /sin«-f-    sini    -rrsinc>o. 
(3')  j      sin6   +P/sinc-  (sin«  >  o, 

r  Le  triangle  abc  est  quelconque,  nous  suppose 
et  par  suite  a  <  Go'<  b  <  180"—  a  ; 


sa> 

>cosi;     cos«  +  fosi>o;     co 

l'équa 

- 1  =  0  a  ses  quatre  racines  réell 

\,t,,f 

,  sont 

négatives,  inférieures  à  ^^^  et  se 

deux,  /),  l^  sont  positives,  supérieures  à  ^^-  et  séparé 
faisant  les  substitutions  numériques  —  «,  /,,  —  i,  (,, 
I,  (4.  +=0;  dans  le  premier  membre  F(/)  de  (a)  on  |)e 
tableau  qui  prouve  déjà  l'esistencc  de  deux  racines  1 
comprises,  la  première  entre  —1  et  t„  la  deuxième  ei 
t,  est  inacceptable;  t,  csl  supérieure  à  t  quand  c  est 
que  b  est  compris  entre  60°  et  120°,  .îcos=A  — r,  \al( 
pour  (  =  0,  est  né-atif;  mais  m  b  dépas5c  110',  F(o)  e; 
bitif,  et  il  j  a  entre  ^^^  et  /,  dcuv  aurres  racines  récll 
inacceptables.  Si  c  =  Go",  î,=  1  et  la  suite  des  résultai 

peut  n'y  avoir  pas  de  racine  acceptable  ;  ainsi,  quand  a  = 
i  =  .jo",  l'équation  (a)  devient  ((  _ij(i /'_(.  + ,4.,, 
d'autre  racine  posilivc  que  1  qui  ne  co»\ienl  pas. 

,-ic^(io",  Tf  infcricur  à  1  est  inacceptable  ;  donc 
l)eut  avoir  deux  solutions  au  plus  ou  être  impossibk-. 

i"  Le  triangle  abc  eil  isoscèle.  —  Supposons  a  =;  < 
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(a)  se  ramène  alors  à  la  forme  abrégée  et  décomposable 

(2')  (ç — i;(t»  4- 1~  2('/cosa)  =  o. 

Examinons  d*abord  le  cas  v  =  i,  où  t* —  2t  cos  a  -+- 1  —  4  cos'a  =  o. 
Soit  a  Tangle  aigu  dont  le  cosinus  égale  -pj  c'est-à-dire  dont  la  tan- 

gente  est  égale  à  2  ;  t  n'est  réel  que  si  a  est  inférieur  à  a;  et  d'abord, 
pour  a  =  a,  on  trouve  t  =  —-rt  racine  double  acceptable  qui  donne 

un  triangle  limite  ABC  dans  lequel  A  =  G  =  90°  et  B  =  o;  de  plus, 
toutes  les  autres   valeurs  de    a  conduisent  à  des  triangles  ABC 

isoscéles,  puisque  Bb  est  bissectrice  commune  des  angles  B  eib.  Si 

cos  b 

a>a>6o**,  t  a  deux  valeurs  positives  inférieures  à  i  et  à : 

^  cos  a 

mais  le  point  b>  étant  situé  sur  Bb  doit  se  trouver  entre  ac  et  aiCj 

c'esi-à-dire  que  les  deux  premières  inégalités  (3)  sont  satisfaites, 

et  la  troisième  exige  t  >  cos  a;  une  seule  des  valeurs  de  t  satisfait 

à  cette  condition,  donc  il  y  une  seule  solution  isoscèle,  qui  devient 

un  triangle  équilatéral  pour  a  =  60°.  Si  a  <  60",  t  a  une  seule  valeur 

positive  acceptable,  une  seule  solution  isoscèle. 

Examinons  maintenant  le  cas  v  -i-i  —  2çt  cos  a  =  o,  ou 

(i  —  4  cos*a)i*-+-  a  cos  a (3  —  4  cos*a)^  —  (3  —  4  cos* a)  =  0. 


Soit  p  Tangle  aigu  qui  a  pour  cosinus  i  /  — ^— ;  t  n'est  réel  que 

si  a  est  supérieur  à  ^  ou  inférieur  à  So**,  mais  il  faut  aussi  qu'il  sa- 
tisfasse aux.  conditions  de  limite.  Pour  a  =  B,  on  trouve  t  = rr^ 

cos  p 

v  =  i,  et  les  inégalités  sont  remplies;  la  solution  correspondante 
est  un  triangle  isoscèle  où  A  =  G,  le  même  que  dans  la  discus- 
sion précédente  on  avait  trouvé  pour  a=p<6o'*;   soit  y  l'angle 

aigu  de  cosinus  égal  à  \  /B,  y  >  p. Quand  on  fait  a  =  ^  on  trouve 
deux  valeurs  réelles  de  t  qui  sont  ^1=  \/6,  /j=  -J- /6,  et  deux  va- 
leurs correspondantes  de  Çj  oupi=  {,  (;,  =  2;  le  point  coi  fourni  par 
la  première  appartient  à  la  droite  bi  Ci,  et  le  point  cog  de  la  deuxième  est 
sur  biOi]  il  leur  correspond  des  triangles  limites  ABC  dans  lesquels 
deux  côtés  sont  parallèles,  mais  non  plus  perpendiculaires  au  troi- 

3. 
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siéme  ;  par  suite,  quand  a  est  compris  entre  Y  et  ^  la  solution  se  com- 
pose  de  deux  triangles,  d'ailleurs  égaux  et  symétriques  par  rapport 
à  la  bissectrice  de  l'angle  b,  mais  non  isoscèles;  nous  remarqunas 
donc  ce  fait  curieux  :  le  triangle  abc  des  pieds  des  bissectrices 
peut  être  isoscèle  sans  que  le  triangle  fondamental  ABC  le  soit 
nécessairement,  tandis  que  la  réciproque  a  toujours  lieu.  Si  a 
est  >  Y)  ^  sort  du  triangle  aibiCi  et  il  n*y  a  plus  de  solution. 
Quant  aux  angles  a^'^o**^  ils  donnent  des  valeurs  réelles  et  de 
signes  contraires  pour  tj  mais  les  valeurs  correspondantes  de  psoot 
négatives  :  il  n'y  a  pas  de  solution. 

3"  Le  triangle  abc  est  rectangle.  —  Si  Ton  suppose  a  =  90*, 
l'équation  (2)  se  ramène  à  la  forme 

(/* —  0'-+-  4  cos*6(2  <cosc  —  0=  oi 

ici,  entre  la  racine  u  de  l'équation 

(4)  4(i-+-  3  cos*a6)M*—  8cos*6.m  -+-cos*6  =  o, 

et  la  valeur  correspondante  de  ^,  il  y  a  la  relation  simple 

cos-  b 


u  = 


I  —  it  cosc  -H  /*  ' 


par  exemple,  quand  c  =  60"^,  la- première  équation  donne  t  =  1  et  U 
dernière  u  =  f  qui  est  bien  une  solution  de  la  deuxième;  de  même, 

SI  c  =  4^  >  on  trouve  aussi  u  =  -^ ,  /  =  —y  qui  verinent 

4  a  ^ 

l'équation  du  quatrième  degré  en  t, 

II.  On  donne  les  pieds  a,  b\  c\  —  Cherchons  à  déterminer  le 

point  (1)  de  rencontre  des  bissectrices  A  a,  B6',  Ce'  qui  est  intérieur 

au  triangle  ab' c'\  ce  point  est  encore  obtenu  par  la  résolution  des 

équations  (i)  (2)  (3);  t  ^iv  doivent  être  positifs;  mais  tandis  que  B 

et  C,  associés  harmoniques  de  co,  sont  de  côtés  opposés  à  ac'  et  ah' 

par  rapport  aux  sommets  b'  et  c*  respectifs,  au  contraire,  A  est  par 

rapport  à  b'c'  du  même  côté  que  a;  donc  les  inégalités  (3'}  devieo- 

nent  cette  fois 

^  sin  a-t-  sin6' —  vt  sinc'>  o,     sin  6' -h  çtsxn  c' —  vt  sina  <o, 

vtsïn  c'  -\-  t  sin  a  —  sin  6'>  o, 

et  le  triangle  ab'c'  peut  être  isoscèle  sans  que  ABC  le  soit. 

P.    B.VRB.VRIN. 


—  59  — 

410.  (1895,  4)  (E.  Leiioine).  —  Point  dont  la  somme  des  carrés 
des  distances  aux  arêtes  d'un  tétraèdre  est  minimum.  —  (1898, 
25 1). — Calcul  des  coordonnées  tétraédriques  X,  Y,  Z,  U  du  centre 
commun  des  ellipsoïdes,  —  J*appelle  AJ,  AJ-,  Aî,  AJ  les  aires 
des  faces  du  tétraèdre;  A^j  ^y»  ^5»  ^«  ^cs  hauteurs  correspon- 
dantes; r^xy^  '''ixzt  ''\xu  les  hauteurs  de  la  face  A J  ;  -^xy  et  tj^x 
n'appartiennent  pas  à  la  môme  face,  mais  sont  toutes  deux  perpen- 
diculaires à  la  même  arête;  axy,  axzj  CLxuy  ^yz^  ^ym  ^zu  les  arêtes 
du  tétraèdre;  (xjr)^  {^^)i  (y^)i  (^")»  i}'^)*  (^")  'es  angles  dièdres. 

Le  plan  de  la  feuille  étant  pris  comme  plan  de  Tangle  du  dièdre 
(^7  y)  P^r  exemple;  cet  angle  y  est  figuré  par  les  droites  PY,  PX, 


MP  est  la  distance  à  Taréte  axyy  soient  MR  =  a;  et  MQ=^  les 

coordonnées  de  M;  posons  QP  =  /i  et  RP  =  m;  on  voit  facilement 

y -f- j?cos(a:,  y)  x  -\-y  cos(x,  y)  ,  , 

que    m  =  ^ ^—, —    ,  -^  ^    et   n  = .—, —     Il    opérant    de 

^  s\tï{x,y)  %\n{x,y) 

même  pour  chaque  arête  et  ajoutant  les  carrés  des  distances  MP 


on  trouve  2SMP    =  3a:«-t- 37«-^  3-5*-h  3a»-h  2/n*-h  ««. 

L'équation  de  Tellipsoïde,  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés 
des  distances  aux  arêtes  du  tétraèdre  est  constante  et  égale  à  12^,  est 
donc 

3T«-t- 3  j^«-t- 3-5«4- 3  w«-h  2m«4- /i«=  2Û*; 

développant  S/7i*  +  n<  et  réunissant  les  termes  semblables,  on  arrive 
à  réquatîon 

M^X«^MJ.Y2-^M.Z»-hM,,U*-4-2M:r.,  XY-f-aM^cXZ 

Mvc  YZ  +  aMx,,XlI  -^  aMj,,  YU  -h  2M.,,ZU  =  9.Û». 
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Le  coefficient  M^^,  p»r  exemple,  a  pour  expression 

--    __  I -h  cos*(t,  j^)        I -+-cos'(a7, -s)        i-+-cos*(jr,  m). 

sin*(a?,/)  sin*(x,  5)  sin*(x,  1*) 

« 

multiplions  les  deux  membres  par  h^Xj  on  voit  que 

Mjch^x  =  2(Tiîv4-rJ^-HT^J,); 

j'appellerai  cette  expression   2*a:.  Le  coefficient  M^j   a  pour  ei- 

2  cos  (  X  y  ) 
pression    Mj.y=     .   ^      ^'^    ;    multiplions   les    deux   membres  par 

sin  \x^y) 

hxhy^  il  vient  M^j'/ax^^j  =  ^'Jxy'iyx  cos(a7,  j^).  Soit  H  le  troisième 

côté  d'un  triangle  dont  l'angle  opposé  à   H  est  {x^y)  et  dont  \c8 

côtés  qui  comprennent  cet  angle  sont  •r\xy  et  Tj^ar,  on  a 

H«  =  T*    -h  r{i.y—i'tixyr\yx  cos( 3-,^), 
d'où 

Soit  Oxy  la  plus  courte  distance  des  deux  hauteurs   hxj  hy\  ^° 
voit  facilement  que  H*=al,4  —  ^iy\  posant  M^y Ax /» j  =  S Jy,  on  a 

^iy=  -^h-^  ^|x-  («?«  -  5î>)  (»). 

Cherchons  les    coordonnées    du    centre    de    l'ellipsoïde.    Tenant 
compte  de  la  relation 

A|X  -+-  A»  Y  H-  A  ?  Z  -h  A  J  U  =  3  K>, 

06  K'  est  le  volume  du  tétraèdre,  on  arrive  aux  expressions 

„       3K»  A^  ^        3K»  A^  _       3K»  A3  ,,        3K'  A« 

''^att'      ^  =  â]:a:'      ^  =  ÂrA'     ^-ÂTT' 

où  Ax,  Ay,  Aj,  A„  sont  des  déterminants  fonctions  des    coefficient* 

A  *      A  '       A  ? 

de  l'équation  de  l'ellipsoïde  et  des  rapports    .  —,9  ^T-^^  -7-^»  ^**^ 
^  ^  "^^  Au*    Am*     Ali* 

h  h  h 

quels  sont  respectivement  égaux  à  -r^>    ■— *    ■—•  On  voit  d'abord 

ttx  y  z 

qu'en  opérant  sur  A^,  A^r,  A^,  A„,  des  additions  de  lignes  et  des 
permutations  de  colonnes,  on  arrive  à  donner  à  ces  déterminants  la 
même  forme,  de  telle  manière  que  A^,  A^.,  A-,  A„  se  déduisent  les 
uns  des  autres  par  permutations  circulaires.  En  multipliant  ensuite, 

(')  ^xy  cs^  ""*  si  le  tétraèdre  est  ortliocentrique ;  son  expression  en 
fonction  des  arêtes  est  assez  simple;  je  ne  l'ai  pas  introduit  dans  le  calcul 
des  faces  cl  des  arêtes,  ce  qui  est  facile,  à  cause  de  Textrème  complication 
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et  divisant  les  coeffîcients  M 


j:» 


et  M 


xy 


,   .  .  .    I 


après  avoir  rem- 


rs 


,     .        ^        Ax*    Av*    A;;*  /i«    /i„    //,A  ,       - 

place  partout  -r — -9   ."^.j  -r-  -   par   t— >  t->  -7—  1    par  'es  facteu 
Am2     Aw»     a  a*    ^        hx    hy     hzj 

nécessaires  pour  faire  apparaître,  au  lieu  des  Mx,  lesSx^  et,  au  liea 

des  }^xy^  les   Sj.^.,   on   voit  que  chacun  des  déterminants  t^xt  A^, 

^z^  ^u^  A  contient  le  facteur  ,  ^  ,  ^  »;  qui  disparaît. 

X    y    z 

Appelons  D^,  D^,  D^,  D„,  D  les  déterminants  ainsi  modifiés,  re- 
marquons que  Sj._y— S*^  et  que  D  =  Dj^-i- D_^.-l-Ds^- D„.  Nous 
aurons  pour  les  expressions  des  coordonnées  du  centre  les  formes 
suivantes  : 


X  = 


3K«    \_ 
D 


A* 
'^x 


VS  Cî 

-y        ^xy 

&h  -  Si, 

*^yH        "^xy 


"^yit        '^xu 


Si. 


S|„ 


Si 


O  i  /.  —   o  , 


zu 


xz 


V  t S  ' 


'Il 


Y,  Z,  U  s'obtiennent  par  permutations  circulaires;  la  valeur  de  D  est 

I  I  I 

vî sa        St    Qî 

**x        *^xa      ^XY        ^Yu 


D  = 
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Si  Ton  désigne  par  dj^.,  aj-,  a^-,  a^,^,  ffj-i,,  a|„,  les  sommes  des 
carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  milieux  des  arêtes  sur  les 
arêtes  restantes,  on  voit  bien  facilement  que  les  S  sont  liés  aux  7  et 
aux  £  par  les  relations 

xy —  4^zu        î  V -"x    •    ^y)f 

en  remplaçant  les  S  par  ces  expressions,  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  U 
se  trouvent  exprimées  en  fonction  des  sommes  des  carrés  des  dis- 
tances aux  arêtes  de  dix  points  remarquables  du  tétraèdre,  les 
quatre  sommets  et  les  six  milieux  des  arôtes,  points  et  quantités  liés 
intimement  à  la  nature  de  la  question. 

La  solution  générale  de  la  question  410  est  encore  valable  quand 
au  lieu  de  droites  il  s'agit  de  plans,  ou  de  plans  et  de  droites,  puis- 
qu'il revient  au  même  de  considérer  la  distance  d'un  point  à  une 
droite  ou  les  composantes  de  cette  distance  par  rapport  à  deux  plans 
rectangulaires  passant  par  cette  droite  ;  on  voit  de  suite  l'analogie 
qu'il  y  a  entre  le  point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances 
aux  quatre    faces  d'un   tétraèdre   soit   minimum  et  le  même  point 
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corrcsponilant   [lour   In   somme  des  carrés  des  dis 

Dans  le  second  cas,  il  faut  considérer  le  tétraèdre  qui  a  pou 
mets  les  centres  de  gravité  des  triangles  formés  par  les  pie 
hauteurs  des  faces  issues  d'un  même  sommet. 

Dans  le  premier,  il  y  a  la  même  construction  à  faire,  mais  ( 
sidérant  le  tétraèdre  formé  par  les  pieds  des  hauteurs  abaissa 
sommets  du  tétraèdre  donné  sur  les  faces  opposées. 

S01.11TION  GÉOH ÉTHIQUE.  —  Le  point  cherché  est  G,  comn 
sait,  tel  que  la  résultante  des  perpendiculaires  abaissées  de  ci 
surlegsix  arêtes  soit  nulle.  Proposons-nous  d'abord  de  décermi 
plan  tel  que  la  résultante  des  distances  de  chacun  de  ses  poici 
arêtes  d'un  tétraèdre  ABCD  soit  parallèle  à  un  plan  donné.  1 
d'en  déterminer  trois  points;  les  points  où  un  tel  plan  renco 
hauteur  du  tétraèdre  se  déterminent  d'une  manière  rclatii 
simple.  Soient  :  AH  la  hauteur;  0  un  point  de  cette  hauteu 
O^,  Oy  les  distances  de  0  aux  arêtes  de  la  face  opposée  i  A 

Oa  4-  0  JJ  +  Of,  pour  tout  point  de  AH,  passe  par  un  point 
centre  de  gravité  de  upy,  et  a  pour  valeur  30G. 

Soient  05,  Oe,  Oi;  les  distances  aun  autres  arêtes,  quel  q 
O  sur  AH,  Oo  +  OË+Ô;  a  une  direction  déterminée  et  e 
portionnclle  à  OA;  soit  R  le  point  au  tiers  à  partir  de  0  d 
résultante,  le  point  R  décrit  une  droite  AR|  dans  le  plan  AHEt 

•  (ô^  +  Ô^^- Ô^  +  03  +  ÔI  +  Oï)  =  ÔÏÏ -H  i3G. 

Si  nous  voulons  que  OR  +  OG  soit  parallèle  à  un  plan  d 
faut  que  les  projections  Dp  de  OR  et  OX  de  OG  sur  une  pi 
vOv'  à  la  normale  au  plan  donné  soient  égales  et  de  signi 
Iraires. 

Soit  ANN'  le  plan  formé  par  la  parallèle  vv'  et  AH,  soit  [i 
jection  de  G  sur  ce  plan,  le  lieu  des  points  X  quand  w'  vari< 
droite  (xX. 

Les  triangles  ROp,  quand  0  varie,  restent  semblables 
mêmes;  le  lieu  de  p  est  la  droite  Ap  facile  à  construire.  On 
à  résoudre  ce  problème  élémentaire:  étant  données  dans  1 
trois  droites  Ap,  AH,  X(jl,  mener  une  droite  w'  parallèle  à  1 
reclion  donnée,  de  manière  que  le  milieu  O  de  Xp  se  trouv 
sur  AH. 

En  faisant  cette   même  construction  pour  trois  des  haute 
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obtient  les  points  O,  Oi,  O2  qui  déterinincnt  le  plan,  lieu  des  points 
dont  les  résultantes  des  distances  aux  arêtes  sont  parallèles  à  un 
plan  donné. 

En  exécutant  deux  fois  encore  la  mérae  construction  en  variant 
chaque  fois  la  direction  du  plan  donné,  on  obtient  par  la  rencontre 
des  trois  plans  ainsi  déterminés  le  point  du  minimum,  car  pour  ce 
point  la  résultante  des  six  perpendiculaires  aux  arêtes  devant  être 
parallèle  à  trois  plans  déterminés  ne  peut  être  que  nulle. 

On  doit  sans  doute  simplifier  la  construction  en  choisissant  pour 
plans  auxquels  les  résultantes  sont  parallèles  des  plans  remarquables 
du  tétraèdre,  par  exemple  trois  des  faces.  Espanet. 

1086.  (1897,  146).  (ffumilis).  —  Propagation  de  la  chaleur,  — 
Il  pourra  être  utile  de  signaler  les  travaux  suivants  :  C.  Duhamel. 
Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  cristaux  {C.  B.,  t.  XXV, 
870-8-4;  18.47;  2V6C  rappel  d'un  Mémoire  présenté  le  7  avril  1828). 
Jannettaz.  Propagation  de  la  chaleur  dans  les  corps  cristallisés 
{Trav.  de  VEc.  des  Hautes  Études.  1893).  H.  Brocard. 

1183.  (1897,  268)  {Braid).  —  Invention  des  exposants  négatifs 
et  des  exposants  fractionnaires,  {i9l^%y  71).' —  Parlant  des  expo- 
sants en  général,  dont  il  attribuait  la  première  idée  à  Descartes, 
Laplacb  {Théorie  des  Probabilités)  dit  :  «  Cette  notation,  en  ne  la 
considérant  que  comme  une  manière  abrégée  de  représenter  les 
puissances,  semble  être  peu  de  chose;  mais  tel  est  l'avantage  d'une 
langue  bien  faite,  que  ses  notations  les  plus  simples  sont  devenues 
souvent  la  source  des  théories  les  plus  profondes,  et  c'est  ce  qui  a 
eu  lieu  pour  les  exposants  ».  Le  rôle  de  la  notation  exponentielle 
étant,  au  jugement  de  Laplace,  d'une  telle  importance  dans  l'his- 
toire de  l'Analyse,  V Intermédiaire  accueillera  peut-être  volontiers 
cette  longue  réponse  à  la  question  II80. 

Rappelons  d'abord  que  les  exposants  (positifs  et  entiers)  sont  de 
beaucoup  antérieurs  à  Descartes  :  dans  sa  Géométrie  (1637),  il  n'a 
fait  qu'introduire  cette  notation  déjà  usitée  par  des  mathématiciens 
de  son  temps,  tels  que  Stevin  et  Girard  dans  les  Pays-Bas  et  Hahriot 
en  Angleterre;  mais  l'autorité  du  géomètre  français  ne  contribua 
pas  peu  à  en  répandre  l'usage.  Jusqu'à  lui  et  pendant  quelque  temps 
encore,  la  plupart  des  algébristes  écrivaient  aa,  aaa^  ...,  comme 
lui-même  le  fit  souvent  aussi,  ou,  comme  faisait  Viète  (i54o-i6o3), 
a  quadratum,  a  cubus,  . . . ,  pour  a',  a^, 
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Quant  aux  exposants  fractionnaires  et  négatifs,  Descartes  n'y  a 
point  songé.  En  iC55,  ils  apparaissent  dans  VArithmetica  injinito- 
rum  de  Wallis,  qui    admet  même  les  exposants  irrationnels.  Oo 
sait  que  c'est  par  la  méditation  de  ce  profond  Ouvrage  queNewTOS 
arriva  à  créer  sa  théorie  des  fluxions,  première  forme  du  Calcul  dif- 
férentiel. Aussi  nous  ne  croyons  pas  que,  ôslus  sa  Metkodus  Fluxio- 
num,  écrite  peut-être  dès  1G71  et  publiée  seulement  en   1736  par 
Colson,  Newton  ait  songé  à  s'attribuer  la  paternité  des  exposants 
négatifs  et  fractionnaires,  qui  se  trouvaient  déjà  usités  dans  un  livre 
aussi     célèbre    que    VArithmetica    injinitorum;    mais  la  phrase 
«  Opportune  observandum  est  quod  ego  adhibeo  —  0  nous  semble 
être  un  simple  avertissement  au  lecteur.  Ajoutons  que  Newton  avait 
trop  médité  le  livre  de  Wallis  pour  qu'on  explique  par  une  incon- 
science dans  ses  réminiscences  l'affirmation  apparente  de  cette  pa- 
ternité. Du  reste,  Wallis  lui-même  n*est  pas  l'auteur  du  symbolisme 
en  question.  En  i585,  l'illustre  inventeur  ou  promoteur  du  calcul 
des  fractions  décimales,  Simon  Stevin  de  Bruges,  dans  son  Arithmé- 
tique «  premièrement  descripte  en  flaming  et  maintenant  conver- 
tie en  françois,  »  écrit  les  polynômes,  ou  comme  il  dit,  les  multÎAO- 
mies   algebraïqueSf    sous    la    forme    suivante,    où  la  dignité  de 
chaque />o^enc6  (il  appelle  ainsi  l'exposant  de  chaque  puissance) est 

enfermée  en  un  petit  cercle  :  5(3)  —  7Q  -\-  3(T)  —  *ï(Ô)>  cesl  le 
polynôme  que  nous  écririons  ^x^ — 7a:'-f-3a7  —  21.  Or,  danscclivre 
qui  est  aussi  bien  un  Traité  d'Algèbre  qu'un  Ouvrage  d'Arithmé- 
tique, le  mathématicien  belge  a  un  chapitre  intitulé  :  g  Que  les  di- 
gnitez  ou  dénominateurs  (les  exposants)  des  quantitez  ne  sont  pas 
nécessairement  nombres  entiers,  mais  potentiellement  nombres  rom* 
puz  (fractionnaires)  et  nombres  radicaux  (irrationnels)  quel- 
conques. »  De  même  que  x^,  ou  la  «  potence  cubique  de  la  quantité,» 

se  désigne  chez  lui  par  le  symbole  ifs),  il  propose  de  représenter 
par  ^  en  un  cercle  la  racine  carrée  de  la  quantité  et  de  remplacer  U 
notation  /4©,  c'est-à-dire  /4^,  par  la  notation  (T)4C[)- ^^"^^ 
«  3  en  un  circle  seroit  le  charactere  de  racine  quarrée  de  ^,  par 
ce  que  telle  |  en  circle  multipliée  en  sov  (élevée  au  carré)  donne 
produit  (3).  »  Stevin  dit  ensuite  qu'il  a  cherché  à  faire  avancer  par 

l'emploi  de  ces  notations  «  la  reiglc  de  trois  algebraïque,  vulgai- 
rement dicte  équation;  »  mais  n'ayant  pu  y  réussir  pour  Theure,  il 
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abandonne  l'usage  de  ce  symbolisme  :  il  a  voulu  seulcmcnl  «  le  ma- 
nifester aux  atgebraïciens,  car  il  pourroit  avenir  que  ceste  souve- 
nance causeroit  à  un  autre  quelque  avancement.  »  Stevin  ne  se  trom- 
pait pas  :  en  iG55,  Wallis  eut  souvenance  de  l'idée  du  géomètre 
brugeois  et  y  trouva  le  germe  des  théories  mathématiques  les  plus 
fécondes.  Albert  Girard,  à  qui  Ton  doit  une  édition  commentée 
(Leyde,  i634)  des  Œuvres  mathématiques  de  Stevin,  adopte  ces 
notations  dans  son  propre  livre  Invention  nouvelle  en  VAlgehre 
(Amsterdam,  1629)  :  il  se  sert  des  exposants  fractionnaires  proposés 
par  Stevin,  et  écrit  (  j  )  pour  ^x^. 

Mais  avant  tous  ces  écrits  et  dès  le  xv*  siècle,  le  plus  ancien  mo- 
nument de  l'Algèbre  française,  a  le  Triparty  en  la  Science  des 
nombres  par  Nicolas  Chuquet  parisien  lequel  fut  cômence  medie 
et  finy  a  Lyon  sus  le  Rosne  lan  de  salut  14H4  »  emploie  couram- 
ment les  exposants,  qui  y  sont  appelés  des  denominacions,  et  dé- 
finit même  et  soumet  au  calcul  l'exposant  zéro  et  les  exposants  né- 
gatifs. Le  polynôme  4^' —  *>-^ -+- 9  s'écrit,  chex  maistre  Chuquet, 
4*/«.2!/>.9®  ;  la  lettre  ordonnatrice  est  sous-entendue  :  Chuquet 
n'emploie  les  lettres  que  comme  signes  opératoires,  p  et  m,  pour 
-+-  et  — .  L*expression  6^-"*,  que  nous  écririons  Cj?-',  représente  la 

fraction  - — -• 

Enfin,  pour  compléter  cet  historique,  remontons  au  xiv*  siècle  et 
signalons  l'apparition,  dans  le  remarquable  Jlgorisnius proportion 
num  de  Nicole  Oresme  (i323-i382),  des  exposants  et  même  des 

exposants  fractionnaires.  Une  puissance  fractionnaire  telle  que  v4^> 
que  nous  écririons  4*  ou  4      *f   y    est    représentée    par   la   notation 


4.  Professeur  et  grand-maître  du  Collège   de   Navarre,  plus 

lard  doyen  de  Rouen,  puis  évoque  de  Lisieux,  Oresme  fut  à  la  fois 
théologien,  —  célèbre  par  sa  lutte  contre  l'astrologie  judiciaire,  — 
philosophe,  —  réputé  par  son  commentaire  sur  les  Meteorologica 
d*Aristote,  —  et  géomètre.  Géomètre  original,  il  fut  le  précurseur 
de  Descartes  et  de  Fermât,  en  inventant  une  espèce  de  Géométrie 
analytique  où  les  formes  analytiques  sont  représentées  par  des 
formes  graphiques,  et  où  les  ordonnées  et  les  abscisses  apparaissent 
bous  les  noms  de  latitudes  et  de  longitudes.  Ensevelie  depuis 
quatre    siècles    «lans     un    oubli    immérité,    l'œuvre    mathématique 
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d'OniiSMis  a  élc  révélée  en  18G8  par  le  professeur  Curlzc,  de  Thorn 
(  voy.  BuU,  des  Se.  math,  de  Darboux,  1S72,  p.  3vii  et  187^.  l.  I, 
p.  57)  (').  B.  Lkfkbvre.  (  Lou^ain.) 

1284.  (1898,  i-i'Ji).  (G.  Darbol'x).  —  Problème  de  courriers. - 
(1898,  2()i,  289.).  —  Le  meilleur  mode  d'utilisation  de  la  voilure  pa- 
rait être  celui  qui  permet  à  chacune  des  personnes  de  faire  dan?  I« 
véhicule,  toujours  au  complet,  une  fraction  du  trajet  le  plus  voisine 

possible  du  rapport  — • 

La  voiture  partira  donc  avec  n'  personnes,  les  autres  a\anl  pri? 
les  devants  pour  s'échelonner  en  des  points  de  la  route  convenable- 
ment choisis,  où  elles  seront  embarquées  successivement  en  rem- 
placement d'un  nombre  égal  de  voyageurs  qui  y  seront  déposé*: 
reste  à  déterminer  ces  points. 

Soient  Xi^  jtj,  3^3,  . . .,  Xn-n'^i  'es  fractions  du  trajet  total  parcou- 


(')  L'œuvre  nianuscriie  de  Ciiuquet,  ce  matlicmalicien  de  génie,  qoi 
devançant  Dcscaries  exposa  la  vraie  conception  des  quantités  négati^f*: 
qui,  avant  Wallis,  invcnla  et  utilisa  l'exposant  zéro  et  les  exposants  oésa- 
lifs;  qui,  avant  Néper,  découvrit  les  logarithmes   et   apprécia   la   i>alrar 
mervcilleuso  de  ce  futur  outil:  qui  traita  avec  ampleur  les  équations  du 
premier  et  du  second  degré,  sans  s'effrayer  des  responses  infinies  ni  de? 
responses  impossibles;  en  un  mot,  l'œuvre  la  plus  savante  et  la  plus  on- 
^inale  qui  ait  été  écrite  depuis  le  Liber  Abaci  de  Léonard  de  Pisc  eo  allrn- 
dant  Vlsai^oge  de  Vicie,  est  restée  entièrement  inconnue  du  monde  sa«ot 
jusqu'en  1880  :  en  celle  année,  la  main  heureuse  d'Aristide  Marre  Tarracb» 
de  la  poussière  des  bibliothèques  (Biblioth.   nationale,  ms.    cotté  Fond* 
Français,  n"  i34<))  et  le  publia  dans  le  BuUettino  du  priucc  BoxcoupaôM 
(t.  XIM,  1880).  Il  est  vrai  qu'un  vil    plagiaire,   Estienxe   dk   la   Roche. 
étant  venu  à  ouNrir  ce  manuscrit,  y  avait  trouvé  du  bon   et  y  avait  pr»*- 
en  les  donnant  comme  siens,  des  matériaux  pour  son   livre  Larismeti<f^t 
nouellement  composée  (i5i?o).  Ce  livre,  retrouvé  il  y  a   soixante  an*  rt 
présenté  à  l'Institut  par  Chasles  (C.  ^.,  5  mai  1841  ),  a  joui  d'uoc  réceol»- 
et  injuste  célébrité  et  a  valu  à  sou  indigne  auteur  le  litre  de  Pérc  de  l'al- 
gèbre et  d'inventeur  des  exposants. 

Sur  la  personne  et  les  écrits  soit  de  Chuquet,  soit  d'ÛRESME,  et  ponrun* 
plus  complète  réponse  à  la  question  1185,  on  nous  permettra  de  renvoyer 
à  rintrodiiction  historique  et  aux  notes  de  notre  Cours  développe  d'Al- 
gèbre élémentaire  (N'amur,  Wesniael  éditeur,  i8<j8;  t.  1,  p.  WMl 
WXIII  et  j36;  t.  II,  p.  j/jo).  Happelons  rrxistence  chez  les  Vr^bf* 
d'Kspaî;iic,  dès  le  W  siècle  et  plus  loi,  d'un  signe  correspondant  à  noirr 
radii-al  et  d'exposants  cnlieis,  appelés  ass  (>oy.  ibid.,   t.   H,    p.  a,  notf.- 

D.  Leflbvue  (Louvain.) 


'  \  « 


-  iu   -~ 

rues  successi\emenl   avec   le   charjicnient  priiiiilif  do /i' personnes, 
après    le    rem  placement    du    premier    voyaj;eiir,    après     celui    du 
deuxième,  . . .,  après  celui  du  {n  —  n' )'""*,  ces  quantités  ne  pouvant 
être  que  positives  ou  nulles  et  leur  somme  étant  égale  ù  i. 
Il  faudra  rendre  minima  la  somme  des  carrés 

/        n'y     (                 n'y              i                                n'y 
\jr\ 1  -+-  (  X|  -H  j^t j  -h . . .  -T-  I  r,  -»- . . .  H-  j-j  -f-  x„ I 

/  n'y 

/  n'y  [  n'y 

où  l'on  a  X| -h  a-j-i-. .  .-H  j^,i_„'+i  =  i.  Pour  cela  on  exprimera  que 
les  dérivées  par  rapport  à  chacune  des  quantités  X\^  Xt,  . . .,  x^^n'+x 
sont  égales  entre  elles. 

On  trouve  ainsi  que  les  seules  de  ces  quantités  qui  ne  soient  pas 
nulles  sont  de  l'une  des  formes  Xpn'^i  et  Xp,i'-i-r-*-ii  p  pouvant 
prendre  toutes  les  valeurs  entières  de  o  à  </  —  i,  r/  étant  le  quotient 
et  r  le  re«te  de  la  division  de  n  par  /i'. 

De    plus,     Xpa'-^r-^l  =  (/?  -4-  l)X,.H_i  Ct  Xpn'^x  =  (  q  —p)Xr^i,     d'oÙ 

En  consé((uence,  on  devra,  pour  la  meilleure  utilisation  de  la  voi- 
lure, remplacer  alternatiAcment  /•  et  n' — r  personnes,  de  sorte  que 
(7 -+-!)/•  personnes  eiïectueut  dans  le  véhicule  un  parcours  égal  au 
^y-hi)"'"*  du  trajet  total,  et  q(n' — r)  personnes  le  <7""'*  du  même 

trajet;  la  moyenne  des  parcours  en  voiture  sera  «lu  reste  — • 

Wki,scii. 

1287.  (1898,  i'ijl).  (G.  Rtsso).  —  Démonstration  géométrique 
d'une  propriété  de  deux  coniques  hoinothétiques. —  (1898,  ai  5). 
—  La  propriété  énoncée  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante, 
qui  elle-môme  n'est  qu'une  transformation  de  la  propriété  des  co- 
niques homothétiques  de  se  couper  sur  la  droite  de  Tinfini  : 

«  Deux  coniques  quelconques  sont,  de  douze  manières,  homolo- 
ffiques,  le  centre  d'homologie  étant  l'un  des  sommets  du  quadrila- 
tère complet    circonscrit   aux    deux  coniques   cl  Taxe  d'honiologic 
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étant  Tune  des  deu\  sécantes  communes  passant  par  le  pùlc  double, 
intersection  des  polaires  du  sommet  considéré.  »  Welsch. 

1298.  (1898,  126).  (  H.  Brocard).—  Une  trisection  de  Vangle  sous 
la  signature  de  Voltaire.  —  (1898,  2G3).  —  xiprès  la  réponse  insé- 
rée (loc.  cit.)  il  me  parait  nécessaire  de  préciser  les  données  biblio- 
graphiques de  la  question. 

Voici  un  extrait  de  l'article  de  l'abbé  Desfontaines: 

M.  de  Voltaire,  devenu  depuis  peu  Métaphysicien,  Physicien,  Géo- 
mètre, etc.,  vient  de  nous  annoncer,  dans  les  Mémoires  de  Trévoux 
de  ce  mois,  qu'il  a  heureusement  trouvé  la  solution  du  plus  fameu\ 
Problème  de  Géométrie  qu'on  ait  jamais  proposé,  et  qui  seul,  étant 
bien  résolu,  peut  suppléer  à  toutes  les  méthodes  introduites  dans 
cette  science.  Il  n'y  a  personne  qui  n'ait  ouï  parler  du  problème  de 
la  Trisection  de  r  angle  y  qui  a  tant  exercé  l'antiquité.  Selon 
M.  de  V.,  en  ne  se  servant  que  de  la  règle  et  du  couipas,  on  peut 
facilement  diviser  un  angle  quelconque  en  autant  de  parties  égales 
qu'on  voudra,  c'est-à-dire  en  raison  donnée.  Pour  cet  effet,  il  ne 
faut  que  prolonger  un  des  côtés  de  l'angle;  prendre  sur  ce  prolon- 
gement autant  de  parties  égales  que  l'on  a  dessein  d'en  l^ou^cr 
dans  cet  angle,  décrire  du  sommet,  comme  centre,  deux  arc?  de 
cercle,  l'un  à  la  première  division,  l'autre  à  l'extrémité  du  côté  pro- 
longé, mener  ensuite  la  corde  du  premier  arc,  et  inscrire  cette  même 
corde  dans  le  second.  La  ligne  droite  qu'on  tirera  de  l'exlrémiic  de 
cette  seconde  corde  au  sommet  de  l'angle  déleraiinera.  selon 
M.  de  V.,  la  partie  proposée  de  l'angle  donné. 

Notre  nouveau  Géomètre  assure  que  sa  démonstration  v.sl  certaine: 
mais  il  veut  absolument  qu'on  le  croie  sur  sa  parole;  car  il  laiplaîi 
de  nous  cacher  cette  certitude.  «  Voici  ma  démonstration,  dit-»' 
(Mé/n.  de  Trév.,  juill.,  p.  14')^)»  soumise  à  un  examen  d'autant  plo? 
rigoureux  et  plus  aisé  qu'elle  est  plus  simple. 

»  Placez-vous  à  la  tète  de  deux  files  de  vingt  soldats,  par  exemple, 
tous  d'égale  grandeur,  et  tous  à  égale  distance  les  uns  des  autres 
Il  est  bien  certain  (si  vous  en  croyez  M.  de  V.)  que  les  dernier» sol- 
dats sont  vus  sous  un  angle  vingt  fois  plus  petit.  »  Etc. 

Suit  le  commentaire  adressé,  au  dire  de  Desfontaines,  par  un  sa- 
vant Géoinétre-FMiysicien.  II  est  vrai  que,  dans  le  Préservatif  {t''^^'' 
Voltaire  a  accusé  Tabbé  Desfontaines  de  n'avoir  pas  compris  le  pr^^ 
blême  et  de  s'être  lié  à  un  géomètre  qui  s'était  moqué  de  lui;  etc.^f 
serait  donc  lo  cas  de  dire  :  Qui  trompc-l-on  ici?       II.  BRo*:\iin. 
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1324.  (1898,  1-3)  (Ego).  —  En  coordonnées  télraédriqucs  nor- 
males (ABCD  étant  le  tétraèdre  de  référence),  l'expression  de  la 
distance  du  point  M(jr,^, -s, /)  au  plan  AX -h  BY-h  GZ -+- DT  =  o 
est  (en  valeur  absolue) 


A»-hB«-t-G*-f-D2— aABcosCD'— 2AGcosBD  — aADcosBC/ 

—  2  BG  cos  AD  —  2  BD  cos  AG  —  iGD  cos  AB  ) 


En  coordonnées  barycentriques,  il  suffit  de  remplacer,  dans  le  dé- 
nominateur, A,  B,  G,  D,  par  Aa,  B6,  Gc,  Dd\  a,  b,  c,  d  étant  les 
aires  des  faces  du  tétraèdre  de  référence. 

(  Voir^  par  exemple,  les  Exercices  de  Kœhler,  Tome  II,  Gh.  VII.) 
Je  ne  connais  aucun  Ouvrage  donnant  la  formule  de  la  distance 
d'un  point  à  une  droite;  trouver  cette  formule,  comme  le  dit 
M.  EffOy  n'offre  aucune  difficulté  théorique;  mais  son  calcul  pra- 
tique est  d'une  extrême  complication.  (  Voir,  à  ce  sujet,  Vlntermé- 
diaire;  question  il9i,  1898,  p.  2,  et  la  réponse  à  cette  question, 
1898,  p.  i35.  Voir  aussi,  1898,  p.  201,  la  réponse  à  la  question  ii91 
qui  semble  indiquer  que  ce  desideratum  va  être  rempli.) 

L.   RiPERT. 

1328.  (1898, 174)  (E.-N.  Barisien).  —  Lieu  des  foyers  des  ellipses 
tangentes  à  deux  droites,  —  Voici  l'indication  d'une  solution  simple 
où  les  éliminations  n'offrent  aucune  difficulté  :  soient  xi  etj^i  les 
distances  du  centre  de  l'ellipse  aux  droites,  0  l'angle  de  ces  droites, 
o  et  <!*  les  angles  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  fait  avec  les  droites; 
on  a  arî  =  a*cos'o  -f-  6*sin*{p,  y\  =  a'cos'J/  H-  6*sin*i);,  (p  -f-  <};  =  0; 
en  posant  u  =  tangcp,  v  =  tangi}',  on  a 

/a* — a*  ,   /a^—y^ 

cl,  comme  tangO  = ,  on  en  tire 

mais  si  a^  et  ^  sont  les  coordonnées  du  centre  par  rapport  aux  droites 
données,  on  a  :  Xi  =  t  sin  0,  ^,  =  j^  sin  0. 
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Lit  lieu  du  centre  sera  donc 


«'  —  .r^sin'O  ,    rt' — v'sin*6  , 

ou,  en  posant  7-T ^  ■  ^r.  ~  ^  ?  tt —    .  .   , ,:  ~  r  , 

(i)  [(I  -h  .r'-r-  y  )  sinîO  — (ar'y )  cosî0]2=  4xy. 

Soient  maintenant  {i,  t^i  les  distances  d'un  foyer  F  au\  droiic* 
données,  fj,  r^j  les  distances  de  l'autre  foyer  F'  à  ces  mêmes droiie$; 
on  a 

d'où  l'on  tire 

si  ^^r,  sont  les  coordonnées  de  F,  on  a  donc 

j*  sinO  =  -  (  J  sinO  -1-  - — -. — jr  ),  v  sin6  =  -  (  r  sinO  H ^-^  ); 

•>.  \*  ç  sin8/  ^  -2  \  T,  sinO/ 

on  déduit  de  là 

^  ~  /|Tî"5^sin«6  —  (  ^SsinîQ  -r  feî)»  ' 
,_  4a^y,^singO  --(r^^sin^f)  -t-  6«  )» 
^  ~  4  62r<*sin«0  — (T^*sin*0  -^  6«)*' 

en  substituant  ces  valeurs  de  vr',y  dans(i)on  a  le  résultat  demandé. 
On  peut,  par  un  procédé  analogue  trouver  le  lieu  d'un  point  invaria- 
blement lié  à  Tellipse  ;  toute?  ces  courbes  sont  unicursales.     Achète. 

Auli-o  réponse  de  M.  E.-A.  MajoL 

1367.  (1898,  224)  (O.  BoKLEN).  —  Caractéristiques  d'un  cer- 
tain système  d^ ellipsoïdes.  —  Au  lieu  d'ellipsoïdes  tout  court  dans 
l'énoncé  de  la  question,  il  faut  lire  ellipsoïdes  coaxiaux.  Soit 

_fl,-+-Xfl2  _    b\->r\bi  Ci-\-\Ct 

X  —  .r         >  V  —    ^ y  Z  — r — 

I  -h  A  "^  l-h  A  I  -h  A 

la  droite  donnée.  Alors,  il  s'agit  du  système 

T*  y^  5*  _^  I 

{ai-^la^y^  "^  i^i-»-  ^^î)*  "^  (ci-hXci)*  "~  (7-4- X*j 

Donc  la  première  des  trois  caractéristiques  est  6,  FéquatioD  du  s}'s- 
tème  étant  en  X  de  l'ordre  G. 
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Soil 

une  aulre  droite  quelconque.  Elle  coupe  l'ellipsoïde  de  paramètre  X 
aux  deu\  points  déterminés  par  Téquation  quadratique  en  ;x 


(ai-i-Xaî)2       (,^1-H  X62)*       (Cj-+-Xcj)2  "  (i-t-  X)*' 

ces  points  coïncident  sous  la  condition 

[(i-f-X)îSa»B*Cî— A*BîC»][(i-HX)2Va;BîGs—  A'BîG»] 

=  [n -^  X)î2aia,B»Cî— A«B2G»]«. 
où 

A  =  aj-hXaj,        B  =  /pi-+-X6j,        G  =  ci-i-Xcj. 

Cette  condition  se  réduit  à 

(1-4-  X«)[2a»BîCî-4-  Sa*  B«G*-  (SaïaîB^G')»] 
=  A«B«G2(SaîB»Gî-HSaîB2G*~-9iSa,aîB«G2) 

(i-4-X«)SO,Y,-p,Yi)2A»--=-.2(ai-aO^B5G». 

Cette  équation  est  de  l'ordre  î  en  X;  donc  la  seconde  des  trois 
caractéristiques  est  4- 

Si  réquation  ux  -h  s^y  h-  w^5  H-  1  =  o  indique  le  rapport  des  coor- 
données ponctuelles  et  langentielles,  l'équation  tangentieile  du  sys- 
tème (f)  est 

(ai-t-Xfl4)^«'-t-(^t-^^^i)*^*^-(ci-t-  ^cj)*<v2  =  (i-h  X)*. 

Comme  celle  équation  est  de  l'ordre  2  en  X,  la  troisième  des 
caractéristiques  est  2. 

Donc  le  système  en  question  peut  être  représenté  par  le  symbole 
(6,  4,  2).  P. -H.  ScHOUTE  (Groningue),  F.  Michel. 

X2       Y*       Z* 

i*»   Si   Ton    exprime  que    l'ellipsoïde  — r  H 1  -H 5  =i>^»  Yt  ^1 

T'        y^        z^ 

étartt  liés  par  des  équations  linéaires,  a  deux  points  communs  con- 
fondus avec  la  droite  X=  aZ -+-/?,  Y  =  6  Z -f- </,  on  obtient  l'équa- 
tion de  condition 

\^'    '    y-)         \^*       y^~^  z^)\x^'       y^        I 
ou 

x^-y-  x^z^       y^z^       x^       X*       -* 

La  deuxième  caractéristique  est  donc  4- 
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X*       Y»       Zî 

iT*  y'  5* 

soit  langent  au  plan 

/  X  -h  /;i  Y  -f-  /»  Z  =  I , 

élant  /*j:72-|-  m'^'*-f-  /i'^*  =  i,  la  troisième  caractéristique  est  i. 

Welsch. 

1443.  (1899,  27)  {Milèse).  —  Nous  avons  déjà  fait  connaître  que 
le  Congrès  international  de  1900  aura  lieu  à  Paris  du  6  au  naoùl. 
Une  circulaire  de  décembre  dernier,  et  qui  émane  du  Comité  d'orga- 
nisation, indique  les  grandes  lignes  du  programme  ctHxele  pri\  de 
la  carte  de  Membre  du  Congrès  (3o'^'');  des  cartes  à  un  prix  réduit, 
qui  n'est  pas  arrêté  encore,  pourront  être  délivrées  aux  personnes 
faisant  partie  de  la  famille  de  chaque  Correspondant  et  dêsiranl 
suivre  les  travaux  du  Congrès.  Les  lecteurs  de  V Intermédiaire  ({^^ 
n'auraient  pas  reçu  la  circulaire  dont  il  s'agit  peuvent,  pour  se  la 
procurer,  s'adresser  à  la  Rédaction. 

A  la  date  du  22  février  1899,  i33i  réponses  à  la  circulaire  préci- 
tée étaient  parvenues;  sur  ce  nombre,  816  Correspondants  annoncent 
leur  présence  probable,  et  celle  de  671  personnes  de  leurs  familles- 
Les  nations  suivantes,  dans  ce  nombre  d'adhérents  probables,  se 
trouvent  représentées,  en  dehors  de  la  France  : 

Allemagne,  Autriche-Hongrie,  Belgique,  Canada,  Danemark. 
Espagne,  Etats-Unis  d'Amérique,  Finlande,  Grande-Bretagne,  Hol- 
lande, Italie,  Luxembourg,  Roumanie,  Russie,  Serbie,  Suède  et 
Norvège,  Suisse. 

C'est,  on  le  voit,  un  très  gros  succès  qui  attend  le  Congre* 
de  1900,  et  dont  nous  avons  mille  raisons  de  nous  réjouir.  Nous  ne 
manquerons  pas  de  suivre  toutes  les  questions  qui  se  rattachent  à 
cette  organisation  si  importante,  et  de  tenir  nos  lecteurs  au  courant 
le  plus  exactement  possible.  La  Rédaction. 


>••»« 
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QUESTIONS. 


169.  [Aie]  (1894,  qS)     Si  f*^S«  représente  la  somme 
des  cubes  des  coefficieDls  de  (i  4- a:)",  on  a  vu  que  l'on  a 

(I)  /i««)s„  =  (7/i«-7/n-2)WS„_i-h8(/i-.i)«i»JS„_, 

avec  les  conditions  initiales  ^'^So=  i,  f'^S|=  2. 

Je  demande  de  prouver  directement  que  la  formule  (i) 
donne  toujours  des  nombres  entiers  pour  ^'^S«. 

J.  Franel  (Zurich). 

18i.  [F8ap]  (1894,  pS)     Abel,  dans  sa  lettre  du  25  no- 
vembre 1828,  adressée  à  Legendre,  posa  le  problème  : 
«  Exprimer,  s'il  est  possible^  une  intégrale  de  la  forme 

lydx^  où  y  est  une  fonction  algébrique,  par  des  fonctions 

algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques  )>,  de  la  manière 
suivante  : 


/ 


^c/jr  =  fonct.  alg.de  [a7|,  logt^i,  logt'î,  •••,  ^(^1),  i^C^t),    "], 

(^9  (^2>  '"i^Kt  ^21  •••  étant  des  fonctions  algébriques  en 
nombre  limité  et  TZi,TZ2y  ...  désignant  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Il  ajoute  la  proposition  suivante  : 

S'il  est  possible  d'exprimer   l y  dx  comme  on  vient  de  le 

dire,  on  pourra  toujours  donner  à  son  expression  la  forme 


/ 


yd3c=^  /o-^  A|  log/|-t-  Aj log /f -t- . . . H-  BiTr(^i)-hB2  7:(j^2)-4-. . ., 


^01  fît  ^2j  •••î^i»  y^'>  •••   désignant  des  fondions  ration- 

//i /crm.,  VI  (Avril  i8()9).  î 


nellcs  du  x  et  de  _j' (on  iioinLic  liiniU')  cl  A,,  Aj,  ...,B„ 
1^21  •  ■  ■  <!tanl  des  constantes. 

Un  correspondant  peut-il  (lémonlrer  ces  propositions  ou 
faire  connaître  si  elles  ont  été  démontrées? 

Italo  Zigkago  (Gènes). 

185.  [I)2a]  (1894,  </>)  Abel  a  étitLIi  qu'il  est  impos- 
sible de  trouver  une  fonction  »(/))  telle  qu'une  série  quel- 
conque ti„-i-  H|  +  Hi  +  . .  .,  dont  tous  les  termes  sont  posi- 
tifs, soit  convergente  si 

cl  divergente  dans  le  cas  contraire.  Est-il  possible  de  troi 
nne  fonction  de  la  forme  ?(/i,  »«)  qui  satisfasse  à  ces  f 
dilions?  Italo  Zlc^AGO  (Gènes). 


1477.  [D6b]  La  fonction  e'  a,  comme  on  sait, 
module  inférieur  à  un  lorsque  la  partie  réelle  de  x  cslnt 
tive;  la  fonclion  tf*"'  a  un  module  inférieur  à  un  lorsque, 
trouve  à  l'intérieur  de  deux  angles  droits  opposés  pa 
sommet,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'angles  dont  la  .somme 
égale  à  t;. 

Peut-on  trouver  une  fonction  Lransccndante  entière  ^ 
dont  le  module  soit  inférieur  à  un,  quel  que  soit  x  à  l'ii 
rieur  de  plusieurs  angles  sans  partie  commune, /a  son 
(/e  CCS  angles  dZ-pansant  i;? 

Peut-on  trouver  une  fonction  y(j:)  dont  le  module 
dépasse  l'unité  qu'à  l'inlêricur  d'un  an^le  inférieure  '? 

Peul-on  trouver  une  fonction  tp[ir)  dont  le  module 
dépasse  l'unité  qu'a  l'inlêricur  d'un  angle  aussi  petit' 
l'on  veut  (donné  d'avance),  ou  même  seulement  à  l'inléri 
d'une  parabole? 

La  connaissance  elTeclive  de  telles  fonctions  entières, 
en  existe,  me  parail  pouvoir  rendre  de  grands  services;  m 
il  ne  serait  pas  non  plus  sans  intérêt  de  démontrer  rig:oun 
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sèment  que  les  questions  posées  doivent  élre  résolues  parla 
négative.  Emile  Borel. 

1478.  [K18g]  Déterminer  une  droite  tangente  com- 
mune à  quatre  sphères  données. 

D"  Ph.  Weinme[ster  (Tharandt). 

1479.  [Jla]  On  me  rendrait  un  grand  service  en  me 
faisant  connaître,  le  plus  tôt  possible,  la  réponse  a  la  ques- 
tion suivante,  directement  au  besoin  (*)  : 

De  combien  de  manières  les  m  premiers  nombres  naturels 
sont-ils  combinables  /i  à  /i,  de  telle  sorte  que,  dans  chaque 
combinaison,  il  entre  un  groupe  et  un  seul  de  r  nombres 
consécutifs?  A.  Tanturrï  (Turin). 

1480.  [I13f]  Si  l'entier  A  n'est  pas  un  carré,  et  si  les 
solutions  entières  de  x"^  —  Ky-  =  i  sont  x  ^=\^  x^^  x^^  .  . . , 
et  ^  =  o,^<,  j^2j  •••?  pourrait-on  me  donner  une  démon- 
stration directe  des  propriétés  qui  suivent?  i"  2(a:2«H-i)est 
un  carré  pour  toute  valeur  de  /i;  2^  si  i^x^n^K  -—  i)  est  un 
carré  pour  une  valeur  de  /i,  il  en  sera  de  même  pour  toute 
valeur  de /i,  et  Ton  aura  les  solutions  de  u^ — A^^^-—  —  |. 

3"j^2/f  est  un  multiple  de  \Ji{x^in'\-^)\  4*"  si  'li^x^nj^s  —  i)  est 
un  carré,  r2//+i  est  un  multiple  de  \li{x2n^\  —  *)• 

G.  RicALDE  (Merida,  Yucatan). 

1481.  [R9a]  Dans  le  Traité  de  Mécanique  ration- 
nelle de  M.  P.  Appell  (t.  II,  p.  3o2),  au  sujet  des  bicyclettes, 
je  trouve  ce  passage:  «  La  condition  d'équilibre  trouvée 
serait  suffisante  si  le  frottement  de  glissement  sur  le  sol 
dans  le  sens  latéral  était  indéfîni.  Mais,  soit/*  le  coefficient 
de  ce  frottement. ...» 

Je  désirerais  connaître  les  valeurs  numériques  de  f  pour 
les  bicyclettes  courantes  et  pour  les  différentes  espèces  de 
sol.  Existe-t-il  quelque  formule  pratique  donnant  la  valeur 
dey^?  G.  RicALDE  (Merida,  Yucatan). 


(*)  L'adresse  de  M.  A.  Tanturri  est  à  Turin,  Corso  S.  Maurizio,  3o. 
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li82(*).  [V4c]  Le  savant  arabe  Al-Kindî(morl  en  8;3) 
a  composé  un  écrit  «  Sur  les  lignes  et  la  multiplication  avec 
le  nombre  des  grains  »  et  H.  Weissenborn  {Zur  Geschichte 
der  Einfilhvung  der  jetzigen  Ziffern  in  Europa  durch 
Gerbert;  Berlin,  1892,  p.  8)  a  supposé  que  cet  écrit  se  rap- 
porte à  l'usage  de  Vabacus,  D'autre  part,  M.  Ganter  [Tor- 
lesungen  ilber  Geschichte  der  Maihematik,  I  (ZweiteAu- 
flage),  p.  675]  a  fait  observer  que  cette  supposition  est  sans 
doute  trop  hardie.  On  demande  une  explication  probable 
du  titre  de  l'écrit  cité  d*Al-Kindi. 

G.  Enestrom  (Stockholm). 

1483.  [V8]  Dans  plusieurs  dictionnaires  biographiques 
on  trouve  l'indication  que  le  mathématicien  Giovanni  Ceva 
mourut  en  lySG  ou  en  173^,  mais  cette  indication  semble  se 
rapporter  au  frère,  Tomaso  Ceva.  Dans  le  Dictionaij  of 
political  economy^  publié  sous  la  direction  de  M.  Palgrave, 
M.  M.  Pantaleoni  a  inséré  une  Notice  sur  Giovanni  Ceva  où 
on  lit  (Second  part,  London,  p.  9.52  ;  1892)  :  (c  His  death  took 
place  during  the  siège  of  Mantua  in  1734.  »  Quelle  est  la 
source  de  ce  renseignement?         G.  Enestrom  (Stockholm). 

l-iSi.  [I9c]  La  curieuse  proposition  d'origine  chinoise 
qui  fait  l'objet  de  la  question  1401  fournirait,  si  elle  était 
exacte,  un  critérium  plus  pratique  que  le  théorème  de 
Wilson  pour  vérifier  si  un  nombre  donné  m  est  premier  ou 
non;  il  suffirait  de  calculer  les  résidus  par  rapporta  m  des 
termes  successifs  de  la  suite  récurrente 

avec  les  valeurs  initiales  Uq^  —  1 ,  u^z=o. 

J'ai  rencontré  une  autre  suite  récurrente  qui  paraît  jouir 
de  la  même  prôpriélé  ;  c'est  celle  dont  le  terme  général  est 


(  ')  Les  qurslioiis  1  iS'2,  1 'i83  ont  éié  publit^cs  dans  la  Dibliotheca  mathe- 
matica  de  M.  l^ne>lrom  et  sont  restées  jusqu'ici  sans  réponse. 


I 


i 
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avec  les  valeurs  iniliaics  ^o=  3,  ^'<  =  o,  ^2=  2.  Il  est  facile 
de  démontrer  que  Vn  est  divisible  par  n,  si  n  est  premier; 
j'ai  vérifié  qu'il  ne  Test  pas  dans  le  cas  contraire,  jusqu'à  des 
valeurs  assez  élevées  de  /i;  mais  il  serait  intéressant  de  savoir 
ce  qu'il  en  est  réellement,  d'autant  plus  que  la  suite  ç^,,  fournit 
des  nombres  bien  moins  rapidement  croissants  que  la  suite  m„ 
(pour  71  =  1  a,  par  exemple,  on  trouve  iin=  1 3 1070,^,1  =  1 19)? 
et  se  prête  à  des  simplifications  de  calcul  lorsque  n  est  un 
grand  nombre. 

La  même  méthode  de  démonstration,  applicable  à  l'une 
des  suites,  le  sera  sans  doute  à  l'autre,  si  la  propriété  énoncée 
est  exacte  pour  toutes  les  deux  :  il  ne  s'agit  que  de  la  décou- 
vrir. R.  Periuiv. 

148o.  [2]  F^nlre  la  Géométfue  du  triant^^le,  longiiemcnl 
étudiée  déjà  et  formant  un  corps  de  doctrine,  et  la  Géomé- 
trie du  tétraèdre,  à  peine  ébauchée,  il  y  a  une  étude  à 
faire,  sorte  de  prolongement  dans  l'espace  de  la  Géométrie 
du  triangle  proprement  dite.  Gète  élude  parait,  d'ailleurs, 
présenter  de  sérieuses  dificultés,  mais  les  résultats  intéres- 
sants peuvent  être  nombreus  ;  c'est  la  recherche  dans 
l'espace  des  propriétés  de  points,  de  lignes,  de  surfaces  liées 
au  triangle  fondamental  ÂBC. 

Ainsi  il  n'existe  pas,  en  général,  de  point  M  du  plan  de 
ABC  dont  les  distances  aus  trois  côtés  soient  des  longueurs 
donées,  mais  ce  point  M  existe  dans  l'espace  el  il  se  peut 
qu'il  y  ait  des  longueurs  pour  lesquéles  ce  point  M  ait  par 
raport  à  ABC  des  propriétés  intéressantes. 

Ainsi  à  tout  point  M  du  plan  défini  par  les  raports  /,  m,  n 
qu'ont  entre  èles  les  distances  de  ce  point  aus  trois  côtés 
(coordonées  normales  proportionèles)  corespond  dans  Tcs- 
pace  un  lieu  de  points  tels  que  les  raports  des  distances  de 
chacun  d'eus  aus  trois  côtés  soient  aussi  /,  m,  n  et  ce  lieu, 
déterminé  pour  chaque  point  M  du  plan,  lié  à  lui,  peut 
jouir  d'une  série  de  propriétés  intéressantes  par  raport  à  M 
et  à  ABC. 
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On  aperçoit  sans  dificulté,  par  exemple,  que  ce  lieu  se 
projèle  orlogonalemeni  sur  le  plan  du  triangle  suivant 
l'hiperbole  éqiiilatère  (coordonées  normales)  qui  passe  en  M, 

dont  le  centre  est  sur  le  cercle  circonscrit  à  ABC,  qui  passe 
par  les  centres  des  quatre  cercles  tritangents  à  A.BC.  La  pro- 
priété de  cèle  projection  de  passer  par  les  centres  des  cercles 
tritangents,  quels  que  soient  /,  m,  w,  semble  même  assez  pa- 
radoxale puisqu'èle  parait  dire  qu'il  y  a  toujours  sur  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  ABC,  menée  par  un  de  ces  centres, 
un  point  dont  les  distances  aus  trois  côtés  sont  proportionèles 
à  /,  /?î,  /i,  tandis  que  pour  tout  point  de  ces  perpendiculaires 
les  distances  aus  cotés  sont  égales  en  longueur  absolue. 
Ainsi  l'on  peut  se  proposer  d'étudier  le  lieu  des  points  M 

de  l'espace  pour  lesquels  MAC  =  MCB  =  MBA,  sortes  de 
points  de  Brocard  généralisés. 

Il  y  a  du  reste,  en  dehors  de  ce  prolongement  de  la  Géo- 
métrie du  triangle,  assez  peu  d'études  faites  dans  cètc  direc- 
tion mixte,  car  l'on  étudie,  en  général,  les  propriétés  d'une 
courbe  plane  dans  son  plan,  ou  les  propriétés  d'une  surface 
dans  l'espace;  mais  les  propriétés  d'une  courbe  plane  par 
raport  à  des  points  ou  à  des  lignes  de  l'espace  sont  assez 
rarement  signalées,  à  l'exception,  naturèlemenl,  des  évi- 
dences relatives  aux  propriétés  résultant  de  la  rotation  d'une 
figure  plane  autour  d'un  axe  et  de  quelques  cas  particuliers 
rencontrés  par  hasard  :  généralisation  de  la  propriété  des 
fo^^ers  des  coniques  aplicables  à  des  points  de  l'espace,  etc. 

E.  Lemoine. 

1486.  [K2e]  On  sait  que  si  G  et  K  sont  des  points  in- 
verses par  rapport  au  triangle  ABC,  les  bissectrices  inté- 
rieures des  angles  KAG,  KBG,  KCG  concourent  en  un 
point  I. 

Je  désire  savoir  s'il  existe  dans  le  plan  du  triangle  d'autres 
.points  analogues  à  G,  I,  K;  autrement  dit  :  Ya-t-il  un  autre 
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mode  de  correspondance  des  points  0  etY%.  que  l'inversion, 
pour  que  les  bissectrices  intérieures  des  angles  KAG, 
KBG,  KCG  concourent  en  un  même  point  1? 

E.-N.  Barisieiv. 

1487.  [C8f]     Je  désire  oblenir  la  valeur  de  l'intégrale 

dx  9\xix 


/ 


V^*-f-  sin*a:  --  k  sinx 

E.-N.  Babisien. 


1488.  [E9aa]  Je  voudrais  avoir  une  démonstration 
purement  géométrique  de  la  construction  suivante  pour  dé- 
terminer le  centre  de  gravité  d'un  trapèze.  Les  sommets  du 
trapèze  sont  marqués  A,  B,  C,  D  dans  le  sens  de  ces  lettres; 
AB,  CD  sont  les  deux  bases  parallèles.  G  le  milieu  de  AB, 
H  le  milieu  de  CD. 

Je  prends  sur  AB,  dans  le  sens  AB,  BE  =  DC  et  sur  CD, 
dans  le  sens  CD,  DF  =  BA. 

Le  centre  cherché  est  l'intersection  de  GH  et  de  EF. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich.). 

1489.  [M'3d]  Je  voudrais  l'indication  de  différentes 
méthodes  pour  trouver  approximativement  la  longueur  d'un 
arc  de  cercle  donné  et  pour  trouver  sur  un  cercle  donné 
Tare  qui  ait  une  longueur  donnée,  ou,  à  défaut  d'une  réponse 
qui  serait  certainement  trop  étendue,  avoir  les  références  bi- 
bliographiques concernant  la  question.  Les  constructions 
suivantes  sont-elles  connues  : 

Soit  Tare  AB  dont  je  veux  la  longueur,  sur  la  corde  AB, 
dans  le  sens  AB,  je  prends  BC  =  |AB.  Je  mène  la  tangente 
en  B  et  je  décris  le  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  CA,  il 
coupe  la  tangente  en  deux  points  D  etD';  le  plus  petit  des 
deux  segments  BD,  BD'  est  approximativement  la  longueur 
de  l'arc  BA. 

Pour  avoir  l'arc  BA  dont  la  longueur  égale  /,  je  prends  sur 
la  tangente  en  B  :  BD  =  /,  puis,  B  étant  entre  D  et  E, 
BE=  JBD;  le  cercle  de  centre  E  et  de  ravon  ED  coupe  le 
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cercle  donné  en  deux  polnls  A  et  A';  le  plus  rapproché  A 
de  D  est  tel  que  arcBA=  /  (approximativement). 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Rlich.). 

1490.  [D2b^]     Si  la  quantité  6  est  commensurable  avec 
Tt,  la  série 


il  sinO        2!  sin2  0  ai!   sin/iO 

est  manifestement  divergente,  parce  qu'elle  contient  des 
termes  infinis.  Mais,  dans  le  cas  où  6  est  incommensurable 
avec  71,  il  n'j  a  plus  de  termes  infinis;  est-elle  divergente? 
Si  oui,  je  pose  la  même  question  pour  la  série 


I 


•  •  '> 


I        '2*  sin2Ô    ■  71'*  sin//0 

enfin  peut-on  déterminer  ç(/î)  de  telle  sorte  que  pour  toutes 
les  valeurs  incommensurables  de  8  avec  t:, 

0(1)        9(2)  ?(/t)    . 

■  -^  -i —   — ^  • . .  — ^    I         ^—  •  •  I 

sinO        sin26  sin/iO 

soit  convergente? 

Cette  question  est  comme  irritante,  on  se  demande,  en 
la  travaillant,  si  la  définition  ordinaire  de  la  convergence 
des  séries  est  bien  satisfaisante.  Quemquœris, 

1491.  [R7b]  A-t-il  été  fait  quelque  étude  du  mou- 
vement d'un  point  matériel  soumis  à  l'action  d'une  force 
centrale  constante,  et,  en  particulier,  de  la  nature  de  sa  tra- 
jectoire? 

On  peut  remarquer  que  cette  trajectoire  se  réduit  à  une 
parabole  dans  le  cas  où  le  centre  des  forces  s'éloigne  à  l'in- 
fini, et  à  un  cercle  lorsque  la  vitesse  initiale  est  perpendi- 

culaire   au   rayon  vecteur  initial,   et  a  pour  valeur  l/-r* 

y  représentant  la  grandeur  de  la  force,  et  r  celle  du  rajon 
vecteur  initial.  Mais  le  problème  général  semble  être  assez 
compliqué.  C.-A.  Laisant. 


»««< 
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RÉPONSES. 


^■^  COS  TIX 

1313.  (1898,  170)  (C.  Berdellk  ).  —  Racine  de  C  =  y  — ^  —  ^' 

1 

,    c.        v^  sin  FIT 
maximum  rf e  b  =    >  ,-    • 

I 
On  a 

I  -i-  C  -+-  iS  =  ccosa-  [cos(sinâ!r)  -h  i  sin  (sin  a?)]. 

La  valeur  de  x  qui  annule  G  est  donc  la  même  que  celle  qui  satis- 
fait à  l'équation 

cos;r  -h  log  cos(sina7)  =  o. 

Quelques  substitutions  opérées  au   moyen  des  petites  Tables  de 
Houêl  montrent  que  la  racine  cherchée  est  approximativement 

1,093, 

et,  en  partant  de  ce  nombre,  la  correction  newtonienne  donne  plus 

exactement 

X  =  1  ,09^5193. 

Scmblabicment  la  valeur  de  x  qui  rend  S  maximum  est  la  même 
qui  rend  égale  à  zéro  Texpression 

cos(a7-+-  sinar), 
et^  par  suite,  celle-ci 

a:  -h  sin  a? ■*  • 

•2 

En  parlant  de  la  valeur  x  =  0,882,  qui  résulte  des  petites  Tables 
de  Houël,  on  trouve  plus  exactement 

X  —  o,83i  7112. 

La  valeur  correspondante  de  S  (=  «''«■^cosa?)  est 

1,3211593.  E.-A,  Majol. 

Il  est  aisé  de  répondre  aux  diverses  questions  posées  par  M.  Ber- 
dellé  «i  l'on  commence  par  remarquer  que  les  fonctions  C  et  S  s'ex- 

4. 
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priment  comme  il  suit 

C=  —  i-H  c®®*'^cos(sina:),         S=  c'<>*-*'sin(sin  j?), 

et  que  leurs  dérivées  sont 

C'  =  —  c<î®«'^sin(a7-i-sina?),         S'=  e^^*-^  cos(x  -^  sinx). 

Les  minima  et  les  maxima  de  G  ont  lieu  pour  x  =  /tic.  La  valeur 

commune  des  maxima  est  G  =  c  —  i  ;  car,  pour  n  pair,  G*  =  —  a. 

3 
Pour  n  impair,  C'=o,  G'"=o,  mais  C'*=  -  >  o,  et  Ton  a  bien, 

c 

comme  valeur  commune  des  minima,  G  = 1.  Quant  à  S,  si  Ton 

€ 

représente  par  a  la  racine  de  Téquation  a  =  cosa,  dont  la  valeur 
(Cesàro,  Analisi  algeôrica,  p.  426)  est  a  =  42'*ao'47't25,  on  trouve 
que  les  racines  de  S'  sont  données  par  la  formule 


X 


=  (n-{-  -j  iT-+-(— i)«-^»a, 


de  sorte  que  sina?  =  (— i)"»,  cosa?  =  sina,  et,  en  outre, 

S  =  (-i)«e««n*sina,     S"=  —  (— i)«e»i»«(n- sina), 

d*où  il  suit  que  M  =  —  m  =  «'•■^sina.  Rosace. 

1315.  (1898,  171)  (J.  Franel).  —  Identité  entre  signes  somma- 
toires,  —  En  tenant  compte  des  conditions  auxquelles  sont  assu- 
jettis les  nombres  a  et  6,  nous  trouverons  que  la  décomposition  de  la 
fraction 

en  fractions  simples  donnera 

z^-^^ I    r     I  I  I  I    "1 


^ +  y Eë 


^     x^A      a  P     .^ 


.y 

z  —  e 


où  les  sommations  par  rapport  à  a  s'étendent  sur  les  valeurs 
I,     9.,     3,     ...,     a  —  I,     rt  H- I,     ...,     çta  —  9.,     '?.a — i, 

et  par  rapport  à  p  sur  les  valeurs 

I       2,     3,     ....     b  —  I.     6-i-i,      ...,     xb  —  'i,     ib  —  I. 
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Les  coefficieats  A^  et  B^  s'expriment  comme  il  suit 

Aa  =  — /-i' ^^ — —j—         et  Bp  =  -/— li 

4  a  sin 4  o  sm     ,  '^ 

a  b 

L'équation  précédente  peut  être  écrite  sous  la  forme 


(^a- 

-5-«)(j 

i* — a-*; 

a6  (2 

-z-^y 

2- 

A„ 

-e     « 

-2- 

P    z- 

Bp 

«p^-i 
-e     *     ' 

d*oii,  en  posant  z  =  eV~*,  à  l'aide  des  équations 

I  I I  / a    1) 


— -=  =  -  e        *       l  —  I  —  J —  I  cot  ), 

nous  trouverons  l'égalité  suivante 

X 

a 
cot 

! î =      -'-Vc-i)» 

sino^rsin^x       a6  sin*â?  ia  A^ 


.    izdb 

sin 

a 

cot 


H-j  y(_,)P ^, 

P  sin-^ 

En  remplaçant  â?  par  x  -+-  it  dans  la  dernière  équation,  et  l'ajou- 
tant à  ces  équations,  nous  arrivons  à  l'équation 


-^ =      —    r   .-.; — " 

rsinbx       ab  sin^x  '2a  ^d  ,    Tz%b 


cot  {  X ) 


sm  — 
a 

cot 
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Or,  ayant 

col  {  X )  col  (  X ) 

(_,)a  _V ^  =  (_,)«.«  _V ^^__1 , 

^       ^  .    TzoLb  ^       ^  .    TAoL-^a)b 

sin sin— ^ 

a  a 

COt  (  .T  —  ^  )  col  (  T  —  ^-^ T ) 

sin— x—  sin     ^   ■ ^— 

b  h 

nous  conclurons  que  l'égalité  (A)  peut  être  remplacée  par  la  sui- 
vante 

?  =  '•-»  cotÇ 

sina:E'sin6x       a^sin^o:  "       b     ^^  âaïc 

(B) 

a  =  «-»  col 

a  =  i  sin 

ce 

La  formule  de  M.  Franel  est  un  cas  particulier  de  la  formule  (B  ). 
En  effet,  en  y  posant  x  —  o,  et  remarquant  que 

,.       /  I  I  \         Cfî -*-/>«— «i 

lim  (  -;^ ^-. — -^— — )  = — — (a:=o), 

\sina:rsino:r       absxii^x/  bab 

nous  obtenons  la  formule  donnée  par  M.  Franel.  Dans  le   cas    de 
6  =  1,  l'égalité  (B)  se  réduit  à 

ot=a-  i  COt  ( x—  —  ) 

__u v  =  -  s  (-»»— 5^ — ^. 

sina:E'Sinâ7        asin^â?        a     Âid  .    an 

a  =  i  sin  — 

a 

à  l'aide  de  laquelle  il  est  aisé  d'entrevoir  la  vérité  de  la  remarque 
faite  par  l'auteur  pour  le  cas  considéré. 

I.  IvANOFF  (Saint-Pétersbourg). 

131G.  (1898,  171,  266)  (J.  Franel).  —  Identité  à  établir.  —  De 
la  formule  connue 

I      _  I       '      .  V^         •''^ 

/Il  =  l 
on  tire,  pour  x  =  imz^ 

1 y.     


I  e-2"Tî  •JLUT.  2  T.^Uri'-r- 


m 
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Donc  on  aura,  en  posant  /i  =  i,  2,  3,  ...  et  formant  la  somme, 

après  avoir  multiplié  les  deux  membres  par     ^,._i^ 


it      m 


Mais,  à  cause  de  l'identité  suivante  : 

I  I  I  Al*''-* -h  m*''-* 


=  1^ (  Al*''-*  —  Ai*''-«  An»  -h . .  .  -H  An*'--*  ), 

Al*'  -*  Ail*' -«  ^' 

la  formule  (A)  se  réduit  à  celle-ci  : 

2     1          e-î^w  ç,  ^, 

— i — ;  r~z=^'^kr — '^^4/^1 
n^r-i    ,  _  g-î/in         ♦'^  ♦' 

-i-  (  Sj  S4,._j  —  S^  Siz—v  -h  ...  -4-  S4/.-2  Sî  ), 

qui  est  identique  à  la  formule  donnée  par  M.  Franel,  quand  on  a 
corrigé  Terreur  typographique  indiquée  (1898,  p.  266). 

J.-P.  Gram  (Copenhague). 

1320.  (1898,  172)  (E.  Malo).  —  Valeurs  numériques  d*une  cer- 
taine série.  —  Ayant  calculé  les  valeurs  de  *(o)  et  de  *(i),  je 
trouve,  par  deux  méthodes  essentiellement  différentes, 

*(i)  =  —  0,36014761 . . . 

(au  lieu  de  — o, 3602122. . .);  quant  à  *(o),  la  valeur  donnée  coïn  - 
cide  avec  celle  que  j'ai  donnée  moi-même  dans  ma  réponse  à  la 
question  979  (1898,  p.  loi).  EnHn,  4>(^)  s'annule  pour 

X  —  o,5623oo8. . . 

J.-P.  Gram  (Copenhague). 

1321.  (1898.  172)  {H.  Braid).  —  Premier  emploi  du  mot  schaï 
pour  désigner  V inconnue  d^une  équation.  —  D'après  le  livre 
de  M.  Cantor,  Histoire  des  Mathématiques,  on  pourrait  indiquer 
Mohammed  ibn  Musa  Alkhouarizmi  ;  dans  son  œuvre  Aldschbre 
oualmukdbala,  cet  auteur  emploie  plusieurs  noms  pour  les  quantités 
qui  se  présentent  dans  les  équations.  L'inconnue  s'appelle  schaï 
(chose)  ou  dschidre  (racine).  Le  nom  schaï  (chose)  pour  l'in- 
connue  nous   rappelle  le  mol  éj;yplicn  hau,  qui  signifie  de  même 


cosna 
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«  chose  »f  et  on  l'emploie  aussi  pour  l'inconnue.  Puisque  l'œuvre 
indiquée  plus  haut,  Aldschbre,. .,  est  le  premier  livre  traitant  de 
TAlgèbre  qui  ait  été  publié  en  arabe,  il  serait  difficile  de  prouver 
que  le  mot  schaï  ai  été  employé  antérieurement. 

Cécile  Wends  (Vienne). 

1329.  (1898.   174)  (Rosace),  —  Inscription  de  l'heptagone  ré- 
gulier, —  La  question  revient  à  démontrer  que,  si  la  relation 

(a)        y(langa)  =  tang'a  -h  \/7. tangua  -4-  tanga p  =  ^ 

est  satisfaite, 

a=— 7>  7a=->  cos7a  =  o. 

14  2 

Dans  ce  but,  prenons  l'expression  de  cosna  en  fonction  des  puis- 
sances de  tanga  : 

(n  n  —  I 
I tan  g*  a 

n  n  —  i/i  —  in  —  3  ,  \ 

+  --—— _tangva-...j; 

pour  n  =  y,  il  vient 
cos7a=     cos'a  (1 — 2[  tang'a -4- 35  tangua  —  7  tang«a), 

=  7Cos'^a(- —   3tang*a-H    5  tangua —     tang*a  W 

=  7  cos' a  [  -  —  2  tang* a  -h  y  tang*  a  —  tang' a 

—  2tang*a  —  langea]* 

>'a  I  |— :  — /7  tang*a  j   —  (  tanga-4- tang*a  j    L 

=  —  7  cos''a./(  tanga). /( —  tanga)  =  o, 

en  vertu  de  la  relation  (a\  car  la  valeur  qui  annule /(ar)  ne  rend 

sa  transformée  en  (  —  x)  ni  infmie,  ni  indéterminée,  et  cos'^n  est 

toujours  fini. 

r,  ,,    ,  ikizzh'K  kiz    ,     X 

Donc       cos  7a  =  o,       d  ou        7a  =  *  a  =  —  d:  — ;  • 

2  7  »4 

Dans  cette  expression   de  a,   il  faut  excepter  les  valeurs  de  k, 

qui  rendent  a  un  multiple  impair   de  -  et,  par  suite, /*( tanga)  cl 

/( —  tanga)  infinies  cl  qui  ne  sont  donc  pas  des  zéros  de  ces  fonc- 
tions. 


=  7  cos 
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Les  tangentes  des  six  valeurs  les  plus  petites  de  a, 

74'     T4*     Tô'     Ti'     ~"T4^     ""Tï 

étant  des  quantités  finies  doivent  nécessairement  annuler/(tanga) 
ety( —  tanga),  puisque  ces  six  valeurs  annulent  cos7a  sans  annuler 
cos'cr. 

Ces  six  valeurs  de  tanga  sont  donc  des  zéros  de/(x)  et/( — a?). 

11  s'agit  maintenant  de  distinguer  les  zéros  ôef(x). 

Remarquons  que  le  produit  des  trois  zéros  XiT^x^  =  —  de/{x) 

V7 
est  positif;  que,  par  suite,   l'un  d'eux  est  positif,  les  deux   autres 
étant  soit  de  même  signe,  soit  imaginaires.  Mais  la  relation 

Xi  Xf  -+-  Xf  a?3  -H  J?i  a^s  =  I 
montre  que 

tangai-H  tangai-+-  tangax —  tang^i  tanga^  tanga. 


tang(ai  -+-  aj 4-  «3)  = 


I  —  tangai  tanga^ —  tanga^  tangas —  tangai  tangas 


Xi-\-Xt-{-X3  —  XiXfXz  — • /?  H- V^7 


I  — XiXf  —  X\X% — XiX%  o 


=—00; 


par  suite 


ce  qui  prouve  que 


ai  -4-  aj  -I-  fltj  =  —  —  ; 


a:i=tangai=      tang  -- , 

3lT 

flp,  =  tanga.j  =  —  tang  -^  y 
x^  —  tangaj  =  —  tang  —  • 


tang  —  est  une  des  trois  racines  réelles  de  l'équation  f{x)  =  o. 
'4 

(  On  peut  prouver  la  réalité  des  trois  racines  en  faisant  dispa- 
raître le  terme  en  ar',  ce  qui  conduit  au  cas  irréductible.) 

E.-L.  AcT. 

I   —  IL    f  1*  \ 

Par  la  substitution  rr*  =    (  m  =  cos  -  )  l'équation 


devient 


^3  _i_  ^î  y/C  _j_  a-. —  =  o 

V7 

8  m'  —  4  u^  —.{/«-+-[  =  o. 
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V  =  cos  -^*  j  la  fail  d 


e venir 


'XT, 


ôquation  qui  admet  effectivement  la  racine  v  =  cos  ^-^  (A^^,  i8jo, 

7 

p.  5-2,  et  1891,  p.  36*).  H.  Brocard- 

1336.  (1898,  194)  (Béel).  —  Origine  et  éiymologie  du  mot 
mantisse.  —  Ce  mot  est  toujours  employé  chez  les  Allemands  pour 
désigner  la  partie  fractionnaire  des  logarithmes  et  se  trouve  notam- 
ment dans  une  Arithmétique  de  M.  M.  Cantor.  J'en  ignore  l'origine, 
mais  étymologiquement  le  mot  signifie  moyen  de  divination  (de 
[jLavT£Û£iv,  deviner)  toutefois  sauf  avis  contraire. 

C.  Berdellé. 

134i.  (1898,  196)  (E.  Colot).  —  Sens  du  mot  affixe.  —  Ad-Jixus  : 
fixé  à;  traduction  libre  :  compagnon  de  chaîne.  Qui  empêche  de 
donner  à  ce  mot  un  sens  plus  large  et  conforme  à  son  étymologie  el 
de  dire  :  toute  grandeur  prise  dans  la  nature,  tout  son  destiné  à  la 
préciser  vocalement;  tout  signe  destiné  à  rappeler  ce  son  (chiffre) 
ou  à  représenter  la  grandeur  graphiquement  (lignes,  surfaces  co- 
loriées); tous  points  auxquels  une  pareille  ligne  peut  conduire  sont 
(lits  affiùces  et  réciproquement  affixes  les  uns  des  autres. 

Cette  définition  ne  contredira  aucun  des  auteurs  cités  par  M.  Colot, 
et,  sans  jamais  occasionner  d^erreur,  sera  conforme  au  sens  éty- 
mologique du  mot.  C.  Berdellk. 

1365  (1898,  '224  ).  {Cibam).  —  Régions  à  l* intérieur  desquelles 
aucun  point  ne  peut  appartenir  à  une  circonférence  coupant 
trois  cercles  donnés.  —  (1898,  286).  —  On  est  amené  pour  celle 
question,  comme  pour  la  question  1233  dont  elle  est  le  complément, 
à  considérer  les  cercles  tangents  aux  trois  cercles  donnés. 

En  effet,  si  l'on  cherche  les  régions  du  plan  à  l'intérieur  desquelles 
aucun  point  ne  peut  appartenir  à  une  circonférence  pas^ant  par 
deux  points  donnés  et  coupant  un  cercle  donné,  on  >oit  d'abord  que, 
pour  qu'il  y  ait  de  telles  régions,  il  faut  que  les  deux  points  soient 
i*n  dehors  du  cercle,  ensuite  que  ces  régions  soient  limitées  par  les 
deux  circonférences  passant  par  les  deux  points  et  tangentes  au 
cercle  donné;  elles  sont  formées  des  lunules  déterminées  par  ces 
lieux  circonférences,  si  la  droite  qui  joint  les  deux  points  coupo  le 
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cercle,  et  par  Tespace  non  couvert  par  ces  lunules,  si  elle  ne  le 
coupe  pas. 

Si  Ton  fait  occuper  à  chacun  des  deux  points  toutes  les  positions 
possibles  à  l'intérieur  d'un  cercle  (différent  pour  chaque  point),  on 
se  rend  compte  aisément  que  les  régions  cherchées  dans  le  cas  de 
trois  cercles  sont  limitées  par  des  circonférences  tangentes  à  ces  trois 
cercles. 

Il  est  évident  qu'il  n'y  a  de  semblables  régions  que  si  les  cercles 
sont  extérieurs  les  uns  aux  autres. 

Dans  le  cas  où  chacun  des  cercles  est  complètement  extérieur  à 
l'angle  formé  par  les  tangentes  communes  extérieures  aux  deux 
autres  et  comprenant  ces  derniers,  seul  cas  où  il  existe  des  régions 
satisfaisant  à  la  condition  imposée  dans  la  question  1233,  les  points 
par  lesquels  il  ne  passe  aucune  circonférence  coupant  les  trois  cercles 
sont  ou  bien  à  l'intérieur  du  triangle  curviligne  à  côtés  convexes 
formés  par  les  trois  circonférences  Ccfii  tangentes  extérieurement 
à  deux  des  cercles  et  intérieurement  à  l'autre,  ou  bien  à  l'extérieur 
du  trifolium  limité  par  les  trois  circonférences  G^jei  tangentes  inté> 
rieurement  à  deux  des  cercles  et  extérieurement  à  l'autre,  ce  qui 
donne  une  région  d'étendue  finie  et  une  région  d'étendue  infinie. 

Dans  tous  les  autres  cas,  il  y  a  encore  deux  régions,  mais  toutes 
deux  d'étendue  finie,  qui  répondent  à  la  question  :  si  l'un  des  cercles 
coupe  une  des  tangentes  communes  extérieures  aux  deux  autres,  et 
une  seule,  l'une  des  régions  est  limitée,  comme  dans  le  premier  cas, 
par  des  arcs  convexes  de  trois  circonférences  Cciii  et  la  seconde 
par  un  arc  convexe  d'une  circonférence  Cefii  et  par  des  arcs  con- 
caves de  deux  circonférences  Citei  ;  si  l'un  des  cercles  coupe  les  deux 
tangentes  communes  extérieures  aux  deux  autres  ou  leur  est  com- 
plètement intérieur,  chacune  des  deux  régions  est  limitée  par  un  arc 
convexe  de  circonférence  Ceih  et  deux  arcs  concaves  de  circonfé- 
rences Ci'ïCi. 

On  obtient  tous  ces  résultats  en  examinant  de  quelle  façon  s'opère 
Je  franchissement  de  l'un  des  cercles  par  une  circonférence  qui  se 
déplace  en  se  déformant  de  manière  à  rester  constamment  tangente 
aux  deux  autres.  Wëlscii. 

Deux  quelconques  des  cercles  A,  B,  G  ne  peuvent  avoir  de  région 
commune,  car  un  cercle  quelconque  passant  par  un  point  de  cette 
réjrion,  par  un  point  pris  sur  le  troisième,  et   par  un  point   quel- 
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conque  du  plan  couperait  A,  B,  C;  dans  ce  cas,  les  régions  demandées 
n*e\isteraient  pas. 

Soient  alors  (A),  (B),  (C)  les  trois  cercles  langentsà  A,B,  Gqui 
enveloppent  un  seul  d'entre  eux;  ils  ont  une  région  commune  S;  soient 
de  même  (AB),  (BG),  (CA)  les  trois  cercles  tangents  à  A,  B,Cqoi 
enveloppent  deuj  d'entre  eux  successivement;  il  y  a  une  région  in- 
définie S'  qui  les  entoure;  je  dis  que  S  et  S'  sont  les  régions  de- 
mandées. 

En  premier  lieu,  tout  cercle  sécant  à  A,  B,  d'est  aussi  à  (\), (B), 
(C);  or  ces  derniers  limitent  huit  régions  du  plan,  savoir:  une 
seule  commune,  qui  est  S,  trois  communes  à  deux  seulement,  trois 
appartenant  à  un  seul  d'entre  eux  et  ce  sont  celles-là  qui  contiennent 
A,  B,  C,  enfin  la  région  indéfinie  externe;  par  suite  un  cercle  sécant 
à  (A),  (B),  (C)  ensemble  ne  peut  avoir  de  points  dans  S;  au  con- 
traire, tout  cercle  ayant  un  point  dans  S  ne  pourrait  couperA,  B,  C 
sans  couper  aussi  en  quatre  points  un  au  moins  des  cercles 
(A),  (B),(C). 

En  second  lieu,  tout  cercle  sécant  à  A,  B,  C  l'est  aussi  à(AB),(BC). 
(CA);  donc,  pour  une  raison  semblable  à  la  précédente,  il  ne  peut 
avoir  aucun  point  dans  S'.  M.  Flye-Sainte-Marie  a  prouvé  que  S'  ré- 
pond à  la  question  1233  (1898,  p.  256)  ;  on  reconnaît  aisément  que  S 
est  la  région  du  plan  où  tous  les  points  sont  intérieurs  à  une  cir- 
conférence coupant  A,  B,  C.  P.  Barba  m  n. 

1367.  (1898,  224).  (0.  Bôklen).  —  Caractéristiques  d^un  sys- 
tème d'ellipsoïdes  (1899,  70).  —  Soit  x  un  point  pris  sur  une 
droite  L.  Par  ce  point  il  passe  {x  =  6  ellipsoïdes  du  système.  Chacun 
d'eux  rencontre  la  droite  en  un  point  u.  Il  y  a  donc  6  points  u  qui 
correspondent  au  point  x^  et  réciproquement  à  chaque  point  u 
correspondent  6  points  jc.  Il  y  a  donc  2[x  =  12  points  â7  qui  coïn- 
cident avec  le  point  u  correspondant,  ce  qui  semble  indiquer  qu'il 
y  a  12  ellipsoïdes  qui  touchent  la  droite  L.  Mais  comme  cette 
droite  rencontre  le  plan  de  l'infini,  et  les  trois  ellipsoïdes  aplatis 
du  système  des  plans  principaux,  chacun  en  deux  points,  on  a 
v  =  2fi  —  8  =  4  ellipsoïdes  qui  touchent  une  droite.  Un  plan  quel- 
conque coupe  chaque  surface  du  système  suivant  une  conique; 
parmi  ces  coniques,  fi  =  6  passent  par  un  point  etv  =  4  louchent 
une  droite;  il  y  a  i)ar  conséquent  2[x— v=2  coniques  qui  sont  re- 
préscnlces  par  doux  droites,  et  c'est  aussi  le  nombre  des  ellipsoïdes 
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du  système  qui  touchent  un  plan.    Le   systènne   est  donc,  d'après 
Chastes,  représenté  par  les  caractéristiques  (  |x,  v,  p)  =  (6,  4,  a). 

1368.  (1898,  224).  (E.-N.  Barisien).  —  La  propriété  rappelée  par 
M.  Barisien  pour  les  coniques  appartient  à  toutes  les  courbes 
planes.  Dès  lors  il  est  évident  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  formé  par  les  normales  aux  points  A,  B,  G  d'une  courbe 
quelconque  tend  vers  le  quart  du  rayon  du  cercle  osculateur  de  la 
développée  de  cette  courbe  lorsque  les  points  A,  B,  G  tendent  à  se 
confondre.  Canon,  Rosace,  Welsch. 

Une  démonstration  directe  analytique  a  été  envoyée  par  M.  Stoll  (Bcn- 
sbcim). 

1371.  (1898,  24 1)  {hzyLOi^E).  — Équation  indéterminée  x*— g  =y^. 
—  Considérons  d'abord  la  question  plus  générale  :  «  Résoudre  en 
nombres  entiers  l'équation  x^  —  a*=^*.  »  On  a 

(x-ha)(x  —  a)  —y^. 

Pour  que  ce  produit  de  deux  facteurs  entiers  soit  un  cube,  il 
faut  que  l'une  des  quatre  conditions  suivantes  soit  remplie  : 

i*  a7-ha=/?»,        07  — a  =^*        d'où        y^P^'t 

2*  a:-f-a  =  f*«,         X  —  a  =  tu'^        et        y  z=  tUy 

t  Cl  u  étant  entiers,  ou  au  moins  u; 

3**  X  -i-  a  =  t^u,        X—  a  =  tu^        et        y  =z  tu, 

i  cl  u  étant  fractionnaires; 

4°         X -h  a  =  t^  up^ y        x  —  a  =  tu^q^         et        y^tupq^ 

/,  a,  /?,  q  étant  entiers  ou  fractionnaires.  Ces  quatre  hypothèses 
distinctes  ne  sont  d'ailleurs  pas  incompatibles. 

I.  La  première  donne  /?*  —  ^'  =  2a  ;  d'où,  en  posant 

/>  =  <7  -4-  t,         t*  -h  3  <7i  4-  3  ^* i-  =  o. 

Résolvant  cette  équation  comme  une  équation  du  second  degré,  on 
trouve 
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i  étant  entier  et  positif,  il  faut  :  i°  que  la  quantité  sous  le  radical 
soit  le  carré  d'un  entier,  de  même  parité  que  y,  donc,  avant  tout, 
que  i  soit  l'un  des  diviseurs  de  8a;  2^  que  pour  chaque  valeur  at- 
tribuée à  **,  q  soit  au  plus  égal  ai/—.-;  3°  enfin   que  le  second 

membre  reproduise  cette  môme  valeur  /. 

On  n'a  d'ailleurs  à  tenir  compte,  comme  valeurs  possibles  de  i, 
parmi  les  diviseurs  de  8a,  que  de  ceux  qui  sont  congrus,  pour  le 
module  6,  au  même  nombre  que  la  différence  connue  des  deux  cubes 
/>',  ^',  c'est-à-dire  ia  (sans  nous  arrêter  ici  à  démontrer  ce  théo- 
rème facile).  Le  nombre  des  diviseurs  à  essayer  se  trouve,  de  la 
sorte,  considérablement  réduit.  Quant  à  la  détermination  de  7,  si  a 
est  trop  grand  pour  qu'elle  puisse  s'opérer  à  vue  par  les  Tables  de 

carrés,  elle  se  fera  par  la  résolution  de  l'équation  — v 3^*  =  -'; 

ce  qu'on  sait  faire. 

Pour  a  =  3  (question  Lemoine),  la  formule  (i)  ne  donne  rien;  il 
était  aisé  de  le  prévoir,  car  aa  =  6  ne  peut  être  la  différence 
de  deux  cubes,  quels  que  soient  leurs  signes  respectifs.  Pour  a  =  76, 
les  diviseurs  de  8a  sont  i,  2,  4?  8,  16,  19,  32,  38,  ...  et  comme 
2a  =  i52  est  =2  (mod.  6),  les  seuls  diviseurs  admissibles  sont  2,  8, 
32,  38,  etc.  i  =  2,  avec  y  =  -i-  4,  donne 


.=  i(-S.4Vf-..4;)- 


-+-2        et        —  14. 


Le  résultat -h  2,  identifiant  les  deux  membres,  satisfait  à  la  question 
et  donne  la  solution  a=4-4,/?=4-+-'i=G;en  effet,  6'  —  4'  =*-7G- 
On  en  tire 


a?  = /?3  —  a  =  gr'-Ha  =  ï4o;    y  —  p.q=zi^     et     i4o   —76   =24'- 
Si  l'on  prend  t=  8,  avec  </  =  —  i,  l'équation  (1)  donne 

8  =  K9±v/76-27)  =  8        et        ~i; 
la  valeur  -+-8  identifie  les  deux  membres  et  donne 

^  =  —  3,        />  =  — 3-f-8=4-5; 


en  effet,  5'  -(  -3)  =  2.76;  on  en  tire 

-    j      -  1  -  s 

X  =  4()         et        y  —  —  i5,  et  49  —  76  =  —  i5  . 
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II.  Dans  la  deuxième  hypothèse,  où  /  et  u  doivent  être  entiers, 

OU  au  moins  u,  on  a  x  =  t^u  —  a  =  tu!*'  -t-  a,  d'où  V^  —  ut =  o 

u, 

et 

Pour  que  le  radical  soit  un  entier,  u  doit  être  diviseur  de  8a.  S'il 
est  pris  positivement,  sa  valeur  numérique  est  évidemment  limitée 

par  la  condition  — f2M  =  i,d'où  a^  J-[—  i  -+-/i  -h  64a];  s'il  est 
pris  négativement,  on  doit  avoir  — (en  valeur  absolue)  =  2 a—  i, 
d'où  «<4(i-+-/i-*-64a),  et  d'ailleurs  — ^  a*,  d'où  Mf  v^8a.  La  pa- 

a  _ 

rite  de  tt*  H peut  être  la  même  que  celle  de  m,  ou  bien  contraire, 

ce  qui  donne  lieu  à  deux  cas  distincts. 

i<>  Si  a  =  3,  ce  qui  est  le  cas  proposé,  la  limite  de  u  positif  est 
-4-  3  ;  et  s'il  est-négatif,  sa  valeur  absolue  doit  être  >  2  et  <  4  ;  donc 
il  ne  peut  être  que  —  3. 

Pour  a=  I,  l'équation  (2)  donne  <  =-h  3  et  —  2.  La  valeur  -h  3 
donne  ar  =  6,  et  ^  =  /m  =  3.  En  effet  6*  —  3*  =  3'.  La  valeur  —  2 
donne  x  =  1  avec  ^  =  —  2,  d'où  i*  —  3'  =  —  2*. 

Pour  a  =  2,  l'équation  donne  i  =  3  et  — i.  La  valeur  3  donne 
ar  =  1 5  avec  y  =  6,  d'où  1 5*  —  3'  =  G'.  La  valeur  —  1  donne  x  =  —  i 
et  j^  =  —  2,  d'où  (  —  1)*— 3*  =  (—2)3. 

u  =  3  ne  donne  rien,  la  quantité  sous  le  radical  n'étant  pas  un 
carré. 

Enfin,  avec  a  =  — 3,  on  obtient  t  =r=  —  i  et  —2.  ^  =  —  1  donne 
a:  =  —  6  avec  j^  =  3,  d'où  (  —  6)*  —  3*  =  3'  ;  l'autre  valeur  —  2  donne 
ar  =  — i5  avecj^  =  6,  d'où  (_  i5)«  — 3»  =  G». 

Les  six  solutions  (et  cette  formule  n'en  fournit  pas  d'autres)  sont 
donc  conjuguées  deux  à  deux,  par  un  simple  changement  du  signe 
de  X  dont  la  valeur  numérique  ne  change  pas. 

2**  Dans  la  même  hypothèse  de  u  entier,  il  peut  arriver  (c'est  le 
second  cas  énoncé  plus  haut)  que  le  radical  soit  d'une  parité  con- 
traire à  celle  de  a;  alors  t  se  présente  sous  la  forme •  Mais 

si  u  est  un  multiple  de  4»  ^  et^  n'en  sont  pas  moins  entiers.  Le  cas 
se  présente,  par  exemple,  pour  a  =  i5.  Outre  les  douze  solutions, 
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où  t  est  entier,  fournies  par  u=  ly  9.,  3,  5,  —  5,  —  6,  il  y  en  a  deux 
autres,  correspondant  à  a  ==—8  (limite  négative  de  tt),  où  t  se 

présente  avec  le  dénominateur  2,  savoir  t  =  —  ^  et  —  -^j  d'où  l'on 
déduit  deux  nouvelles  solutions  entières x= — ij,  ^  =  4;ar  =  — 46i>, 
^  =  -f-  60. 

III.  La  troisième  hypothèse  ne  diffère  de  la  seconde  que  parce 

que  t  et  u  y  sont  rationnels.  Soit  w=  -  (p  et  5  premiers  entre  eux). 
L'équation  (2)  devient 

Pour  que  la  quantité  sous  le  radical  soit  le  carré  d*un  nombre  ra- 
tionnel, il  faut  d'abord  {v  ne  divisant  pas  nécessairement  8a,  ni  par 
conséquent  le  numérateur)  que  v  soit  lui-même  un  carré  w',  et  la 
formule  devient,  après  réductions, 

I  r  w» ± /iP*  4- 8 a*' 1 

(^>  '  =  ïL ^s J- 

Les  valeurs  générales  de  t,  s  el  u  étant  ainsi  fixées,  il  reste  à 
trou%'er  la  relation  qui  doit  exister  entre  »',  s  et  a,  pour  que  le  nu- 
mérateur iv«-}-8as'  soit  le  carré  d'un  nombre  entier.  Cette  con- 
dition est  remplie  en  prenant 

(4)  a  =  m{ims^  —  w^)        (m  étant  un  entier,  diviseur  de  a); 

car  on  a  w^-^  Sas^  =  {^ms^ — tv*)^.  L'équation  (3)  donne  alors 
t^'Àm  —  f  expression  qui   est  en  quelque  sorte  la  réciproque  de 

M  =  — »  sauf  Tadjonclion  du  coef/icient  numérique  am.  Les  valeurs 

i\c  y  =  ta  et  de  x  =  t^u  —  a  =  tu^  -\-  a,  qui  s'en  déduisent,  sonl 
alors  toujours  entières,  comme  on  le  demande,  et  satisfont  à  l'équa- 
tion 37*  —  a'  =y^. 

Si  ms  et  w  sont  donnés,  la  valeur  appropriée  de  a  découle  de  la 
formule  (4)-  Si,  au  contraire,  c'est  a  que  Ton  connaît,  il  faut  tirer 
de  cette  formule  les  valeurs  des  indéterminées.  Malheureusement, 
sauf  pour  quelques  cas  très  particuliers,  la  Science  des  nombres  est, 
dans  son  état  présent,  impuissante  à  résoudre  ce  problème;  a  =  3  est 
l'un  de  ces  cas.  m  ne  pouvant  alors  être  que  i  ou  3,  la  formule  (4) 
prend  les  deux  formes  3  =  25' —  iv»,  et  3  =  3(0*' —  w^)  c*cst-à-dire 
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I  =  6^' —  iv',  et  l'on  voit  immédiatement  que  la  première  est  satis- 
faite par  ^  =  4  et  w  =  5.  On  en  déduit  deux  solutions  nouvelles 
de  l'équation  J7* —  9  =y^,  savoir  ±x  =  253,  y  =  4»,  qui  en  portent 
par  conséquent  le  nombre  à  huit,  sans  que  d'ailleurs  on  puisse 
affirmer  qu'il  n'en  existe  pas  d'autres^  provenant,  soit  des  deux 
mêmes  formules,  soit  de  celles,  plus  compliquées  et  moins  acces- 
sibles encore,  que  fournirait  la  quatrième  hypothèse. 

Ë.    UË   JONQtlËRES. 
Autres  réponses  de  M.  E.-B.  Escott,  qui  donne  les  solutions 
a?  =  I,  3,  6,  i5,  253        et       ^  =  —  2,  o,  3,  6,  4o 
respectivement,  et  de  M.  A.  Boutin. 

1372.  (1898,  242).  (G.  Ricalde).  —  Déterminer  trois  nombres 
rationnels  tels  que  leur  somme,  la  somme  de  leurs  produits  deux 
à  deux  et  leur  produit  soient^  tous,  les  carrés  de  trois  nombres 
rationnels.  —  Désignons  par  a?,  mx^  nx  les  trois  nombres  de- 
mandés; nous  avons  à  rendre  carrés  les  quantités  (i -h  m  H- /i)ar, 
(  /7i  -f  /i  -+-  mn)x^f  mnx^,  ou,  en  posant  m-\-  n  =  p,  mn  =  ^,  nous 
avons  à  résoudre,  en  nombres  rationnels,  le  système  d'équations 

(i)  (i-h/>)a:=  w*, 

(2)  p-\-q      =^«, 

(3)  qx  =  v^. 

En  multipliant  membre  à  membre  (i)et(3),  on  voit  que  l'expres- 
sion ^(i  -i-/>)  ou  {t^  —/?)(•  -^ p)  ^<^^^  être  un  carié.  Soit 

ti^(ti—i)p-p2=.(t-pry, 

on  en  déduit  p  = r >  et  1  équation  (2)  donne  g  =  - • 

Mais,  pour  que  m  et  n,  racines  de  l'équation  Z*  — pZ-h  q  =0  soient 
rationnelles,  il  faut  encore  que  la  quantité  p^  —  4^»  c'est-à-dire 
(/2-h2r/  — 0*        /i(rt  —  iy 

\ i 1 L~  OU 

(r'-+-i)*  r«-hi 

/*  -f-  4  rf»  —  2(2  /•*  -h  i)/*  H-  4 /•(2/*«  -h  i)  <  —  4  /•»  —  3, 

soit   un    carré.   En  appliquant  la   méthode   de   Fermât,   on   trouve 

/  = .  Les  valeurs  correspondantes  de  p  cl  de  q  sont 

2/' 

r6^  3/-*—  rî-4-i  (/'*-hi)(r»  —  i)» 

^  = TTT — '     ç  =  —  -  ,-     • 


L 
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Il  en  resuite  m  et  /i  = ~  '  >  ou  m  = P- 

n  =  r*,  et  a?  =  —  = 


5^        (/'«H-iXr*  — 1)« 
Les  trois  nombres  demandés  sont  donc  représentés  par  les  expres- 
sions 

4  p*  !>*  4  '**  «'^ 

("/.î  -hi)(r>~  I )»  '      r» '     (rï-hiXrî  — I)»  ' 

dans  lesquelles  p  et  r  désignent  des  nombres  rationnels  arbitraires. 

Pour  avoir  des  nombres  entiers,  faisons  r^=  ^^  a  et  ô  étant  des 

o 

nombres  premiers  entre  eux,  et  prenons  v  =  a  (a*  —  6*);  les  expres- 
sions deviennent 

4a«ô6(a'-HÔ*),     6«(a*  — ô*)*,     4«*ô*(a*-t-^*X 
ou,  en  divisant  par  6*, 

La  somme  de  ces  quantités  est  (a*  4-  ^*)*;  la  somme  de  leurs  pro- 
duits deux  à  deux,  4a»ô»(a*-4- 6«)»(a*-+- 6*)^,  et  leur  produit, 
i6a«ô«(a*  —  6«)*(a*-hô»)*.  Exemple  :  pour  a  =  2,  ô  =  1, on  obtient 
les  trois  nombres  80,  225,  820,  qui  répondent  à  la  question. 

Voici  la  conclusion  d'Euler  qui  a  résolu  ce  problème  {N,  Com- 
ment,y  t.  VIII,  p.  1760)  par  une  méthode  moins  simple  que  la  pré- 
cédente : 

«  Ex  his  satis  tuto  concludi  posse  videtur,  minimos  numéros  pro- 
blcmati  satisfacicntes  esse  eos,  quos  elicuimus,  qui  crgo  eruot  : 

Primus  =  1633780814400, 
Secundus  =  252782  J98228, 
Tertius      =3474741058973. 

Sin  autem  in  fractionibus  numeri  satisfacicntes  simplicissimidesi- 
derentur,  ii  indidcm  assignari  poterunt,  his  per  23i5449'^*^''^*^°*^'^' 

,  .  .  -        .    .  7o56oo       iq6     36i 

ita  ut  lu  numeri  futuri  sint  :    \,   ,  ,,    >  t-^>  tv--  » 

2  3i:)449     4^57    557 

E.  Fauqukmbergie. 


\ 
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QUESTIONS. 


187.  [C2d]  (1894,  96)  Les  intégrales  elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce  possèdent  cette  propriété  sin- 
gulière qu*elles  admettent  une  infinité  de  substitutions  algé- 
briques de  leur  limite  supérieure  par  lesquelles  ces  fonctions 
sont  transformées  en  elles-mêmes,  abstraction  faite  d'un 
membre  additif  qui  est  une  fonction  algébrique  de  la  nou- 
velle limite  supérieure.  On  sait  que  ces  substitutions  sont 
données  par  le  théorème  d^addition  et  qu'elles  dépendent 
analytiquement  d'un  paramètre  variable. 

Il  est  très  probable  que  ces  intégrales  et  leurs  cas  limites 
sont  les  seules  fonctions  transcendantes  à  dérivée  algé- 
brique qui  jouissent  de  cette  propriété.  C'est-à-dire  qu'on 
aurait  la  propriété  que  voici  : 

Soit  une  fonction  transcendante  dont  la  dérivée  est  une 
fonction  algébrique  de  la  variable  indépendante;  cette  fonc- 
tîoa  jouit  de  la  propriété  d'admettre  une  infinité  de  substi- 
tutions algébriques  dépendant  analytiquement  d'un  para- 
mètre variable,  de  telle  façon  que,  par  ces  substitutions 
de  la  variable,  la  fonction  soit  transformée  en  elle-même, 
abstraction  faite  d'un  membre  additif  qui  est  une  fonction 
algébrique  de  la  nouvelle  variable;  s'il  en  est  ainsi,  cette 
fonction  peut  être  transformée  algébriquement  en  une  somme 
d'une  fonction  algébrique  et  d'une  intégrale  elliptique  de 
première  ou  de  seconde  espèce  (les  cas  limites  sont  inclus). 
On  demande,  ou  de  démontrer  l'énoncé  précédent,  ou  de 
montrer  qu'il  est  inexact.  H. -A.  Schwarz  (Berlin). 

188.  [M*2h]  (1894,  97)     Deux  courbes  algébriques  se 

/nterm.f  V  (Mai  1899).  ^ 
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correspondant /?om^/?a/'  point  en  engendrent  deux  autres  : 
i"  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  aux  poinls 
correspondants;  2"  Tenveloppe  de  la  droite  qui  joint  les 
points.  Les  propriétés  de  ces  deux  courbes  se  déduisent  très 
facilement,  d^une  façon  générale,  de  celles  des  deux  courbes 
données;  on  désire  savoir  si  les  cas  particuliers  ou  exception- 
nels qui  peuvent  se  présenter  ont  été  complètement  exa- 
minés; par  exemple,  le  cas  où  les  courbes  1®  et  2"  se 
réduisent  à  des  droites  ou  à  des  points. 


1492.  [Klbo]     Je  désire  une  démonstration  purement 
géométrique  du  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  dans  un  plan  deux  triangles  abc  et  a^Vd^ 
soient  a  le  point  commun  aux  côtés  bce\.b'c\  et  i  le  point  où 
se  coupent  les  parallèles  menées  respectivement  à  ces  côtés 
par  les  sommets  opposés  a  et  a' ,  Les  trois  droites  i  a,  2^  et 
3 Y  sont  concourantes.  Les  coordonnées  barjcen triques  de 
leur  point  commun  par  rapport  aux  deux  triangles  sont  les 
mêmes  et  sont  proportionnelles  aux  produits  géométriques 
tels  que  bb' ,cd ,  Si  les  poinls  a',  U  et  d  sont  les  pieds  des 
hauteurs  de  a6c,  ce  point  du  triangle  obtenu  est  le  point 
de  Lemoine  de  ce  triangle. 

•  Question  analogue  dans  l'espace  avec  deux  tétraèdres,  en 
considérant  les  plans  qui  passent  par  Tintersection  de 
deux  faces  et  par  Tintersection  des  plans  parallèles  issus  des 
sommets  opposés.  E.  Duporcq. 

1193.  [A3a]  /(x)  désignant  un  polynôme  entier  du 
degré  /i  à  coefficients  entiers,  quelle  est  la  condition  pour 
qu'il  existe  un  polynôme  ©,  à  coefficients  entiers  et  de  degré 
/«,  tel  que  Ton  ait  X/-f-  u©  =  1,  X  et  [x  étant  des  polynômes 
de  degré  n  —  1  et  à  coefficients  entiers?  Quœrens. 

1494.  [V9]  Pendant  les  années  1867-1868,  le  jeune 
Sophus  Lie  envoya  à  plusieurs  mathématiciens  célèbres  et  à 
quelques  sociétés  mathématiques  des  feuilles  imprimées  sur 
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lesquelles  étaient  éQoncés  des  théorèmes  sans  démonstra- 
tion; cela  pour  s'assurer  la  priorité  et  pour  communiquer 
ses  découvertes. 

Si  quelque  correspondant  possédait  des  exemplaires  de 
ces  publications  du  grand  géomètre,  tout  dernièrement 
décédé,  voudrait-il  bien  les  communiquer  au  soussigné,  qui 
lui  en  serait  très  reconnaissant? 

D''  Elling  Holst  (Christiania). 

1495.  [S]  On  peut  trouver  probablement  un  sujet  de 
thèse  de  doctorat  en  poursuivant  l'étude  des  groupes  de 
substitutions  de  degré  ^loo,  en  particulier  celle  des  groupes 
de  degré  N^ioo  et  de  classe  N  —  w  (a  =  i,  2,  . . .).  On 
trouvera,  à  ce  sujet,  des  indications  plus  détaillées  dans 
V Enseignement  mathématique  (n®  de  mai  1899). 

Ed.  Maillet. 

i496.  [Qlb]  Dans  le  §30  àe  ses  Recherches  géomé- 
triques^ Lobatschevsky  expose  la  proposition  :  Les  perpen- 
diculaires élevées  aux  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
rectiligne  seront  toutes  les  trois  parallèles,  toutes  les /ois 
que  l'on  en  supposera  deux  parallèles,  (Traduction  de 
Hoûel.) 

Pour  la  prouver,  il  suppose  d'abord  que  les  deux  perpen- 
diculaires extrêmes  DE  et  FG  (jig*  22  de  l'Ouvrage  cité) 
soient  parallèles  (asymptotes)  ;  ensuite  il  dit:  puisque  la  per- 
pendiculaire HK.  (celle  du  milieu)  ne  rencontre  pas  MG 
(ou  FG). . . ,  d'où  l'on  conclut  que  HK  doit  être  parallèle 
à  DE  {prop,  \&)  et  à  MG  {prop,  18  et  26).  Il  semble  qu'il 
y  a  ici  ce  qu'on  appelle  pétition  de  principe,  car,  pour 
prouver  que  HK  ne  rencontre  pas  FG  (ou  MG),  l'auteur 
admet  que  HK  ne  rencontre  pas  FG. 

Un  mathématicien,  plus  versé  que  moi  dans  la  Géométrie 
non  euclidienne,  aura-t-il  l'obligeance  de  donner  une  dé- 
monstration rigoureuse  de  la  proposition  de  Lobatschevsky, 
sans  recourir  à  des  considérations  philosophiques,  toujours 
coniestables  et  partant  déplacées  dans  la  Géométrie?  Jusque- 
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là,  il  ne  reste  qu^à  penser  que  HK  ne  sera  asymptote  de  DE 
et  FG  que  dans  un  seul  cas,  celui  où  AG  =  BG,  c'est-à-dire 
où  le  triangle  ABG  est  isoscèle  et  HK  passe  par  son  som- 
met G,  tandis  que  dans  tous  les  autres  cas  la  ligne  HK  cou- 
pera l'une  des  deux  lignes  DE  ou  FG,  et,  en  vertu  de  la 
proposition  du  §  29,  elle  coupera  aussi  l'autre  ligne,  de 
sorte  que  les  trois  perpendiculaires  DE,  FG,  HK  ne  serool 
pas  asymptotes,  ou  parallèles  dans  le  sens  de  Lobatschevsky. 
Autrement,  on  arriverait  à  une  contradiction,  très  préjudi- 
ciable à  sa  doctrine.  M.  Frolov  (Genève). 

1497.  [I3b]  Existe-t-il,  en  laissant  de  côté  le  théorème 
deWilson  et  ceux  que  l'on  en  déduit,  une  ou  des  propriétés 
des  nombres  premiers  qui  n'appartiennent  qu'à  ces  nombres 
et  à  aucun  autre  nombre  entier?  Muller. 

1498.  [I2c]  A-t-on  interpolé,  au  moyen  d'une  fonction 
analytique  dans  toute  l'étendue  du  plan,  la  fonction  ^[n) 
qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres  inférieurs  à  /i  et  pre- 
miers avec  n?  Muller. 

1499.  [K21d]  D'un  texte  latin  attribué  à  Hygin,  mais 
en  réalité  d'origine  et  de  date  inconnues,  j'ai  tiré  la  formule 
suivante,  pratiquement  assez  satisfaisante  pour  le  calcul 
approximatif  de  la  longueur  A  d'un  arc  de  cercle,  en  fonc- 
tion de  la  corde  c  et  de  la  flèche  /  {/<  -  ) 

Je  désirerais  savoir  :  i®  si  elle  figure  parmi  les  formule» 
approximatives  connues;  2°  s'il  y  en  a  ou  s'il  peut  y  en 
avoir  une  meilleure  pour  le  même  degré  de  simplicité. 

Paul  Tannery. 

1500.  [L*  16a]  Déterminer  géométriquement  une  co- 
nique connaissant  deux  tangentes  GA,  GB,  les  points  de 
contact  A  et  B  et  une  normale  passant  en  G.  La  solulion 
analytique  n'ofiVe  aucune  difficulté.  Alauda. 


»•••• 
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RÉPONSES. 


3.  (1894,  i).  — Sur  un  problème  dont  Leibniz  et  J,  Bernoulli 
se  sont  occupés  (1894,  Sg,  55,  i35  ;  1899,  33).  —  Le  marquis  de  i'Hos- 
pital  a  aussi  donné  une  solution  du  problème  :  «  Diviser  un  triangle 
scalène  donné  en  quatre  parties  égales  par  deux  lignes  droites  qui 
s'entrecoupent  à  angles  droits  »  ;  elle  se  trouve  en  son  Ouvrage  post- 
hume :  Traité  analytique  des  sections  coniques  et  de  leur  usage 
pour  la  résolution  des  équations  dans  les  problèmes  tant  déter- 
minés qu' indéterminés,  Paris,  chez  Montalant,  1720,  p.  400-407, 
Jig.  261-263.  Le  problème  est  réduit  à  la  solution  du  système 

(x^ — ac)  {y^ —  ad)  =  a^b*, 
a:* -h  /ixy  -h y* —  Sa(x  -^y)  -^  ioa^=  o, 

si  les  deux  droites  qui  résolvent  le  problème  vont  couper  le  côté  AC 
du  triangle  aux  points  D  et  F,   et  si  K  est  la  projection  de   B 

sur  AG,  ÂC  =  2flr,  BK  =  f>,  ÂK  =  c,  KO  =  rf,  AF  =  a:  et  CD  =  ^. 

V.  Retali  (Milan). 

Depuis  que  je  vous  ai  envoyé  ma  première  réponse  à  la  question  3, 
j'ai  trouvé  que  le  problème  de  Leibniz  et  de  Bernoulli  avait  fait 
l'objet  de  deux  Notes  publiées  par  Euler  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  t.  I; 
i8o3-i8o6.  En  voici  les  titres  : 

1°  Dilucidationes  super  problemate  geometrico  de  quadrisec- 
tione  trianguli,  a  Jacobo  Bernoulli  olim  tractato,  p.  26. 

2"  Solutio  compléta  ejusdem  problematis  de  quadrisec tione 
trianguli  perduas  rectas  inter  se  normales,  p.  49« 

H,  Braid. 

36.  (1894,  10)  (A.  Cornu).  —  Contribution  à  la  bibliographie 
des  caustiques  (1894,  190;  1895,  208^  32i)  : 

I"  Dans  les  Acta  Eruditorum  :  1682,  p.  364  (Tchirnhaus),  In- 
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venta  Nova  Exhibita  Parisiis,  —  1689,  p.  36  (Leibniz),  De  Lineis 
Opticis, —  1690,  p.  68  (TcHiRNHAUS),  Methodus  curvas  determi- 
nandi  quœ  formantur  a  radiis  reJlexU  quorum  incidentes  ut 
paralleli  considerantur.  —  1692,  p.  no  (Jagq.  Bernoulli),  Ad- 
ditamenta  ad  solutionem  curvœ  causticœ.  —  1692,  p.  207  (du 
même),  ...  causticce,  anti-causticœ,  peri-causticœ  ....  — 1692 
ou  1693  (Jean  Bernoulu),  Solutio  curvœ  causticœ  per  vulgarem 
geometriam  cartesianam.  —  1693,  p.  244  (Jacq.  Bernoulli). 
Curvœ  Diacausticœ. 

2"  Lahire,  1694,  Examen  de  la  courbe  formée  par  les  rayons 
réfléchis  dans  un  quart  de  cercle  (réfutation  de  Tchirnhaus,  Acta, 
1682). 

3°  TcHiRNHAUS,  Medicina  mentis  et  corporis  (cité  par  Lahire). 

4*  Quetelet,  outre  les  Mémoires  déjà  cités,  voir  encore  Nouv. 
Afém.  Acad,  Brux,,  t.  Il  et  t.  V. 

5°  Voir  aussi  les  travaux  de  Gassini.  A. -P.  Ericsson. 

146.  (1894,  66;  1898,  169)  (P.-H.  Schoute).  —  Section  d'unpo- 
lyèdre  régulier  à  quatre  dimensions,  —  J'ai  construit  la  projec- 
tion  dans  l'espace  ordinaire  à  trois  dimensions  de  ce  polyèdre,  et  je 
trouve  que  la  moyenne  section  du  polyèdre  régulier  à  quatre  dimen- 
sions, terminé  par  24  octaèdres  réguliers,  et  même  de  Tautre,  ter- 
miné par  16  tétraèdres  réguliers,  est  un  solide  qu'on  peut  appeler 
hexaédroctaèdre,  terminé  par  6  carrés  et  8  triangles.  Il  est  aussi 
intéressant  de  chercher  les  figures  opposées  chacune  à  chacune 
dans  ces  deux  polyèdres  à  quatre  dimensions  (ikosatétraédroïde  el 
hexadécaédroïde  du  D*^  V.  Schlegel). 

M.  Glayero  y  Guerros  (Tarragonc). 

U6.  (1894,  86;  1898,  265)  (E.-N.  Barisien).  —  ^«Vw  des podaires 
successives  du  sommet  de  la  parabole.  —  On  obtient  un  point  de 
la  n'^*"'  podaire  en  abaissant  du  point  A,  jommet  de  la  parabole,  une 
perpendiculaire  sur  une  tangente  à  la  (n  —  i)»*»*  podaire.  Une  paral- 
lèle à  cette  tangente,  menée  par  A,  coupe  la  normale  à  la  (/i  —  i)*^* 
podaire  en  un  point  de  la  normale  à  la  n''^"'  podaire. 

Il  résulte  de  cette  construction  du  centre  instantané  de  rotation, 
que,  si  l'on  considère  sur  toutes  les  podaires  les  points  obtenus  par 
cette  construction  successivement  en  partant  d'un  point  de  la  para- 
bole :  l' l'angle  cp  d'une  normale  à  une  podaire  avec  le  rayon  vecteur 
du  centre  instantané  de  rotation  correspondant,  est  le  même  pour 
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toutes  les  podaires  ;  a**  cet  angle  est  le  supplément  d'un  angle  V  de 
la  tangente  à  la  parabole  avec  le  rayon  vecteur  correspondant 

V  -h  ç  =  7:. 

Soient  Oq  =       .  , l'équation  de  la  parabole  ;  p/,  o>i  les  coordonnées 

^  sin^coo 

d'un  point  de  la  1''°**  podaire,  obtenu  par  la  construction  indiquée 
plus  haut,  en  partant  du  point  {po,  wo)  de  la  parabole. 
La  figure  (on  est  prié  de  la  faire)  donne  immédiatement 

pn=  p«-i  sin^  =  posin«o, 

podtoo  cos(i>o  sin(i)A 

tanffV  =  ^— i —  = ; • 

apo  1-Hcos*a>o 

D'ailleurs  S»  étant  la  surface  de  la  w''*™*  podaire, 

on  arrive  alors  de  suite,  après  quelques  calculs  simples,  à  l'expres- 
sion suivante  où  (o  désigne  une  coordonnée  de  la  parabole  : 

S«  /''^cos»'»^-»(i)sin*«-*a)  — 3cos«-+-*a)sin«"-'»    , 

aw. 


i=I 


np*      J^  ( i-h  3  cosî to )«-♦-» 

Posant  tangcu  =  x,  et  remarquant  que  dans  l'expression  obtenue 


on  a 


=/ 


4n/>*      J      (a?»-h4)"-^»(^*-^- 0" 


dx. 


Cette  expression  permettrait  probablement  de  trouver  une  loi  de 
récurrence  entre  les  aires  des  podaires  successives. 

Nous  allons  simplement  prouver  que  ces  aires  tendent  vers  zéro  ; 
et  pour  cela,  que  n  peut  être  pris  assez  grand  pour  que  l'aire  S,, 
soit  plus  petite  qu'une  quantité  G  arbitrairement  choisie. 

Or 


!>S>1 


Je  considère,  au  lieu  de  l'expression  trouvée,  les  intégrales  suivantes 
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évidemment  plus  grandes  et  qui  s'intègrent  immédiatement 


1     ,      .  "-P  -^  /       V—* -T. — : — T  «^• 


La  première  donne  -; — -  ( i — -  ) 

La  seconde  est  elle-même  plus  petite  que  / 


X  dx 


11  suffît  alors  que 


ou 

3^a_  5/1 -f-3  _G^ 

4'*(2/i  — J)(-2fl  —  3)  ^  4/?*' 
ou  encore,  le  numérateur  étant  toujours  positif,  que 


c'est-à-dire 


3(/i«-4-i)       _G_ 
4«.4'i*        4/>*' 

3       3  _      j:: 

4«-Hi  "^  /iî4«-Hi  <  4-„s 


ou 


(>  C 

-, — r  <C  ": — I»      ^  I> 


L^-^ 


4/?2         ^      L4 


—  I 


ce  qui  est  évidemment  toujours  possible. 

La  série  formée  par  l'expression  des  aires  des  podaires  successive* 
est  très  convergente.  V.  àubry- 

149.  (1894,  87;  1899,  i)  (Lalssedat).  —  Sur  le  problème  inverse 
de  la  perspective.  —  Voir  les  Ouvrages  suivants  :  TAYLOR(Broock), 
Linear  perspective,  I7i5;  Stevinus.  Sciagraphia,  1608. 

W.  Stott  (Liverpool). 

165.  (1894,  92;  1899,  26)  (Cesàro).  —  Sur  les  courbes  gauches. 
—  M.  Darboux  donne  (Surf,,  t.  I,  §§  34  et  35)  une  méthode  géné- 
rale pour  trouver  les  courbes  dont  les  deux  courbures  sont  liées  par 
une  relation  quelconque.  On  éliminera  r  et  p  entre  les  équations 

^  =  rk  -phA, 
ds  a 
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et  la  relation  donnée  qui  est  ici 

A r»-h  B r/)  H- r/>* -h  A r  +  E/>  =  I , 

et  Ton  aura  une  équation  du  second  degré  pour  "7">  ^'  O"  ''•cii 

,         .       j  j   j       f  dh       .  ,,  dk       i,dh 

une  équation  du  second  degré  pour  ~f- f  si  Ion  pose  77*  =  ^  "7~» 

/r  étant  une  fonction  quelconque  de  h.  On  aura  donc  s  par  une  qua- 
drature; soit  s  =  cp(A);  alors  h  =/(5),  k  =  F(5)  et  les  formules 


J?  =  A  -+-  Â/,        y  =  — 


ki 


-.  > 


a  = 9  p  =  t >  '  = 

X — y  X — y  X — y 


et 


=  I  a  ds,        y  =  I  a'  ds,         z  =  j  a" 


ds 


compléteront  la  solution 

Mais,  en  laissant  de  côté  cette  remarque  très  générale  et  plutôt 
théorique,  on  peut  signaler  une  propriété  curieuse  des  courbes  liées 
par  la  relation  particulière  du  second  degré 

A/)î-H  A/«=  B/-, 
ou  bien 

Cette  propriété^  analogue  à  celle  des  courbes  de  M.  Bertrand 

( i —  =  ^)  clont  les  normales  principales  sont  aussi   normales 

principales  d'une  autre  courbe,  consiste  en  ce  que  les  normales 
principales  d^une  de  ces  courbes  sont  binormales  d'une  autre 
courbe  (mais  qui  n'appartient  plus  à  la  même  catégorie). 

En  effet,  cherchons  si  les  normales  principales  d'une  courbe  peuvent 
être  binormales  d'une  autre  courbe.  En  prenant  sur  la  normale  prin- 
cipale une  longueur  MM'=  a,  les  composantes  de  la  vitesse  du  point 

M'  seront 

da 
^-ra,     ^,    pa, 

suivant  les  axes  du  trièdre  principal  de  la  courbe;  on  aura  donc 
d'abord  a  =  const.,  condition  qui  exprime  seulement  que  la  droite 
MM'  est  une  des  normales  à  la  courbe  décrite  par  M'  {voir  aussi 

5. 
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Darboux,  Surf.f  t.  I,  §  8).  Si  nous  considérons  maintenant  le  trièdre 
principal  x'y'z'  de  la  nouvelle  courbe  dont  l'axe  des  z  doit  coïn- 
cider avec  l'axe  des  y  de  la  première  courbe,  on  trouve  pour  les 

rotations/?',  ^'so,  /•', 

p'  =  p  cosd)  -t-  rsinto, 

q' ^o  = — p  sinco  ■+-  r  cosco. 
(u  désignant  l'angle  des  tangentes  aux  deux  courbes,  et 

du}  dtj 

on  a  donc 


ds    '    ^       ds 


r 
tan&rio  =  -  : 

mais,  en  appelant  v  la  vitesse  du  point  M',  on  a,  d'autre  part, 
(i)  PCOSa)  =  i  —  ra,         i?sina)=/?a, 

d'où 

pa 

tansro)  =  — • 

^  I  — ra 

Il  y  a  donc  entre  les  courbures  de  la  courbe  M  la  relation 
particulière  du  second  degré 

(i  —  ra)r=p^a         ou  (i a)-=  — a. 

\         P    /  P        '- 

Calculant  ensuite  les  courbures  de  la  nouvelle  courbe    M',  on 
trouve 

/?'  =  />  coso)  -H  /•  sinti)  =  zb  \^p^-h  /*'iir|  /£  , 

y   a" 

,  rffarctang— ) 

ds  ds 

et  comme  on  a 

et  que  les  formules  (i)  nous  donnent 

f        sino)         cos(!> 


il  vient 


V         pa         i-ra  s/\—ra 

c?(arctanff— ) 
p'        ^  /i  — /-a  ds 

"^  ^  /« /i  —  a/- 
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on  a  donc  ainsi  les  deux  courbures  -79  — ;?  en  fonction  des  deux 

P      '= 

courbures  -,  -  et  de  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  fonction  de 

P     ' 

'     .  j  .1         .  •     •  1    j  '  •    '     ^''        ^P 

-  et  de  a;  mais  — ;  contient  la  denvee  -r-  ou  -t-* 

p  p  as         as 

Réciproquement,  si  ron  a  une  courbe  M  satisfaisant  à  la  rela- 
tion 


'^(^-^i)  =  7 


il  y  aura  toujours  une  autre  courbe  M'  dont  les  binormales  sont 

les  normales  principales  de  M. 

En  effet,  on  a 

r  pa 

p        1  —  ra 
et  les  équations 

/  da 
i;  costo  =  I  —  ra,  v%\in»i=pa 

d'où  l'on  déduis 

pa 

tansb)  =  -— ^ , 

^  I  —  ra 


(a  =  ^  =  const.  J, 

(ë=«). 


p  étant  la  vitesse  du  point  M'  (MM'=  a)  sur  la  normale  principale, 
vitesse  qui  est  normale  à  MM'. 

On  aura  alors 

r 
tang(i)  =  -  » 

P 

et  si  nous  considérons  le  trièdre  formé  de  la  normale  principale, 
de  la  tangente  x'  à  la  nouvelle  courbe  et  de  la  perpendiculaire  à  ces 
deux  droites,  nous  aurons,  P',  Q',  R'  étant  les  projections  de  la  ro- 
tation de  ce  triédre, 

/y'^  P'=      />  cosw-h  r  sinu), 
Q'  =  — p  sino)  -H  rcosu), 

R'=  ^  -4-7=  — . 
ds        "*         ds 

On  a,  par  suite,  Q'=o  =  ^'  et,  par  conséquent,  aussi  R'=r'; 
c'est-à-dire  que  la  binormale  de  M'  coïncide  avec  la  normale  prin- 
cipale de  M.  c.  Q.  F.  D. 

N.-J.  Hatzidakis  (Athènes). 
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178.  (1894,  94)  (G.  de  Rocquigny).  —  Histoire  des  Mathéma- 
tiques (1895,  i4i;  1898,  aSo).  —  Ajouter:  Saggio  sulla  storia 
délie  Matematiche,  par  le  prof.  Pietro  Franchini,  in-8";  i8-2i. 
—  J.-H.-M.  PoppE,  Geschichte  der  Mathematik,  in-8%  G66  pages. 
Tijbingue,  1828. 

Le  Tome  IV  du  grand  Ouvrage  de  Giovanni  Andres  :  DeW  ori- 
gine j  progressi  e  statto  attuale  d'ogni  letteratura  {P Arme,  1790, 
grand  in-4°,  8  vol.)  est  consacré  tout  entier  à  une  Histoire  des 
Sciences  mathématiques  et  physiques.  Libro  I,  p.  17-393,  Storia 
délie  Matematiche\  Libro  II,  p.  393-600,  Storia  délia  Fisica. 

A. -P.  Ericsson. 

196.  (1894,  99)  (J.  Gillet).  —  Tétragonométrie  sphérique 
(1894,  204  ).  —  Voyez  Raabe,  Die  Sphàrisches  Viereck  {Journal 
de  C relie,  t.  2,  p.  18).  A, -P.  Ericsson. 

206.  (1894,  102)  (G.  HoussiN).  —  Bibliographie  des  courbes 
(1894,  2o5;  1895,  5i).  —  Ajouter  :  A  Dictionary  of  the  mathema- 
tical  and  physical  Science,  par  W.  Mitchell,  in-8";  cité  daos 
Bull.  FérussaCf  I,  180.  A. -P.  Ericsson. 

208.  (1894,  i02)(P.-F.  Teilhet).  —  Sur  les  nombres  parfaits 
(1895,  52).  —  Ajouter  un  Mémoire  de  Windsheim,  De  numerts 
perfectis,  dans  les  Acta  Petropolitana  in  ann.  1749. 

Un  travail  Sur  quelques  propriétés  des  nombres  parfaits  sert 
d'Appendice  à  The  éléments  of  a  new  arithmetical  notation  de 
Thomas  Taylor.  Londres,  1823.  Je  le  cite  pour  mémoire  seulement. 
D'après  un  compte  rendu  du  Bull,  de  Férussac  (III,  p.  3),  l'auteur 
a  des  idées  nettement  pythagoriciennes;  en  manière  de  conclusion, 
le  critique  ajoute,  non  sans  une  légère  pointe  d'ironie,  que  «  les 
propriétés  en  question  sont  non  moins  remarquables  que  nou- 
velles ».  A. -P.  Ericsson. 

246.  (1894,  i33)  (Youssoufian).  —  Dictionnaires  de  Mathéma- 
tiques (1895,  iio,  347,  404;  1898,  127,  25o).—  Le  Mathematisches 
Lexicon  de  Wolf  a  été  l'objet  d'une  traduction  italienne  par  Joseph 
Sererius,  Vérone. 

L'Ouvrage  hollandais  de  Stammetz  (1768)  cité  par  M.  Wôlffing 
(t.  V,  p.  127)  n'est  probablement  qu'une  réédition,  avec  titre  mo- 
difié, de  l'Ouvrage  suivant  : 

Volkoomen  wiskundig  woordenboek  daar  in  aile  Kunstwoor' 
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den  en  zaaken  welke  in  de  beschouwende  en  oeffenende  Wis' 
kunst  voorkomen  duidelijk  verklaart  woorden;  traduit  de  Talle- 
mand  par  JoAN  Levinus  Stammetz,  et  revu  par  Willem  La  Borde. 
Leyde,  1740;  in-4°  de  xx-5i5  pages,  38  planches. 

La  préface  de  La  Borde  nous  apprend  que  les  traducteurs  ont  entre- 
pris leur  travail  poussés  par  la  quasi-certitude  que  jamais  leurs 
nationaux  ne  trouveraient  le  temps  de  composer  un  Dictionnaire 
eux-mêmes  {omdat  de  Nederlanders  zelden  lust  hebben  om  woor- 
denboeken  te  maken).  On  y  voit  de  plus  que  la  traduction  a  été 
faite  sur  un  Ouvrage  anonyme  allemand,  publié  à  Leipzig  en  1734, 
peut-être  une  édition  du  Vollstaendiges  math,  Lexicon  anonyme 
(cité  t.  V,  p.  127),  édition  antérieure,  par  conséquent,  à  celle  indi- 
quée par  M.  Wolffing. 

La  Borde  avoue  ne  pas  connaître  l'auteur  du  dictionnaire  allemand 
dont  il  s*est  occupé;  il  estime  néanmoins  que  pareil  travail  ne  peut 
être  Tœuvre  d'un  auteur  unique.  Une  remarque  de  Christian  Wolf 
{El.  Math.  Univ. y  t.  V,  p.  10;  éd.  de  1741)  pourra  peut-être  jeter 
quelque  jour  sur  tout  ceci. 

a  L'éditeur  de  mon  Mathematisches  Lexicon  (*)  me  pria,  dit-il, 
d'autoriser  une  réédition  sous  mon  nom,  mais  avec  certaines  modi- 
fications ad  mentem  ipsius.  Je  refusai  ;  insulso  petito  déferre  nec 
volui  nec  potui.  Finalement,  l'éditeur  fit  paraître  en  1734  un  autre 
Lexicon  :  Lexicon  aliud,  de  quo  judicium  meum  lubens  sus- 
pende. »  La  préface  des  deux  Ouvrages  diffère.  Wolf  conclut  : 
«  iVe  tamen  abusui nominis  mei  locus  daretur,  autor  ej'us  nomen 
suum  prœfigere  debuisset.  » 

Deux  questions  se  posent  ici  : 

1"  Qui  est  V Autor  visé  par  Wolf? 

•2"  Le  Lexicon  de  Wolf  a-t-il  bien  été  réédité,  comme  l'affirme 
M.  M.  Cantor,  en  1732?  Les  lignes  ci-dessus  pourraient  en  faire 
douter.  D'autre  part,  il  est  certain  que  les  Elementa  Matheseos 
ont  été  réédités  en  1730  et  en  173*2  (Genève). 

A. -P.  Ericsson. 

315.  (1894,  180)  (A.  Boutin).  —  Étude  d'une  fonction  (1895, 
17a,  359).  —  Je  trouve  (A^.  A.,  1866,  p.  54o  et  suiv.)  que  M.  H.  Lau- 


(<)  Le  Mathematisches  Lexicon,  dont  les  Acta  Erud.  rendent  compte 
(1717,  p.  88),  porte  rindication  :  Lipsiae^apud  J.  F.  Gleditschii  Filium. 
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renl  (Note  sur  les  fractions  continues)  a  rencontré  cette  fonction. 
Pour  m  entier,  y  est  le  dénominateur  de  la  (m  -j-  i)'«™«  réduite  de 

(p(a:)=  


T 

n 


I  -h.. 

y  est  convergent  pour  les  modules  de  x  inférieurs  à  -• 
Les  racines  de^  =  o  (pour  m  entier)  sont 

—  I 
^=  -rz-y 

ACOS* 

m  -4-  2 
y  peut  s'écrire  explicitement 

En  plus  de  ces  renseignements  fournis  par  M.  H.  Laurent,  j'ajou- 
terai que^  satisfait  à  Téquation  différentielle  du  second  ordre 

(^x*-{-  x)y'' — [2(2/71  —  i)x  -h  /n-hi]^'-+-  m(m-\-  i)y  =  0. 

A.   BOUTIN. 

37-4.  (1894,  227)  (G.-H.  Niewenglowski).—  Sur  la  forme  d'une 
goutte  d^eau  (1895,  242).  —  Le  Mémoire  cité  du  Journal  de  Crelle 
ne  répond  qu'indirectement  à  la  question.  Il  existe  une  Thèse  de 
E.-J.  Scholtz  qui  y  répond  directement  :  De  figura  guttae  cadentis 
in  aère  resistente,  in-4°  de  4?  pages,  avec  planche.  Breslau,  1826. 

Voir  Bull,  de  Férussac  (t.  VII,  p.  279),  compte  rendu  élogicu\ 
de  ce  travail,  signé  des  initiales  bien  connues  A.  G.  :  «  Cette  Thèse 
est  un  excellent  exercice  d'Analyse  et  doit  donner  l'idée  la  plu? 
avantageuse  de  la  force  des  études  mathématiques  dans  l'Université 
au  sein  de  laquelle  elle  a  été  composée,  etc.  ».      A.-P,  Ericsson. 

604.  (1895,  204)  (P.-A.  Berenguer).  —  Sur  Hugues  Ontérique. 
—  Montucla  (t.  II,  p.  (67,  non  107)  s'exprime  dans  les  termes  que 
voici  :  «  Hugues  Omerique. . .  analyste  géomètre  dont  Newton  fai- 
sait cas  et  louait  le  dessein.  »  Ces  mots  n'impliquent  pas  nécessaire- 
ment l'existence  d'une  appréciation  écrite  de  la  part  de  Newton. 
D'autre  part,  Jean  Castiglione,  dans  son  Commentariolus  de  vUa 
Newtoni  placé  en  tète  des  Opuscula  (éd.  de  Lausanne  et  Genève. 
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1744)}  dit  à  la  page  xxxii  :  «  Conimendare  solebat  laudabile 
inceptum  Hugonis  de  Omérique  quiveterum  Analysim  restituere 
tentaverat.  »  Montucla  a  très  certainement  \u\e  Commentariolus; 
le  commendare  solebat  de  Gastiglione  ne  suffît-il  pas  à  expliquer 
l'assertion  visée  dans  la  question  604?  A,-P,  Ericsson. 

Cette  question  est-elle  bien  posée?  M.  Bérenguer  ne  se  trompe-t-il 
pas,  lorsqu'il  voit  une  allusion  à  un  passage  des  œuvres  de  Newton 
dans  ces  mots  de  Montucla  :  L'Espagne  «  a  eu  vers  la  fin  du  xvii*  siècle 
un  analyste  géomètre,  dont  Newton  faisait  du  cas  et  louait  le 
dessein,  c'est  Hugo  de  Omérique  »?  Je  suis,  pour  ma  part,  porté  à 
le  croire.  En  disant  cela,  Montucla  n'invoque,  en  preuve,  aucun 
passage  des  écrits  de  Newton  ;  et  il  est  d'ailleurs  hors  de  doute 
qu'il  ne  manquait  pas  de  moyens  pour  se  procurer  ce  renseigne- 
ment, d'une  autre  manière.  Qu'il  me  suffise  de  rappeler  le  témoi- 
gnage, tant  de  fois  cité,  de  Pemberton,  le  jeune  ami  de  Newton,  le 
savant  éditeur  de  la  troisième  édition  du  Livre  des  Principes  : 
«  Plus  d'une  fois  j'ai  entendu  Newton  approuver  l'entreprise 
d'Hugues  d'Omérique,  de  rétablir  l'ancienne  analyse,  etc.  (i).  » 
J'ajouterai  que  d'assez  longues  recherches,  tant  dans  les  Opuscula 
iVewtoni  de  Gastillon  (Lausanne  et  Genève,  I744))  que  dans  les 
Opéra  Newtoni  de  Horsley  (Londres,  1779-1785),  ne  m'ont  con- 
duit, jusqu'ici,  qu'à  un  résultat  négatif.  Je  n'y  ai  trouvé  aucun  texte 
justifiant  l'hypothèse  de  M.  Bérenguer.  Le  lecteur  voudra  bien,  ce- 
pendant, ne  pas  donner  à  ce  dernier  argument  une  valeur  trop  ab- 
solue; les  Opéra  Newtoni  de  Horsley  n'ont  pas  de  tables  pour 
guider  les  recherches;  aussi,  malgré  le  soin  qu'on  y  apporte,  les 
erreurs  sont  aisées  à  eonimettre. 

Je  m'en  voudrais  d'avoir  parlé  d'Hugues  d'Omérique  sans  saisii 
cette  occasion  d'appeler  l'attention  sur  lui.  Ge  savant  ne  me 
semble  pas  aussi  connu  qu'il  devrait  l'otre,  et  les  biographies  fran- 
çaises, par  exemple,  sont,  en  général,  muettes  à  son  sujet  (2).  G'est 
un  tort.  Omérique  était  un  mathématicien  de  valeur,  qu'aujourd'hui 
encore    on    lit  avec   plaisir.   L'estime   que  Newton  avait  pour  sa 


(*)  Voir  y  par  exemple,  Cuasles,  Aperçu  historique;  Paris,  1889,  p.  i5.'); 
De  vita  Isaaci  Newtoni  commentariolus^  publié  en  tète  des  Opuscula 
Newtoni  de  Gastillon  (La us.  et  Gen.,  1744^  t-  1^  P*  xxxii). 

(*)  Voir  :  Biogr.  univ.,  Paris,  Michaud;  Nouvelle  biographie  générale, 
par  Hobfer;  Paris,  Firmin-Didot,  etc. 
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science  devrait  suffire  pour  le  tirer  de  l'oubli  immérité  dans  lequel 
il  est  parfois  tombé.  H,  Braid, 

619.  (1895,  284)  (J.  Boyer).  —  Bibliographie  des  Bécréations 
mathématiques.  —  On  peut  citer  :  Van  Etten, /?^cr.  maih,;  Ponl- 
à-Mousson,  1624,  in-S**;  1626,  in-8".  —  Marius  Bbtticls,  Becrea- 
tiones  mathematicœ ;  lôSg.  —  {Anonym.e?)\  Rouen,  i634.  — 
De  Ville,  Becr.  math. ;Lyon,  1680.  —  Hooper  (angl.);  1774,  Becr. 
math,  —  Cruyot,  Becr.  math.;  1772.  —  Lelrecuon,  Becr.  maih.; 
1626.  —  Jean  Prévost,  Becr,  math,;  i584.  —  Bachet  db  Mbriziac, 
Becr.  math,;  1624.  —  Henrion  et  Mydorge;  Lyon,  1669.  —  Ozanav; 
Paris,  1694;  Paris,  a  vol.,  1698;  Amst.,  1697,  ^  ^^^'  in-8**:  Amst , 
1698,  2  vol.  in-8°;  1700,  2  vol.  in-8°;  1725,  4  vol.  in-8°;  1723,  1735, 
.\  vol.;  1737,  4  vol.  in-8";  1760,  4  vol.  in-8°.  fig. ;  1741,  4  vol.  in-8®; 
Paris,  1770,  1778,  4  vol.  in-S**,  fig.;  1790,  Paris,  4  vol.;  1840,  irad. 
angl.  A.-P,  Ericsson. 

699.  (1895,  419)  (^1-  Skrvant).  —  Lieu  des  points  P  du  plan 
d'une  ellipse  qui  pris  pour  pôle  d'une  inversion  de  puissance  p^ 
donnent  des  transformées  équivalentes  de  l'ellipse  considérée. 
—  Le  seul  lieu  que  je  sois  parvenu  à  déterminer  est  intérieur  à  l'el- 
lipse et  l'on  va  comprendre  pourquoi.  La  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  d'une  courbe  est  la  podaire  par  rapport  au 
pôle  d'inversion  de  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  considérée 
par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  p  décrit  du  pôle  de  la  transforma- 
tion comme  centre. 

Donc  l'inverse  d'une  ellipse  est  une  podaire  d'ellipse,  de  parabole 
ou  d'hyperbole,  suivant  que  le  pôle  de  la  transformation  est  situé 
dans,  sur  ou  hors  de  l'ellipse  considérée.  Or,  pour  une  courbe  fer- 
mée, Taire  de  la  podaire  relative  à  un  point  quelconque  du  plan 
peut  toujours  s'évaluer  si  l'on  connaît  l'aire  de  la  podaire  relative 
au  centre  (/.  M.^  1896,  p.  i85),  mais  rien  de  semblable  n'existe  ;s*il 
s'agit  d'une  courbe  non  fermée. 

Nous  avons  donc  la  possibilité  de  déterminer  l'aire  d'une  inverse 
d'ellipse  seulement  lorsque  cette  inverse  est  une  podaire  d'ellipse. 
et  pour  cela  il  faut  que  le  pôle  P  de  la  transformation  soit  intérieur 
à  l'ellipse  donnée.  Soient  /n  et  /i  ses  coordonnées. 

La  polaire  réciproque  de  l'ellipse 
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par   rapport   au   cercle  décrit  de  P(m,  n)  comme  centre,   avec  P 
pour  rayon,  est  Tellipse 

|(m* —  a')a7'-+-  9.mnxy  -h{n^—  b^)y^ 
-h  (m*-+-  /i'  — /?*;*—  (/n*a*-+-  /i*6*)  =  o, 
dont  le  centre  K  a  pour  coordonnées 

'^  V"^  a*ô«— m«6ï— /i«aV'  ^[^-^  fli^,2_  ;n»6»- n«aV 

et  dont  je  désigne  les  demi-axes  par  a  et  p. 

L'inverse  cherchée   est   la  podaire  de  (i)  par  rapport  à  P(m,  n). 
L'aire  de  cette  podaire  est 

-(a»-h8«)-H-  PK   . 

(Voir  /.  J/.,  loc,  cit.,    sans  oublier  de  corriger  l'article   d'après 
V errata  du  Volume.) 
Pour  Ja  conique 

la  théorie  des  invariants  donne 

A     B     D 


a«P»  =  -       ^-^^^ 


(B*— AG)* 


B     G     E 
D     E     F 


Appliquant  à  (i),  on  a,  après  des  réductions  assez  longues, 

^       ^  (a*6î— m26*— n*a*)« 

Nous  connaissons  les  coordonnées  de  K  et  de  P,  ce  qui  permet  de 
trouver  immédiatement 

-  (^j^î— n«a2— mî6«)» ' 
«t  ensuite 

Cette  dernière  expression  peut  s'écrire 
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Multipliée  par  —  >  elle  représente  enfin  l'aire  de  l'inverse  de  l'el- 
lipse donnée  par  rapport  au  point  intérieur  P(m,  /i)  pris  pour  pôle, 
la  puissance  d'inversion  étant />'. 

Remplaçant  m  et  n   par  les  coordonnées  courantes  et  égalant 

l'aire  trouvée  à  la  constante  -  A:*,  il  vient   l'équation    du   lieu  de- 
mandé.  On  peut  l'écrire 

Va»  ^  6«      7         k^  Wb^        ai)  \b^'        ay        a*    '    6«J 

Elle  représente  une  courbe  du  quatrième  ordre  qui  a  les  mêmes 
axes  et  les  mêmes  asymptotes  imaginaires  que  l'ellipse  donnée.  Elle 
se  compose  de  deux  branches  fermées  ovales  dont  l'une  est  inté- 
rieure à  l'ellipse,  l'autre  extérieure. 

Si 


*■  >''  a  -  i) 


la  branche  intérieure  nous  donne  une  solution  du  problème. 
Si 


'-'•(;i-p) 


la  branche  intérieure  s'évanouit  à  l'origine  où  elle  forme  un  point 
isolé. 
Si 


''<^'{ii^F^ 


la  branche  intérieure  devient  imaginaire  et  la  méthode  ne  donne 
plus  de  solution  du  problème. 

On  pourrait  se  demander  si  la  branche  extérieure  de  la  courbe 
trouvée  ne  convient  pas  aussi  à  l'énoncé  eu  vertu  d'une  notion  de 
continuité  à  laquelle  il  est  parfois  permis  de  faire  appel  dans  des 
cas  semblables. 

Je  ne  le  crois  pas.  Si  l'on  admettait  cela,  il  faudrait  aussi  admettre 
que  l'hyperbole  qui  correspond  à  ^  =  o  est  un  lieu  des  pôles  d'in- 
version dont  les  transformées  correspondantes  de  l'ellipse  ont  une 
aire  nulle.  Cela  ne  semble  pas  avoir  de  raison  d'être. 

Par  contre,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que  la  quarliquc 
trouvée  se  décompose  pour  6  =  a  en  deux  circonférences  répondant 
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parfaitement  à  la  question,  comme  le  montre  une  vérification  directe 
très  simple. 

Bref,  je  ne  puis  faire  sur  ces  derniers  points  de  détail  une  dis- 
cussion aussi  complète  que  je  le  voudrais.  Le  fait  que  cette  ques- 
tion n'a  reçu  aucune  réponse,  depuis  plus  de  trois  ans  qu'elle  est 
posée,  montre  assez  sa  nature  difficile,  mais  je  puis  espérer  main- 
tenant que  des  correspondants  de  1'/.  A/.,  plus  heureux  que  moi, 
pourront  lever  les  incertitudes  qui  ne  planent  plus  que  sur  la  fin  de 
la  présente  réponse.  A.  Bl'HL. 

757.  (1896,  37)  (P.  Tannery).  —  Problème  d'arithmétique  posé 
par  Malézieux  à  Billy*  —  Soient  (i  —  m)ar,  Xy  (i  -t-  /?i)x,  trois 
nombres  en  progression  arithmétique,  il  s'agit  de  rendre  carrés 
parfaits  les  expressions  (i — /n')a?'H- (1 -h  m)*a7*  —  (i— m)*ar*, 
(  I  —  /7i')x'-*-ar«  —  (1  — m)*  a?*,  (i  — m*)  a?*  -t-  (i  -h  /n)*a-*  —  a:*, 
(i  —  m!^)x^-¥-  \mx.  En  divisant  les  trois  premières  par  a;*,  on  a 
d'abord  à  résoudre,  en  nombres  rationnels,  la  triple  égalité 

(i)  (i  —  m^)x  -^-  ^m  =  z^, 

(2)  ([  —  m^)x-\- 2m  —  m^=  u^, 

(3)  (1  —  /n')a;-h  2/n-f- /7i'=  p*. 

Posons  (i  —  m^)z=y;  l'équation  (i)  donne  y=zz^^im  et  les 
équations  (a)  et  (3)  deviennent 

(4)  Z^ —  im  —  771*  =  m', 

(5)  5' — 2m-Hm'=(^'. 

En  faisant  u  =  -ï  —  pm  et  p  =  s  —  y/n,  on  obtient  les  deux  équa- 
tions   du    premier    degré    en    «    et    m    (p^-\-i)m  —  'ipz-h'x  =  o, 

(çt —  i)^  —  2gz  -f-  2  =  o,  d'où  l'on  tire  m  = -^—- — ~ > 

/?' —  7' -h  9. 


Pqip  —  9)-^P-^Ç 
Les  valeurs  correspondantes  de  a?  et  de  ^  sont 

^^        {p^-ipq-^q^y-i(p^-i)(ç^'^0 
[pg(p-ç)-^^p  —  q][pq(p  —  9)-^'^q  -pÏ 

[pq(p  —  q)^p-+-q]^ 

Ces  formules,  dans  lesquelles  p  et  q  sont  des  nombres  rationnels 
quelconques,  donnent  la  solution  générale  de  la  triple  égalité  (1), 


-  H6  - 
(a)  et  (3).  II  reste  à  rendre  carré  parfait  l'expression 

ou  , —  - — r—  -+-  — ^ — î-— ..  ou  encore  y  F  yî  H-  4//i(i—  m')]. 

Cherchons  à  rendre  carré  la  valeur  de^.  Son  dénominateur  est 
déjà  un  carré,  et  en  appliquant  au  numérateur  la  méthode  de  Fermât 

on    trouve   p  z=i  ^—i Il    en    resuite    m  = —x ? — ^^ r-^» 

_  (ç'»— loy^—  4^î-i-  8)* 

L'autre  facteur^*-!-  4/71(1  —  m^)  doit  être  aussi  un  carré. 

En  y  substituant  les  valeurs  précédentes  de  m  et  de  y,  on  e*i 
conduit,  après  la  suppression  des  facteurs  carrés,  à  rendre  carré  un 
polynôme  du  douzième  degré  en  q^.  Il  se  présente  fort  heureusement 

la    solution    immédiate    g  =  i,    d'où    />=-,    m=—zj    y  = -,i 

J  2*)      "^  IJ 

25  .  I        îi5       I 

x=~ ,    et  cela   nous  fournit  les  trois  nombres  r->    ,-■-»  — 

3i,i9  3i      089     19 

répondant  à  la  question.  E.  Fauquembergue. 

958.  (1897,  3)  (J.-J.  Duran-Loriga).  —  Sur  les  équations 
Aa7»-f-B^«=  Cz^.  — Consulter  ma  Note  communiquée  au  Congrc.« 
de  Saint-Etienne  (A,  F.,  1897,  Mémoires,  p.  i56).       Ed.  Maillet. 

994.  (1897,  3o)  (G.  de  Rocquigny).  —  (1897,  233).  —  Cette  ques- 
tion était  ainsi  énoncée  :  «  Le  produit  d'une  somme  d'im/^aiW  con- 
sécutifs par  une  somme  d'impairs  consécutifs  est  lui-même  une 
somme  dUmpairs  consécutifs.  Quelles  sont  les  suites  jouissant  de  la 
même  propriété?  »  J'entendais  parler  des  suites  auxquelles  peut 
s'appliquer  un  énoncé  exactement  calqué  sur  le  précédent. 

Exemples  :  Le  produit  d'une  somme  d'entiers  consécutifs  par  une 
somme  d'entiers  consécutifs  est-il  lui-même  une  somme  d'entiers 
consécutifs? 

La  question  peut  se  poser  de  la  même  manière  pour  les  nombres 
pairs,  etc.,  pour  des  nombres  en  progression  arithmétique  quel- 
conque, etc.,  pour  la  suite  des  carrés,  des  cubes,  des  m*^"*' puis- 
sances, etc.  (1).  G.   DE   ROCQUIGNT. 


(')  En  général,  le  produit  de  la  somme  de  n  termes  conséculifs  d'une 
suite  donnée  A  par  la  somme  de  p  termes  consécutifs  de  la  suite  A  est-il 
lui-même  la  somme  de  q  termes  consécutifs  de  la  suite  A? 
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1079.  (1897,  125)  {Dilettante)',  1231.  (1898,  3o)  (E.  Lasker).  - 
Prix  académiques  (1897,  aSy;  1898,  66,  7a,  i44j  i83).  —  Univer- 
sité de  Lyon;  prix  Etienne  Falcouz;  concours  de  1900.  — 
Faculté  des  Sciences,  —  «  Application  des  observations  d'occulta- 
tion par  la  Lune  des  étoiles  et  amas  d'étoiles,  à  la  détermination 
précise  des  positions  de  cet  astre,  de  ses  dimensions  et  de  sa  forme 
extérieure,  d  Pour  être  admis  à  concourir,  il  faut  être  de  nationalité 
française  et  avoir  moins  de  trente  ans  au  i''  mai  1900. 

Les  travaux  présentés  devront  parvenir,  francs  de  port,  au  Secré- 
tariat de  l'Université  avant  le  i*'  mai  1900,  dernier  délai.  Les 
Mémoires  envoyés  pourront  être  imprimés  ou  manuscrits.  Les 
imprimés  ne  seront  reçus  que  s'ils  ont  été  publiés  postérieurement 
au  i'*^  mai  1899. 

Académie  royale  de  Belgique.  —  Programme  du  concours  en 
Sciences  mathématiques  et  physiques  : 

Première  question,  —  Faire  l'exposé  des  recherches  exécutées 
sur  les  phénomènes  critiques  en  physique.  Compléter  nos  connais- 
sances sur  cette  question  par  des  recherches  nouvelles. 

Deuxième  question.  —  On  demande  des  recherches  nouvelles  sur 
la  viscosité  des  liquides. 

Troisième  question.  —  On  demande  de  compléter  par  des 
recherches  nouvelles  l'étude  des  dérivés  carbonés  d'un  élément  dont 
ces  combinaisons  sont  encore  peu  connues. 

Quatrième  question.  —  Faire,  à  partir  de  leurs  origines,  l'histo- 
rique des  recherches  sur  la  variation  des  latitudes  et  discuter  les 
interprétations  qui  ont  été  données  de  ce  phénomène. 

Cinquième  question.  —  On  demande  une  contribution  à  l'élude 
algébrique  et  géométrique  des  formes  n  linéaires,  n  étant  plus  grand 
que  3.  //.  Braid. 

1096.  (1897,  148)  (J.-J.  DuRAN  Loriga).  —  Fraction  périodique 
avec  intercalations,  —  L'énoncé  ne  spécifîe  pas  comment  on  écrira 
les  nombres  de  deux  chiffres  et  plus.  Seront-ils  écrits  tels  quels 
entre  les  périodes,  ou  bien  s'ajouteront-ils  à  la  période?  Je  pense 
qu'il  faut  les  écrire  isolément  et  sans  les  ajouter  à  la  période. 
D'après  cela,  représentant  la  période  par  P,  on  aura 

F  =  o,  Pi  P2P...P9P10P11...P99P100P101P.... 
Ainsi  envisagée,  la  question  ne  semble  pas  pouvoir  être  résolue, 
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et  Je  raisonnement  habituel  employé  pour  le  calcul  des  fractions 
périodiques  mixtes  ne  saurait  s'appliquer  ici. 

Mais  il  y  a  peut-être  moyen  d'approcher  de  la  solution. 

Désignons,  pour  abréger,  par/i,  /j,  /j,  ...  les  nombres  Pi  P2...P9, 
P  10  P  11 . .  .P99,  P  100  P  loi ..  .P999,  ....  On  voit  que  F  ne  diffère 
pas  sensiblement  de/i.  On  peut  donc,  pour  la  circonstance,  faire 
l'hypothèse  que  voici  :  admettre  que  les  nombres  10,  11,  ...  de 
deux,  chiffres  sont  remplacés  par  des  signes  équivalents  à  un  seul 
chiffre,  et  alors,  à  très  peu  de  chose  près,  on  aura 

F  =  o,Pi  P...P9PaP6Pc..., 

avec  a  =  io,  6=;a-+-i,  c  =  6-*-i, 

Soit  N  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  P.  On  aura 

,oN+iF  =  PiP2P3.... 
Par  suite 

,o>+iF  — F  =  Pi,AM/ii/ii..., 

n  désignant  un  groupe  formé  de  N  zéros. 
On  en  déduira 

F-  —       — L- 

(N)  désignant,  pour  abréger,  un  nombre  formé  de  N  chiffres  9. 

On  voit  le  défaut  de  ce  procédé,  mais  il  est  certain  que  l'approTii- 
mation  obtenue  est  déjà  suffisante. 

Pour  en  obtenir  une  plus  grande,  on  pourrait  modifier  l'énoncé  et 
étendre  l'hypothèse  des  nombres  a,  6,  ...  à  des  nombres  de  trois 
chiffres.  aa\  bb\  . . .  désigneraient  alors  100,  loi,  . . .,  et,  par  suite, 
r,  2,  . . .  )  9  deviendraient  01,  02,  . . .,  09. 

D'après  cela,  on  aura 

F  =  0,  Poi  Po2Po3...Po9PioPii...P99Paa'P66'Pcc'.... 

Par  le  même  raisonnement,  on  écrira 

a 

lo^'+ïF  =  Poi,  P02P03..., 
d'où 

(N-hi)       (N-Hi)*' 
En  définitive,  les  réduites «uccessives  seront 

Pî  Poi  Pool 


*      Tx; r>      7T7 >      •■•» 


(N)'     (N-hi)'     (N-^-2) 
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ou  simplement,  et  avec  le  même  degré  d'approximation, 

loP  100  P  loooP 

(PÔ'     (iN-4-i)'     (N-H2)' 

H.  Brocard. 

1105.  (1897,  169)  (A.  Palmstrom).  —  Sur  une  équation  indéter- 
minée.  —  L'équation  en  question,  si  j'ai  bien  compris,  parait  se 
rattacher  à  celles  indiquées  dans  ma  Note  communiquée  au  Congrès 
de  Bordeaux  {A.  F.,  1895,  Mémoires,  p.  233).        Ed.  Maillet. 

1165,  1166,  1167.  (1897,  242)  (D.  Korteweg).  —  Théorèmes  sur 
les  équations  algébriques,  —  Ces  remarquables  théorèmes,  sur 
lesquels  Tauteur  demandait  des  indications  bibliographiques  afin  de 
savoir  s'ils  étaient  nouveaux,  sont  démontrés  par  lui,  Niew  Archief 
voor  Wiskunde,  1899,  P-  46  et  suivantes,  dans  un  Mémoire  en  français 
intitulé  :  Sur  un  théorème  remarquable j  qui  se  rapporte  à  la 
théorie  des  équations  algébriques  à  paramètres  réels,  dont  toutes 
les  racines  restent  constamment  réelles.  La  Rkdaction. 

1182.  (1897,  267)  (P.  Barbarin).  —  Formules  pascales,  —  Il 
existe  certainement  plusieurs  formules  pour  établir  la  date  de  la 
fête  de  Pâques,  et  en  tout  cas,  il  y  a  des  procédés  mnémotechniques 
d'une  application  rapide  qui  résolvent  cette  question. 

Ce  problème  fondamental  du  calendrier  (voir  5.  M,,  t.  XI,  59-61: 
1882-1883.  C.  Zeller)  a  été  déjà  résolu  dans  l'Ouvrage  d'Aimé  Paris  : 
Principes  et  applications  diverses  de  la  Mnémotechnie  ou  VArt 
d'aider  la  mémoire,  7*  édition.  Paris,  i834.  Voir  à  ce  sujet  l'étude 
de  M.  P.  Jolivald  parue  aux  Tablettes  du  Chercheur,  t.  III,  p.  146- 
148,  164-166;  1892. 

M.  P.  Jolivald  rappelle  que  dans  l'Ouvrage  cité,  la  méthode  se 
rapporte  à  l'incidence  du  i**"  janvier.  Il  s'est  proposé  d'y  substituer 
l'incidence  du  i*''  mars,  préférable  à  certains  égards,  et  d'y  ajouter 
quelques  formules  pour  la  fixation  de  la  date  pascale;  mais  il  a 
conservé  les  notations  d'Aimé  Paris. 

Après  quelques  essais,  on  arrive  à  obtenir  une  grande  prompti- 
tude, condition  indispensable  aux  expériences  de  calcul  mental.  Il 
est  donc  bien  possible  que  les  praticiens  de  ce  genre  d'exercice  aient 
à  leur  disposition  des  formules  personnelles,  sans  relation  nécessaire 
avec  les  formules  de  Gauss.  H.  Brocard. 

1203.  (1898,  4)  (H.  Bourget).  —  Tables  des  valeurs  naturelles 
des  lignes  trigonométriques  (1898,  i43).  —  Il  y  a  en  Espagne  les 
Tablas  de  Logaritmos  de  D*"  Eusebio  Sanchez  Ramos,  qui  con- 
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tiennent  les  valeurs  naturelles  des  sinus,  cosinus,  tangente^  et  cotan- 
gentes  de  minute  en  minute  pour  le  premier  quadrant  avec  cinq 
chiffres  décimaux.  Libreria  de  Hernando,  Madrid,  1886. 

M.  Glavero  y  Guerros  (Tarragone). 

1231  (>). 

» 

1272.  (1898,  80)  (H.  Brocard).  —  Centre  d'aspect  d'un  triangle. 
—  Lemme.  —  Le  centre  de  gravité  d'une  droite  AB  dont  chaque 
élément  infinitésimal  a  une  masse  proportionnelle  à  l'angle  sou> 
lequel  il  est  vu  d'un  même  point  P  est,  comme  on  peut  le  démontrer 
aisément,  à  une  distance  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  P 
sur  AB,  égale  à  la  longueur  de  cette  perpendiculaire  multipliée  par 

le  logarithme  népérien  du  rapport  p 5  >  divisée  par  l'angle  APB,  el 

portée  dans  le  sens  BA. 

Soient  maintenant  a,  p,  y  '^^  coordonnées  barycentriques  absolues 
de  P  par  rapport  au  triangle  ABC;  X,  jx,  v  les  angles  BPC,  CPA, 
APB;  a?,  y^  z  les  distances  AP,  BP,  GP. 

Il  résulte  du  lemme  qui  précède  que  P  sera  le  centre  d'aspect  du 
triangle,  si  Ton  a 


/i        z^  —  x*\        B  ,  j?  /[        >* — x^\       y  ,x 

\'x  20*     /        0    z  \i  'ic^     /       c    y 


X 

y 
P 


\'i           ic^     I       ex          \2           2  a*/       a    z 
^  T ^ 

-k/i      y^ — ^'^\     «f^        /i      a?*— 5*  \      3,-' 

X(_  -^<. _  )_H_/_.-+.fji(-H \  -+-  f /- 

\2  la^    I       a   y  \2  10^    J       b    x 

équations  dans  lesquelles  on  peut  remplacer  X,  ^,  v  par 

arc  cos^^^^ 9     arc  cos ^     arc  cos — 

"iy  z  'Àzx  ixy 

el  a,  p,  Y  par 

\  y/{y  -^  z  -\-a){y  -^  z  -{-  a){y  —  z -\- a){z—  y-\- a). 


de  façon  à  n'y  laisser  que  les  coordonnées  tripolaires.        Welscii. 


>•••< 


(')   Voir  ci-dessus  page  117. 


I 
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QUESTIONS 


194.   [Dlb]  (1894,  98)     Quels  sont  les  travaux  existants 
sur  la  convergence  de  la  série  d'Euler  : 


1  kz=.n 


-hf  f^x)dx-^f{x  +  kh) 


=  '^[f(x-^nh)-/(x)]-±h[f\x^nh)^f{x)] 

C.  Stephanos  (Athènes). 

198.  [T2]  (1894,  99)     Dans  un  espace  de  forme  quel- 
conque se  nrieuvent  un  grand  nombre  de  petites  boules  sphé- 
rîques  parfaitement  dures  et  élastiques.  Quelle  estW  relation 
approchée  entre  le  volume  total,  le  volume  libre,  la  force 
vive  du  mouvement  progressif  des  boules  par  unité  d'espace 
et  la  pression  (somme  moyenne  des  impulsions  reçues  dans 
l'unité  de  temps)  par  unité  de  surface,  qu'elles  exercent  sur 
les  parois  dans  le  cas  ou  l'espace  libre  est  réduit  à  très  peu 
près  à  sa  valeur  minima?  Ce  dernier  problème  s'est  pré- 
senté à  moi  à  l'occasion  d'une  discussion  sur  la  théorie  ciné- 
tique des  gaz  avec  M.  le  professeur  ïait,  dans  le  périodique 
anglais  Nature.  Je  n'ai  pu  le  résoudre,  mais  il  ne  me  semble 
pas    tout  à  fait  inabordable.  C'est  la  supposition  extrême, 
contraire  à  celle  d'un  très  grand  espace  libre,  qui  mène  à  la 
/oiyoi'^RT.  D.  KoRTEWEG  (Amsterdam). 

199..  [A3a]  (1894,  99)     i""  Parmi  toutes  les  fonctions 
entières  réelles  f{x)  de  degré  non  supérieur  à  un  nombre 
donné  riy  dont  la  valeur  absolue  ne  surpasse  pas  un  nombre 
/nicrm.,  VI  (Juin  1899).  6 


I2i 

positif  donné  5,  quand  x  varie  de  — i  jusqu'à  i,  peut-on 
trouver  celle  qui  a  le  plus  grand  discriminant? 

2°  Parmi  toutes  les  fonctions  entières  réelles  y(jr)  àst 
degré  non  supérieur  à  un  nombre  donné  x  satisfaisant  à 
Téquation 

f  \r^'(x)\dx=--,. 


«.'_! 


je  voudrais  déterminer  celle  pour  laquelle  Tintégrale 


jC' 


\f'<^Hx)\dx 


a  la  plus    petite   valeur,    k  est   un  nombre  entier  positif 
moindre  que  n,  V.  Markoff  (Saint-Pétersbourg  ). 


1501  (*).  [V7]  En  parlant  de  la  courbe  logarithmique. 
xMontucla  (^Histoire  des  Mathématiques,  t.  II,  p,  i4,  Paris, 
1^58)  dit  :  «  La  première  idée  de  cette  courbe  est  due,  à  ce 
que  j'ai  lu  quelque  part,  à  Edmund  Gunter,  mais  je  n'ai  pu 
recouvrer  son  écrit  pour  savoir  quel  usage  il  en  faisait.  » 

D'autre  part,  M.  Cantor,  à  la  p.  223  du  t.  III  (Leipzig. 
1894)  de  ses  Vorlesungen  ûber  Geschichte  der  Malhe- 
matik,  fait  observer  relativement  à  la  même  courbe  :  «  Wcr 
diesc  zuerst  betrachtete,  wissen  wir  nicht  zu  sagen.  Huygeus 
gab  ihr  in  seiner  Âbhandlung  De  la  cause  de  la  pesanteur 
den  Namen,  fugte  aber  hinzu,  die  Curve  sei  schon  von  An- 
deren  beachtct  worden.  »  De  notre  côté,  nous  ne  savons  pas 
non  plus  à  quels  mathématiciens  Huygens  fait  allusion  dans 
le  passage  cité  par  M.  Cantor. 

Dans  une  Note  récemment  publiée  :  Evangelista  Torri- 
ce  lit  e  la  prima  rettificazione  di  una  curva,  /?.  A,  L,  B. 
(5),  Vî,  2,  p.  322;  1897,  M.  Gino  Loria,  avant  appelé  l'atten- 
tion sur  une  lettre  adressée  par  Torricelli  à  M.  Ricci,  le 
24  août  1644 >  d'où  il  semble  résulter  que  Torricelli  a  étudié 

(')  Les  questions  1501,  1502  ont  été  publiées  dans  la  Bibliotheca  ma- 
tkematica  de  M.  £ncstrôm  et  sont  restées  jusqu'ici  sans  répoose. 
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les  propriétés  de  la  courbe  logarithmique,  ajoute  :  k<  Di  lai 
curva  si  ignora  il  primo  invenlore;  forse  è  ïorricelli  stesso.  » 
Mais,  supposé  aussi  que  Torricelli  soit  l'inventeur  de  la 
courbe,  l'indication  de  Hujgens  n'est  pas  encore  parfaite- 
ment justifiée,  car  la  lettre  de  Torricelli  est  restée  inédile 
jusqu'en  1864  (cf.  Gino  Loria,  loc.  cit,,  p.  3i8)et,  par  con- 
séquent, il  est  douteux  que  Huygens  ait  eu  connaissance  des 
recherches  de  Torricelli  sur  la  courbe  logarithmique. 

On  demande  quels  sont  les  mathématiciens  qui  se  sont 
occupés  de  la  courbe  logarithmique  antérieurement  à  Huy- 
gens, et  si  Torricelli  est  le  premier  inventeur  de  cette  courbe. 

G.  EwESTROM  (Stockholm). 

1502.  [V7]  Desargues  a  publié  en  i636  une  brochure 
avec  le  lilre  :  Exemple  de  l'une  des  manières  universelles 
du  S.  G.  D.  L,  touchant  la  pratique  de  la  perspective 
sans  emploier  aucun  tiers  point  de  distance  n'y  d'autre 
nature,  qui  soit  hors  du  champ  de  l'ouvrage  (in-f", 
12  pages,  2  planches)  qui  a  été  jugée  introuvable  jusqu'à 
nos  jours  {voir y  par  exemple,  Hoefer,  Hist.  des  Math,, 
p.  437;  Paris,  1874)-  Un  exemplaire  de  cette  Brochure  a  élé 
trouvé  par  moi,  en  i885,  dans  la  bibliothèque  de  la  Scuola 
d'applicazione  per  gl'ingegneri  à  Rome(i;oir  B,  M,,  i885, 
89-go)  et  quelques  années  plus  tard  un  autre  exemplaire  en 
fut  découvert  par  M.  Paul  Tannery  dans  la  Bibliothèque 
nationale  à  Paris  (voir  B,  D.  (2),  XIV,  248-200,  1890;  cf. 
B,  M. y  3o;  1891  ). 

Connaît-on  actuellement  quelques  autres  exemplaires  de 
cette  brochure?  G.  Enestrom  (Stockholm). 

Io03.  [M'  4a]     Quel  est  le  genre  de  la  courbe  algébrique 

ayant  pour  équation 

y  —  x"^  (  a  -f-  6:c«  )/' , 

où  m,  /i,  p  désignent  des  nombres  rationnels?  (On  sait  déjà, 
d'après  la  théorie  de  l'intégration  des  différentielles  binômes, 
les  cas  où  ce  genre  est  égal  à  zéro.) 

CL  Stephanos  I  Vtlîènes). 
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1504.  [08]  En  employant  quelques  propositions  de 
Géométrie  cinématique,  j'ai  résolu  de  deux  manières  le  pro- 
l)Ième  suivant  :  Une  droile  tangente  à  trois  surfaces  direc- 
trices engendre  une  surface;  construire  la  tangente  à  la 
courbe  de  contact  de  celte  surface  avec  Tune  des  surfaces 
directrices? 

A-t-on  donné  d'autres  solutions  de  ce  prol)lème? 

Mannheim. 

loOo.  [V9]  Je  désirerais  avoir  des  renseignements  bi- 
l)liographiques  sur  les  Mémoires  publiés  par  M.  Hilbert  sur 
le  nombre  tt.  Géi^é, 

1506.  [V9]  Un  correspondant  pourrait-il  me  faire  con- 
naître s'il  y  a  des  Tables  générales  (Tables  de  noms  d'auteurs. 
Tables  de  matières  en  ordre  chronologique,  Tables  analy- 
tiques), soit  dans  un  volume  quelconque  ou  séparément, 
|)Our  les  Recueils  suivants  : 

A  finals  of  Math,;  Ann.  Soc,  Se*  Brux.;  Re^^ue  quest. 
scient,;  Mém,  et  BulL  Copenh,;   Tidskrift  for  Math.: 
Annales  Gergonne  ;  BulL  Férussac;  fJ  Institut  ;  Journ. 
de  Math.  él.  et  spéc:  A'ou^^.  Ann,  de  Math.:  BulL  Soc. 
math.  France;  BulL  Soc,  philomat.  Paris;  Mém.  Ac. 
Toulouse;  Cambridge  Math.  Journal;  Proc.  and  Trans. 
Cambr.  Phil.  Soc;  Proc.  and  Trans.  B.  Irish  Acad.; 
Proc.  Edinb.  Math.  Soc;  Proc.  and  Trans.  Edinh.  R. 
Soc;  Proc  London  Math.  Soc;  Proc.  R.  Soc  of  Lan- 
don;  Mem.  and  Proc.  Manchester  Lit.  and  Phil.  Soc: 
Mess,  of  Math.;  Philos.  Magazine;  Report  Brit.  Ass.: 
Bolos^na  Memorie  Rendiconti;  JViemv  Arch.  voor  If  isk\: 
Archiv  for  Math.  ogNat.:  Casopis;  Sitzungsber.  u  Abh. 
Bohni'Gescllsch ;  Jornal  Teixeira;  Acta  Soc  Fennicae: 
Bulletin  Helsingfors;  Recueil  Soc  math.  Moscou:  Naa 
Acta   Upsala;   Verhand.  Basel;  Mitteil.   Bern;  Zurich 
rierteljahrschrift.  E.  Wolffing   (Stuttgart). 

1307.  [L*4c]     On  trouve  que  :  le  lieu  des  points  tels 
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qu'en  abaissant  de  chacun  de  ces  points  les  normales  à  une 
ellipse,  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  aux  points 
d'incidence  soit  înscriptible  dans  un  cercle,  est  la  courbe 

Je  désirerais  obtenir  le  lieu  du  centre  de  ces  cercles,  lieu  que 
j'ai  vainement  clierché.  E.-N.  Barisiejv. 

1308.  [M*3j]  Une  droite  AB  de  longueur  constante  a 
a  ses  extrémités  sur  deux  droites  fixes  Ox^  Oy  faisant  entre 
elles  un  angle  0.  Je  demande  si  la  sextique  lieu  du  point  de 
Lcmoine  K  du  triangle  AOB  est  une  courbe  déjà  étudiée  à 
propos  d'autres  questions.  En  outre,  je  désire  aussi  connaître 
les  lieux  des  points  associés  du  point  de  Lemoine  ( ')  du 
triangle  AOB.  E.-N.  Barisiea. 

1509.  [M*  61^]  Si  dr,  6,  c,  ...  représentent  des  sym- 
boles équivalents  de  la  quarlique  binaire  «",  toutes  les 
chaînes  fermées  {ab)- (bc)'- (cd)- , .  ,(mn)'-^(na)'  peuvent  être 
exprimées  dans  les  deux  premières  (ab)- (ba )'- -~  [aby--  t\ 
(aby'^(bc)-(ca)'-~—j\  les  deux  invariants  étant  indépendants 
de  a^.  Ainsi  Ton  a  {ab)-{bcY{cd)-{da)'^rz  i/2^  g^  pour  les 
deux  suivantes  \ij  et^r'^-f-^y^.  En  faisant  attention  à  Tordre 
de  ces  invariants,  la  forme  de  ces  expressions  peut  être 
définie  d'avance.  Ce  que  je  voudrais  savoir,  c'est  si  quelqu'un 
a  étudié  les  coefficients  ou  trouvé  une  relation  récurrente. 

P. -H.   ScHOUTE  (Groningue). 

lolO.  [Hllc]     Pour/(jr)  r^  cos^*,  la  relation 
fyx—y)  — /(  j7--7)=:  ifKx)J(y) 

est  vérifiée,  quels  que  soient  x  et  y.  Je  désire  connaître  une 
fonction  f{x'^^  discontinue,  jouissant  de  la  même  propriété. 

Rosace. 


(')  Je  rappelle  que  les  associés  du  poiat  de  Lemoine  sont  les  pôles  des 
côtés  par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle. 
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1511.  [D2b]     Quelle  est  la  densité  des  nombres 
(i)  sina,     sin2a,     sin3a,     sin49c,     «.- 

autour  de  x?  En  d'autres  termes,  si,  parmi  les  n  premiers 
nombres  (i),  il  ^'  en  a  n'  qui  tombent  entre  x  —  h  et  ^  4-  A, 
on  demande  de  calculer,  si  cela  se  peut. 


l'^Jjll'Tll^)-  nosace. 


1512.  [D3a]  Y  aurait-il  moyen  de  représenter  par  un 
symbole  analytique  unique  un  point  dirigé,  c'est-à-dire  un 
point  associé  à  une  direction?  Je  suppose,  bien  entendu, 
que  ce  symbole,  impliquant  des  unités  imaginaires,  conve- 
nablement choisies,  obéisse,  autant  que  possible,  aux  lois  de 
l'Algèbre  ordinaire.  Cela  pourrait  non  seulement  avoir  de 
l'importance  pour  la  Mécanique  des  fluides  (R.  de  Saussure, 
Archives  des  Sciences  physiques  et  naturelles.  Genève: 
1898),  mais  je  crois  qu'on  parviendrait  par  là  à  élargir  con- 
sidérablement les  bases  de  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe,  en  rendant  inutile  l'hypothèse  de  la 
mono  génie.  Rosace, 

1513.   [B9]     Considérons  les  inverses 

III  1 

—  »     >     )     •  •  •  »     — 

d'une  suite  de  nombres  réels  dont  les  extrêmes  sont  />  et  N 
et  qui  remplissent  les  conditions  suivantes  : 

i"  Ils  peuvent  être  entiers  ou  fractionnaires,  mais  p  et  N 
doivent  être  simultanément  positifs  ou  négatifs; 

a"  La  différence  entre  deux  nombres  consécutifs  quel- 
conques est  égale  à  l'unité. 

N 

Convenons  de  représenter  par  le  symbole  7/  une  fqnction 

homogène  complète  du  degré  n  de  ces  inverses,  dont  tous 
les  coefficients  sont  égaux  à  l'unité;  j'ai  trouvé  la  formule 
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suivante  : 

P  P  P  P 

P 


( 


—  I  )^-P  — -: — , î- >  «  . 


Celle  formule  est-elle  nouvelle?  H.  Bilenki. 

1514.  [D2b]  A-t-on  fait  la  sommation  de  la  série  dont 
le  terme  erénéral  est  u"^=  — ?  H.  Bilenki. 

1515.  [V7]  Quels  ouvrages  ou  renseignements  biogra- 
phiques pourrait-on  indiquer  au  sujet  d'un  mathématicien, 
Didier  Dounol,  qui  a  signé  Dounot  de  Bar-le-Duc,  bien  qu'il 
fût  originaire  de  Ligny?  H.  Brocard. 

1516.  [V7]  Quelle  était,  en  i65o,  la  valeur  delà  lieue 
espagnole?  Romanus. 

1517.  [V7]  Quelle  valeur,  en  i65o,  les  astronomes 
attribuaient-ils  au  rayon  de  la  Terre?  Romanus. 

1518.  [Pif]  On  sait  que  si  Ton  projette  sur  un  plan 
(projections  parallèles)  une  surface  plane  divisée  dans  un 
certain  rapport,  la  figure  projetée  est  divisée  dans  le  même 
rapport.  Comment  peut-on  généraliser  celte  proposition  pour 
une  projection  conique?^ 

D*"  Ph.  Weinmeister  (Tharandt). 

1519.  [R2b]  Le  centre  de  gravité  d'une  figure  plane 
quelconque  se  projette  au  centre  de  gravité  de  la  projection 
de  cette  figure.  Comment  peut-on  généraliser  jcette  propo- 
sition pour  une  projection  conique? 

D^  Ph.  Weiwmeister  (Tharandt). 

1520.  [L*4J  Six  droites  D,,  ...,  De  étant  données  dans 
un  plan,  cinq  d'entre  elles,  Da,  . . . ,  Do  par  exemple,  forment 
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un  pentagone  qui  détermine  une  conique  inscrite  dont  le 
centre  est  P« .  On  a  de  la  sorte  six  pentagones  et  six  coniques 
inscrites  dont  les  centres  sont  P|,  .  .  .,  Po-  Je  désirerais  sa- 
voir si  les  questions  suivantes  ont  été  étudiées  : 

i*^  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  droites  D 
pour  que  les  points  P  soient  sur  une  même  conique  C? 

a^  A  quelles  conditions  cette  conique  C  peut-elle  se  ré- 
duire à  une  parabole,  à  une  hyperbole  équilatère,  à  un  cerclcy 
à  un  système  de  deux  droites? 

3°  Les  six  points  P  étant  donnés  au  hasard  dans  le  plan, 
peut-on  déterminer  les  six  droites  D?  F.  Farjoiv. 

1521.  [Jlba]  Où  et  par  qui  ont  été  donnés  pour  la 
première  fois  les  théorèmes  exprimés  par  les  relations  sui- 
vantes, où  la  notation  CR  indique  le  nombre  des  combinai- 
sons avec  répétition, 

•j^  gr;î,  =:  GRSr»  --  GR2,.,  -.  GR;r '  -^  CR«,„ , , 


Oi  =  m  —  l  fi  =  /Il 


:{■■  CR,'!,  -  I  -,-    2    CR«=  2  CRp-'  • 

et  les  propositions  similaires  concernant  les  combinaisons 
simples?  Mehmed  Emiive  (  Constantinople). 

1522.  [123 a]  Un  nombre  commensurable  ou  nou,  x^ 
peut  être  développé  soit  en  fraction  continue  additive,  soit 
en  fraction  continue  soustractive.  Les  réduites  de  cette  der- 
nière fraction,  toujours  supérieures  à  x,  convergent  aussi 
vers  ce  nombre  (  '  ). 

A-t-on  fait  une  étude  comparative  des  réduites  de  ces  deux 
sortes  de  développements  du  même  nombre,  et  a-l-on  déter- 
miné les  cas  de  préférence  de  l'un  deux,  au  point  de  vue  du 
calcul  de  x  avec  une  approximation  voulue? 

Mehmed  Emi.ve  (Constantinople). 


(  *  )  Je  ne  considère,  bien  entendu,  que  les  développements  à  fraction 
intégrante  de  numérateur  i. 


1523.  [I23aa]  Comment  démontrer  la  proposition  sui- 
vante que  je  crois  exacte? 

Dans  la  réduction  de  ^JN  en  fraction  continue  les  déno- 
minateurs des  quotients  complets  d'une  même  période  ne 
peuvent  prendre  une  même  valeur  que  deux  fois.  11  en  est  de 
même  pour  les  parties  rationnelles  des  numérateurs. 

Mehmed  Eminf  (Constantînople  k 

1524.  [V.7]  Dans  son  Aperçu  historique  (voir 
p.  162),  Chasies  a  écrit  à  propos  des  ovales  de  Descartes  :  «  Et 
ni  Roberval,  qui  avait  donné  aussi,  peu  de  temps  après^  la 
construction  de  ces  ovales  et  discuté  leurs  formes,  ni  Huy- 
gens,  ni  Newton,  n'en  ont  point  eu  la  connaissance  complète 
sous  le  point  de  vue  géométrique.  » 

Or  il  n'existe  aucun  travail  (imprimé  ou  inédit)  de  Ro- 
berval touchant  les  ovales  de  Descartes,  et  je  n'ai  jamais  ren- 
contré aucune  indication  justifiant  Taffirmation  de  Cbasles. 
Quelqu'un  a-t-il  eu  cette  fortune?  Paul  Tanjverv. 

1525.  [V]  Au  sujet  de  la  question  1402,  je  demande, 
en  particulier,  qui  a  employé  le  premier  l'expression  dî!axes 
des  coordonnées  ou  A^axes  coordonnés  (soit  en  latin,  soit 
dans  une  langue  moderne).  On  sait  que  les  termes  à^axe  et 
à!ordonnée  sont  dérivés  de  la  Géométrie  grecque. 

Paul  Tannery. 

1526.  [Q4b]  Le  jeu  de  reversi  a-t-il  fait  l'objet  de 
recherches  mathématiques?  P.  Gustave, 

1527.  [I19c]  Le  problème  de  résoudre  complètement 
en  nombres  entiers  X,  |jl,  v,  ^,  J',  z  et  k  l'équation 

^  1  i  1,7: 

A  arc  tanc — h  w  arc  tang — h  v  arc  tang-  =  A:  — > 

qui  est  une  généralisation  de  la  question  377  de  Vlntermé- 
diaire,  m'a  conduit  aux  questions  suivantes  dont  je  serais 
heureux  d'avoir  une  solution  : 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers  positifs  premiers  entre 

(;. 
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eux,  résoudre  complèlement  en  nombres  entiers  Ç,  r^  et  J^  les 
équations  indéterminées  des  formes 

particulièrement  les  cas  où  t^  est  égal  à  v5  ou  à  i3. 

(iAKL  Stôrmeu  (Christiania). 

1528.  [117]  Est-ce  Prouhet  qui  a  donné  la  décompo- 
sition du  produit  de  deux  sommes  de  huit  carrés  en  une 
somme  de  huit  carrés,  et  où  Ta-t-il  donnée?  A  quelle  date  et 
en  quel  endroit  Cayley  s'en  esl-il  occupé?  Brioschi  Ta  donnée 
en  i856  dans  le  Journal  de  Crelle  :  11  parait  bien  qu'il  ne  la 
croyait  pas  connue.  G.  Fontené. 

1529.  [K2a]  On  sait  que  les  projections  obliques  d'un 
point  M  d'une  circonférence  sur  les  côtés  d'un  triangle  in- 
scrit ABC  sont  en  ligne  droite,  droite  que  l'on  peut  nommer 
droite  de  Wallace  généralisée. 

Peut-on  indiquer  géométriquement  un  triangle  PQR  tel 
que  les  droites  de  Wallace  généralisées  du  triangle  ABC  soient 
pour  lui  des  droites  de  Wallace?       N.  Quijct  (La  Haye). 

1530.  [V9]     M.  le  professeur  Klein  mentionne  dans  ses 
F  or  tr  âge  iiber  ausgewâhlte  Fragen  der  Elemenlar géo- 
métrie, un  Ouvrage  de  M.  Sundara  Row  à  Madras  :  On  paper 
folding. 

Peut-on  me  procurer  l'adresse  exacte  de  l'éditeur?  Bien 
que  M.  Klein  ait  ajouté  le  nom  de  Macmillan,  London,  il  ne 
m'a  pas  été  possible  de  l'obtenir. 

N.  QuiWT  (La  Haye). 

1531.  [Via]  Quand  on  conclut  de  a  =  6  et  6  =:  c,  que 
rt  :=  c,  introduit-on  alors  un  axiome  ou  tire-k-on  seulement 
une  conséquence  de  l'idée  d'égalité? 

N.  QoïKT  <^La  Haye). 


'•••. 


i:{l  — 


RÉPONSES. 


1255.  C1898,  73;  {Alauda).  — Équation  nx-  =jr^-i-z^  en  nombres 
entiers.  —  Cette  équation  est  possible  pour  toute  valeur  de  n.  On 
en  obtiendra  des  solutions  à  Taide  des  identités  suivantes  : 

/i[6(3/iî  H  1)]*^  (6/1 -h  1  —  3/1») '^(6/1—  I  -T-3/12)', 
rt[6(    /i»-^  3)J«=^  (6/1  — 3-T-    /i«)^-i-(6/i-+-3  —    n'-)\ 

Plus  généralement,  n  étant  décomposé  en  un  produit  de  deux 
facteurs  a  et  6,  on  a  Fidentiié 

/i[6(a«-+-36«)]»=-  (6a6-T-aî--3^»2)»-i-(6rt6  — a»-f-3^»«)'. 

D'ailleurs,  une  solution  de  Téquation  étant  connue,  la  méthode 
de  Fermât  permet  d'en  déduire  une  infinité  d'autres. 

£.  Fauquehbbrgue. 

1^80.  (1898,  99)  (H.  Brocard).  —  1**  Une  construction  assez 
simple  du  barycentre  de  la  figure  formée  d'un  triangle  quelconque 
ABC  (dont  soit  G' le  centre  de  gravité)  et  des  carrés  construits  exté- 
rieurement aux  trois  côtés  a,  b,  c  (dont soient  A',  B',  C  les  centres 
de  figure),  est  donnée  par  la  méthode  générale  de  la  Statique  gra- 
phique {voir  par  exemple,  Maurice  Lévy,  t.  I,  Chap.  XI,  2*  édition, 
1886). 

Il  suffit  d'appliquer  aux  quatre  points  G',  A',  B',  C  des  forces 
parallèles,  respectivement  proportionnelles  aux  aires  du  triangle  et 
des  trois  carrés,  et  de  les  composer  en  deux  directions  différentes; 
ce  qui  exige  la  construction  de  deux  polygones  funiculaires  :  le  point 
d'intersection  des  deux  résultantes  ainsi  déterminées,  c'est  le  bary- 
centre demandé. 

3"*  Une  détermination  pas  trop  compliquée  du  même  barycentre 
est  celle  que  je  vais  proposer. 

Soient  A  une  constante  arbitraire  et  a\  b\  c'  les  distances  de  G' 
aux  trois  côtés  a,  6,  c  respectivement.  Si  aux  points  a',  P',  y'i  qui 


divisent  les  segments  A.V,  BB',  CC  dans  les  rapports 
(i)  2a:a\     'ib:b\     icic'. 

on  applique  des  niasses  a,  p,  y  déterminées  par  les  relations 

(■2)    k%  —  a[a-'. jy  k^  —  b(b-\ j»  â:y  =  c(c-+-~|. 

le  barycentre  de  ces  trois  masses  a,  p,  y?  ctinsi placées  aux  points 
ûf'j  P'»  Y»  ^^^  aM«t  le  barycentre  de  la  Ji^ure  formée  du  triangle 
donné  et  des  trois  carrés  construits  extérieurement  à  ses  côtés. 

3°  Autre  détermination.  Soient  Aq,  Bo,  Gq  les  points  milieu  des 
trois  côtés  du  triangle,  et  ao,  poi  Yo  les  points  qui  divisent  les  seg- 
ments AqA',  BqB',  CoC  dans  les  rapports  (i). 

Si  aux  points  ao,  Po»  Yo  on  place  les  mêmes  masses  a,  p,  v,  dé- 
terminées par  (2),  leur  barycentre  coïncide  aussi  avec  le  bary- 
centre demandé,  G.  Jung  (Milan  ). 

1373,  (1898,  'ii'i).  (Altschuler).  —  Sur  l'équation  de  Riccati. 
—  Les  équations  de  Riccati  de  la  forme 

dy  .       , 

(ij  ^^ay^  =  bx"* 

sont  étudiées  depuis  longtemps.  Foir  par  exemple  le  Traité  d'Ana- 
lyse de  M.  H.  Laurent,  t,  V,  p.  222. 

La  considération  de  cette  forme  est  certainement  plus  ancienne 
que  celle  de  la  forme 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  quelconques ^e  x  seul. 

Cette  forme  (2)  tire  toute  son  importance  de  ce  fait  que  c'est  la 
seule  que  Ton  trouve  lorsqu'on  cherche  à  déterminer  la  fonction 
F{Xfy)  rationnelle  en  ^  telle  que  l'équation 

dy 


dx 


^{^^y) 


ait  une  intégrale  à  points  critiques  fixes  (E.  Picard,  Traité  d'Ana- 
lyse, t.  ri;  P.  Painlevé,  Addition  au  Recueil  d'exercicex  de 
M,  Tisserand,  2*  édition,  p.  5i5). 

Mais  cette  importance  de  l'équation  (2)  esl  de  considération  rela- 
tivement récente  et,  pour  plusieurs  auteurs,  l'équation  de  Riccati 
fut  d'abord  l'équation  (1)  (H.  Laurent,  loc.  cit.). 
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Cela  me  conduit  à  remarquer  que  Ton  dit  souvent  que  l'équation 
de  Riccati  (2)  ne  s'intègre  complètement  que  si  Ton  en  connaît  une 
solution  particulière.  Cela  est  vrai  au  sens  élémentaire  du  mot;  mais 
il  ne  faut  pas  oublier  que  si  elle  est  de  la  forme  (i),  on  peut  y  arriver 

par  la  substitution  de^-    — ^  à  y\  elle  s'intègre  alors  avec  facilité 

et  élégance  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel.  L'auteur  de  la  ques- 
tion parlant  de  choses  classiques,  j'ajouterai  qu'il  n'y  a  même  pas 
besoin  d'aller  si  loin.  Posant,  d'après  Euler, 

t'équation  (1)  se  ramène  immédiatement  à  une  équation  linéaire  in- 
tégrable  par  les  développements  en  série.  Or  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires,  par  ce  dernier  procédé,  est  maintenant  parfaitement 
classique.  Les  problèmes  proposés  dans  ces  dernières  années  aux 
examens  de  Licence  en  font  foi.  (  Voir,  par  exemple,  les  sujets  pro- 
posés à  Bordeaux  aux  sessions  de  juillet  1896  et  avril  1897.J 

Pour  fînir,  je  donne  le  résultat,  sans  développements  inutiles,  de 
l'intégration  de  l'équation 

qui  pour  a—Jzi  est  l'équation  proposée.  Au  moyen  de  la  substitu- 
tion (3),  on  a  d'abord  l'équation  linéaire 

pour  laquelle  on  trouve  les  solutions  particulières 

ax'*  a'^x^  a^x^^ 


M,  —    I   4- 


lU—X-r- 


(3.4)       (3.4)(7.«)   '    (3.4)(7."«)(ii.i-^-) 


«    •   •  • 


et,  comme  on  tire  de  (3)  y  —  —  —  »  on  a  finalement  pour  Tinté- 

(JtU    CLX 

grale  générale  de  (4) 

I    A  n\  -+-  B  u\ 

y  —  -  ~r  ~ — -r>— '  > 
a  Atti  -+-  Baj 

avec  une  seule  constante  arbitraire  -t-*  A.  Buhl. 

A 

1374.  (1898,  242).  (G.  Bbrdellé).  —  Arithmétique  à  numéra- 
tion quelconque.  —  Je  proposerai  d'employer  seulement  les  lettres 
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et 
O 


recques,  et  quelques  autres,  pour  les  raisons  que  voici  :  elles  sont 
de  lecture  courante;  elles  existent  dans  laçasse  typographique  et 
ne  nécessitent  pas  de  types  nouveaux,  dispendieux  et  d'un  usage 
restreint. 

Déjà,  dans  les  Notes  de  Reynaud  à  V Arithmétique  de  Bezout 
(i5*  édit.,  p.  160-164;  i832),  on  a  pris  des  lettres  grecques,  o  et  tu. 
pour  Texposé  de  la  numération  duodécimale,  S  désignant  diXy  et  o). 
onze.  On  pourrait  donc  adopter  ou  modifier  ces  lettres,  et  avoir, 
par  exemple:  ^(^  û?i>  (rappelant  le  chiffre  romain  X);  oi,  onze;  0, 
douze;  6,  treize;  x,  quatorze;  Ç,  quinze;  «r,  seize;  etc. 

Les  types  proposés  par  M.  Berdellé  ont  l'avantage  d'être  une  sorte 
de  combinaison  des  chiffres  usuels  représentant  les  nombres  consi- 
dérés: mais  il  semble  que  des  lettres  grecques,  et  d'autres  s'il  le 
fallait,  feraient  le  même  office  et  seraient  d'une  lecture  tout  aussi 
aisée. 

Si  l'usage  des  Arithmétiques  à  bases  diverses  vient  à  s'étendre, 
ce  qui  parait  douteux,  il  sera  toujours  temps  de  faire  choix  définitif 
de  nouveaux  types  de  chiffres. 

Jusqu'à  présent,  le  système  duodécimal  a  été  considéré  comme 
ayant  le  plus  de  chances  d'être  en  faveur,  mais,  en  réalité,  on  ne 
l'enseigne  pas.  Quant  aux  systèmes  ayant  pour  bases  11,  ict,  i4}  171 
17»  19?  ^^  pcu^  s^  demander  quel  est  leur  avenir.  En  attendant 
l'adoption  problématique  de  nouveaux  typesinternationaux,  je  crois 
que  l'essai  de  lettres  usuelles,  anglaises^  grecques  ou  romaines, 
adaptées  à  la  numération  parlée  dans  chaque  nation,  suffira  ample- 
ment à  tous  les  besoins. 

Je  remarque  encore  un  autre  inconvénient  à  l'emploi  des  systèmes 
variés  de  numération,  c'est  la  difficulté  de  donner  des  noms  aux 
chiffres  et  aux  unités  des  divers  ordres.  Si  la  base  est  la,  on  a  bien 
les  mots  diXf  onze^  puis  douzaine,  et  grosse  (douze  douzaines), 
mais  ensuite  tout  le  reste  est  à  créer,  et  ce  n'est  pas  là  un  de*^ 
moindres  inconvénients  de  l'innovation.  H.  Bbocard. 

La  proposition  de  M.  Berdellé  peut  être  utile,  en  principe,  mais 
la  solution  qu'il  indique  me  semble  inacceptable;  ses  dix  nouveaus 

caractères  sont  trop  arbitraires,  n'ont  rien  qui  les  fasse  retenir  que 

« 

de  vagues  analogies  de  forme  avec  les  nombres  du  sistème  décimal 
qu'ils  représenteraient,  et  plusieurs  d'entre  eus  exigent  la  fonte  de 
signes  que  n'ont  pas  les  imprimeurs. 
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II  vaudrait  iiiieus,  il  me  semble,  adopter  une  seule  lètre,  A  par 
exemple,  avec  un  indice,  de  sorte  que  les  caractères  numériques  se- 
raient o,  I,  !2,  •  •  •  )  9t  A.10,  An,  Af].  ...,  etc.,  suivant  les  besoins.  Il 
est  clair  que,  si  l'on  opérait  dans  une  numération  à  base  très  élevée, 
looo  par  exemple,  il  y  aurait  des  caractères  à  indice  formé  d'un 
nombre  de  3  chifres,  qui  compliqueraient  la  notation,  mais  moins 
qu'avec  l'emploi  de  990  caractères  diférents.  On  ne  ferait  ainsi  nu- 
lement  apel  à  la  mémoire,  toute  diGculté  tipografîque  serait  évi- 
tée, et  la  solution  serait  générale  pour  toutes  les  numérations.  Il 
sufirait  d'indiquer  la  base  dans  laquèle  on  opérerait.  Du  reste  l'hipo- 
lèse  de  travaus  avec  des  bases  aussi  élevées  parait  bien  peu  pro- 
bable. E.  Leuoine. 

Dans  une  Note,  La  numération  binaire  appliquée  à  la  Sténo- 
graphie,  que  je  viens  de  présenter  à  l'Académie  des  Sciences  de 
Turin,  j'ai  fait  voir  que  les  combinaisons  des  chiffres  du  système  de 
base  a  donnent  le  moyen  le  plus  simple,  soit  pour  exprimer  les 
chiiïres  dans  toute  base  de  numération,  soit  pour  indiquer  les 
nombres,  et  tout  ce  qui  est  numérable,  par  exemple  les  sons  d'une 
langue.  G.  Peano  (Turin). 

La  diffîculté  qu'offre  la  notation,  dans  l'Arithmétique  à  numération 
quelconque,  est  levée  complètement,  ce  me  semble,  si  l'on  indique 
les  nombres  au-dessus  de  9  et  au-dessous  de  la  base  par  les  chiffres 

ordinaires  réunis  d'un  crochet  horizontal,  par  exemple  dix  par  10, 

treize  par  i3,  etc.  W.-H.-L.  Janssen  van  Raau  (Harlem;. 

Les  monogrames  proposés  seraient  certainement  souvent  utiles  et 
toujours  plus  avantageus  que  les  lètres  habituèlement  employées. 

Pour  résoudre  en  général  le  problème,  lorsque  la  numération  est 
quelconque,  on  peut  employer  la  notation  de  la  question  944  (1896, 
271)  (Hoffbauer);  èle  conserve  autant  que  possible  la  numération 
décimale  en  la  combinant  avec  l'autre. 

Soit,  par  exemple, 

'y.x^-r-  'i.ix^-\  17  j? -4  ()  -■  (9.a?  -f-  i)  (37  -i-  '2)(x  -;-  3), 

ou,  si  la  base  x  est  ;    a?., 

•2(22)  (17)6  =  21 .  12.  i3. 

Pour  revenir  à  la  numération  décimale,  ou  inversement,  les  opéra- 
tions ne  portent  que  sur  des  nombres  à  base  décimale. 
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Ainsi  on  a  immédiatement  : 

Si  d?  =  100,  222176  =  201,102.103; 

Si  a:  =  1  000,     2022017006  —  2001  .ioo*>..ioo3. 

HOFFBAUER. 

1376.  (1898,  243 J  (C/rsus). —  Concept  d*éguiçalence.  --  Une  ex- 
position génétique  de  cette  matière  éclaircit  assez  bien  la  question. 

Définitions.  —  I.  Carré-aire  ou  simplement  carré  est  la  partie 
d'une  surface  plane  limitée  par  quatre  droites  rectangulaires  égales. 
Le  carré-aire  est  une  quantité  parce  qu'il  peut  acquérir  toutes  les 
valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  Vinfini.  —  II.  Le  carré  est  Vuniié  des 
aires  des  figures.  —  III.  Vaire  d'une  figure  est  le  nombre  des 
carrés  égauji  que  contient  la  figure.  Ce  nombre  est  le  rapport  de 
l'aire  de  la  figure  à  l'unité-aire.  —  IV.  Mesurer  l'aire  d'une  Ggure 
est  déternMner  le  nombre  des  carrés  qu'elle  contient.  — V.  Deu\  ou 
plusieurs  figures  sont  équivalentes  lorsqu'elles  ont  le  même  nombre 
de  carrés  égaux  ou  la  même  aire.  -  VI.  L'équivalence  des  figures 
A  et  B  est  dénotée  par  A  m  B.  Deux  figures  G  et  D  non  équivalentes 
ont  pour  expression  G  >B  (Figures  égales  ou  congruentes  ont  les 
signes  de  relation  =,  =^,  et  figures  semblables  le  signe  u;  on  devrait 
ajouter  figures  isostères).  —  Théorème,  On  peut  toujours  décom- 
poser un  rectangle  en  un  nombre  entier  de  carrés  égaux,  i"  cas. 
côtés  commensurables;  2*  cas,  côtés  incommensurables.  (Démon- 
stration connue.)—  Corollaires,  —  I.  L'aire  d'un  rectangle  est  égale 
au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  —  U.  L'aire  d'un  carré  est 
égale  au  carré  de  son  côté.  —  lïl.  Aire  d'un  parallélogramme.  — 
IV.  D'un  triangle.  —  V.  D'un  trapèze.  —  VI.  D'un  polygone  régu- 
lier. -  VII.  Du  cercle.  —  VIII.  D'un  polygone  irrégulier.  —  IX.  D'une 
figure  quelconque. —  X.  Opérations  arithmétiques  avec  les  aires.  — 
XI.  Expressions  algébriques  a6,  a*,  irr*,  . . .;  homogénéité  des  équi- 
valences. —  XII.  Aire  des  surfaces  courbes. 

G.  Wargny  (  Valparaiso  \. 

Dans  le  n"  4  de  la  i*"'  année  (1896-1897)  du  a  BoUettino  délia  As> 
sociazione  Mathesis  fra  gli  insegnanti  di  Matematica  délie  scuole 
medie  (Torino)  »,  j'ai  publié  un  petit  article  sous  le  litre  :  Del  mi- 
glior  modo  di  trattare  in  iscuola  la  teoria  dell'equivalen^a  qui 
s'occupe  de  cette  question,  en  se  plaçant  uniquement  au  point  de 
vue  de  l'enseignement.  Le  n**  3  de  la  2'  année  du  même  a  BoUettino  i> 
contient  une  riche  liste  bibliographique  de  travaux  qui  se  rappor- 


\ 
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tent  au\  principes  fondamentaux  de  l'équivalence  géométrique,  ré- 
digée par  le  Professeur  A.  de  Zoit. 

Si  Ursus  voulait  bien  me  communiquer  son  nom  et  son  adresse, 
je  m'empresserais  de  lui  envoyer  les  deux  brochures. 

RoDOLFO  BETTAzzi  (Turin). 

1389.  (1898,  246)  (F.  Dumont).  —  Régions  dé  ter  minées  par 
des  coniques.  —  Soient  n  coniques  dans  un  plan,  elles  déterminent 
-\  régions:  supposons  que  Tune  d'elles  soit  une  ellipse,  déformons-la 
jusqu'à  en  faire  une  parabole,  puis  une  hyperbole  ;  nous  avons  alors 
ait  moins  N  -i-  i  régions,  puisqu'une  hyperbole  seule  en  donne  3  et 
une  ellipse  2.  Si  maintenant  nous  arrivons  à  faire  confondre  l'hyper- 
bole avec  ses  asymptotes,  nous  aurons  de  nouveau  une  région  au 
moins  en  plus. 

Le   maximum   sera   donc  donné  par  n  couples  de  2  droites.  Or/» 

droites  determment   -+■  1  régions  dans  le  plan,  on  aura  donc 

on  tout,  pour  le  maximum  demandé 

ni'xn  ~\-\)  -H  I  régions. 

Le  raisonnement  ci-dessus  nous  donne  en  même  temps  l'exemple 
lemandé.  P.  IIkndlé. 


f 


1390.  (1898,  246)  (F.  DuMONT).  —  Régions  déterminées  par  des 
quadriques,  —  On  voit,  de  la  même  façon  que  pour  la  question 
précédente,  que  le  maximum  est  donné  par  n  groupes  de  deux 
pians. 

Or  p    plans    déterminent    ip  — — - régions 

1  .  Jt  .  3 

dans  l'espace,  on  en  a  donc  en  tout 

('9,w -h  3)  (2/1  —  \\in—\)        -^    _, 
4  /i  -^ •      P.  IlEXDLi:. 

1392.  (1898,  246)  (E.  Duporcq).  —  Propriétés  des  coniques.  — 
Soit  w  le  second  point  d'intersection  de  la  conique  (1234  s)  ou  C5  et 
de  la  droite, 5e,  et  soit  8'  le  second  point  d'intersection  de  la  droite 
to4  et  de  la  conique  (i235a))  ou  C4.  On  voit  immédiatement  que  ce 
point  0'  n'est  autre  que  le  point  8  de  l'énoncé.  En  effet,  sur  les  co- 
niques C4  et  G5,  les  divisions  i23o'5et  I234£  sont  homographiques. 
Le  point  8'  correspond  donc  bien  au  point  4  dans  la  transformation 
homographique  [(i,  2,  3,  e),  (i,  2,  3,  5)],  et  par  suite  au  point  f\ 
dans  la  transformation  [(i',  2',  3',  6'),  (i,  2,  3,  5)]. 

Le  théorème  de  M.  Duporcq  est  donc  démontré.    Si  l'on  suppose 
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que  les  points  4  el  4',  d'une  part,  5  et  5',  de  Fautre,  sont  confondus 
aux  deux  points  cycliques,  on  obtient  la  proposition  suivante  de 
Géométrie  élémentaire,  qu'il  est  d'ailleurs  facile  d'établir  directe- 
ment (et  qui  est  bien  probablement  connue  )  : 

Sur  les  côtés  d*un  triang'le  ABC,  on  construit  trois  triangles 
directement  semblables  BCa,  PCA,  ByA;  les  droites  Aa,  Bp,  Cf 
concourent  en  un  point  qui  appartient  aussi  aux  cercles  BCa, 
GAp,  ABy. 

Enfin,  je  signalerai  la  proposition  suivante,  analogue  à  celle  de 
M.  Duporcq,  et  qui  s'établit  facilement  : 

Soient  i,  '2,  ...,  «r  et  i',  a'.  ...,  cr',  deux  groupes  de  ff  points 
dans  r espace.  Il  existe  une  transformation  homographique  qui 

fait  correspondre  aux  points  i',  i\  ....  5'  les  points  i,  a, 5. 

Soit  ^  le  point  que  cette  transformation  fait  correspondre  au 
point  <t'.  La  droite  <jÇ  et  les  droites  analogues  appartiennent  « 
un  hyperboloïde  qui  contient  aussi  les  cubiques  gauches  telles 
que  19.343  Ç.  Raoul  Bricard. 

Les  deux  groupes  i,  2,  3,  4»  ^  et  i,  2,  3,  0,  5  correspondant  homo- 
grapbiquement  à  c', 'V,  3',  4»  5'  se  correspondent  aussi  l'un  à  Taulrc 
suivant  une  homographie  ;  les  droites  4  Ô,  e5  se  coupent  au  quatrième 
point  commun  aux  coniques  qu'ils  déterminent,  puisque  le  rapport 
anharmonique  d'un  faisceau  ne  change  pas  quand  les  rayons  du 
faisceau  passent  par  quatre  points  fixes  et  que  leur  sommet  se  meut 
sur  une  conique  passant  elle-même  par  ces  quatre  points.  Lo 
deuxième  point  de  rencontre  de  e5  avec  la  conique  1,2,  3,4  £  appar- 
tient donc  à  toutes  les  droites  la,  2^,  Sy,  4^  et  à  toutes  les  coniques 
telles  que  1  a  3  4  £■  Wklsch. 

1393.  (1898,  247)  (H.  Laurent).  -  La  formule  des  intérêts  com- 
posés se  rencontre  pour  la  première  fois,  si  je  ne  me  trompe,  dan-^ 
un  article,  en  tous  cas  bien  intéressant,  de  Leibniz,  publié  le  17  oc- 
tobre i683,  dans  les  Acta  eruditorum  Lipsiœ  (p.  4*^5-332),  et  inti- 
tulé :  Meditatio  juridico  mathematica  de  interusurio  simplici. 
En  voici  d'abord  la  conclusio  quinta  (p.  43o)  : 

((  Si  numerus  quota;  usurariae  sit  s>  (id  est  20,  positis  usuris  quin- 
cuncibus  seu  vigesima  sortis)  eril  valor  prœsens  summa?  post  aliquoi 
annos  caeducœ,  ad  ipsam  summam,  in  ratione  v  ad  p -h  i  (idestsub- 
sesquivigccupla,  seu  20  ad  21)  replicata  secundum  numerum  anno- 
rum.  » 

Cet  énoncé  demande  des  éclaircissements;  mais  commençons  par 
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écouter    encore  Leibniz,  qui,  à  la  page  suivante  (p.43i),   va  nous 
apprendre  lui-même  ce  qu'il  entend  par  là. 

»  Sit  praesens  valor  z^  dit-il,  summa  débitai,  numerus  annorum  a 
et  quota;  usurariœ  numerus  v^  quibus  positis,  erit  s  =  s  multip.  per 


I 
\    a 


Pour  l'intelligence  de  cette  formule,  il  est  nécessaire  de  rappeler 
deux  usages  du  temps  où  écrivait  leur  auteur. 

i**  Leibniz  emploie  d'ordinaire,  pour  les  exposants,  la  notation 
qui  nous  est  encore  habituelle;  mais  ici,  on  ne  voit,  il  est  vrai,  pas 
trop  pourquoi,  il  revient  à  un  mode  d'écriture  ancien,  qui  consistait 


I       t»         ,     .     .                 .           /     *'     \^ 
à  encadrer  l'exposant,      a   I s'écrirait  de  nos  jours  ( )   • 

*  I  V  -^  l  •*  \  i^  -H  I  / 

2"*  Leibniz  nomme  le  capital  mis  à  intérêt  :  sors;  et  le  taux  du  pla- 
cement :  Vusure  légitime  de  ce  capital.  Il  désigne  cette  usure  légitime 

par  une  fraction  -j  qu'il  nomme  la   quota  usuraria  et  dont  il  ap- 
pelle le  dénominateur  v  le  nombre,  numerus.   Le    5  pour  loo,  par 

exemple,   qu'il  choisit   comme  application,  se  désigne  par  ^V  ^^  ^^ 
nombre  de  celte  usure  est  20. 

D'après  cela,  l'énoncé  de  Leibniz  pourrait  se  formuler,  en  langage 
moderne,  de  la  manière  suivante  : 

Soient  z  le  capital  placé  à  intérêt,  s  ce  capital  augmenté  de  ses  inté- 
rêts composés,  a  le  nombre  des  années,  -  le  taux  (défini  comme  il  a 
été  dit  plus  haut  )  ;  on  aura 

z  =  s  (  — —  )    . 

A  part  une  légère  différence,  provenant  de  la  façon  de  représenter 
le  taux,  cette  formule  est  bien  celle  dont  nous  nous  servons  encore 
aujourd'hui.  Il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  la  mettre  sous  la 
forme 

If.  Braid. 

139'>.  (1898,  247)  {Belga).  —  Numération  grecque,  —  Les 
questions  posées  sous  ce  numéro  paraissent  le  résultat  de  malen- 
tendus. 

1°  Dans    la    notation   fractionnaire  de  Diophantc,    pour  -^-  par 
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T^l 


Y' 

exemple,  le  numérateur  est  écrit  sur  la  ligne  :  ty     et  non  pas  —  • 

La  barre  transversale  au-dessous  du  numérateur  n'est  nullement 
essentielle  à  celte  notation;  dans  les  manuscrits  grecs  elle  surmonte 
d'ordinaire  tous  les  nombres  cardinaux,  pour  les  distinguer  des  autres 
mots,  ce  qui  importe,  puisque  les  mêmes  lettres  ser\'ent  pour  les  mots 
et  pour  les  nombres.  Mais  cette  barre  peut  très  bien  manquer,  sur- 
tout pour  des  nombres  isolés  (comme  dans  des  calculs  faits  en  marge), 
et  elle  manque  aussi  parfois  dans  la  notation  fractionnaire  ci-dessus; 
ce  qui  caractérise  celle-ci,  c'est  seulement  que  le  dénominateur  est 
écrit  dans  l'interligne,  au-dessus  du  numérateur,  au  lieu  d*étre  placé 
en  exposant  ou  encore  écrit  à  la  suite,  comme  un  nombre  ordinal, 
c'est-à-dire  avec  un  signe  de  finale,  ce  sont  là,  en  effet,  deux  autre*% 
modes  que  l'on  trouve  fréquemment  dans  les  manuscrits  grecs. 

En  tous  cas,  la  barre  en  question  ne  doit  certainement  pas  être 
considérée  comme  signe  de  division. 

2°  L'auteur  de  la  question  parait  supposer  que  dans  le  nombre 
a.a>  I  0  =  io8i4,  où  a  signifie  i ,  le  point  qui  suit  remplacerait  le  zéro, 
qu'il  y  aurait  donc  là  une  numération  de  position.  Il  n'en  est  rien: 
les  Grecs  coupaient  leurs  nombres  en  tranches  de  quatre  ordres, 
unités,  myriades,  myriades  de  myriades,  etc.  Chaque  tranche  était 
écrite  comme  si  elle  était  composée  d'unités,  et  accompagnée  d'or- 
dinaire d'un  signe  indiquant  son  rang.  Exceptionnellement,  comme 
dans  l'exemple  qui  procède,  ces  signes  sont  supprimés  et  les  tranches 
écrites  simplement  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  séparées  par  un  point. 
Mais  s'il  y  a  là  une  sorte  de  numération  de  position  par  tranches,-  le 
point  ne  remplace  pas  le  zéro.  Si,  par  exemple,  on  avait  à  écrire 
iioo4,  on  écrirait  a.a$  {une  myriade,  mille  quatre  unités). 

Les  Grecs  ont,  à  la  vérité,  eu  une  numération  de  position  (même 
avec  le  zéro);  mais  uniquement  pour  la  numération  sexagésimale. 
Ainsi,  pour  o"io'  0*25**,  ils  pouvaient  écrire  o  <  oxs,  sans  ambiguïté 
(  précisément  parce  que  pour  les  nombres  inférieurs  à  6o,  ils  n'avaient 
pas  de  numération  de  position.  Mais,  en  fait,  pour  faciliter  la  lec- 
ture, chaque  ordre  est  d'ordinaire  surmonté  d'une  barre  horizontale 
spéciale. 

Cette  numération  sexagésimale  paraît  s*étre  introduite  seulement 
au  II*  siècle  avant  notre  ère.  La  numération  littérale  ordinaire  de< 
Grecs  parait  avoir  pris  naissance  au  sud-ouest  de  l'Asie  Mineure,  au 
IV*  siècle,  mais  elle  ne  fut  pas  généralisée  avant  le  m*  siècle  et  ne  fut 
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systématisée  et  étendue  aux  grands  nombres  que  par  Archimède.  Ce 
fut  également  lui  qui  paraît  avoir  le  premier  vulgarisé  l'emploi  des 
fractions  ordinaires.  Mais  ses  manuscrits  ne  représentant  qu'une  tra- 
dition du  VI*  siècle  après  notre  ère,  il  est  impossible  d'affirmer  qu'il 
se  servait  de  telle  ou  telle  notation.  Paul  Tannery. 

1398.  (1898,  248)  (Gai).  —  Nombre  des  coniques  déterminées 
par  cinq  normales.  —  Dans  un  Mémoire  de  M.  A.  "Wiman,  inséré 
dans  le  Z.  von  Schlômilch  (t.  XL,  p.  296-301)  on  trouve  la  réponse 
à  cette  question.  En  désignant  par  (a,  6,  c)  le  nombre  des  coniques 
qui  passent  par  a  points  donnés,  ont  b  tangentes  données  et  c  nor- 
males données,  les  nombres  de  M.  Wiman  sont  les  suivants  (  i)  : 

<'i,o,i)  — 3,  (3,0,2)=   9,       (2,o,3)  =  22,       (i,o,4)  =  42,      (o,o,5)  =  :>i, 

<■{,  i,i)-;6,  (2,  1,2)  — 14,      (1,1,  3;  =  26,       (0,1,  4)  =  33, 

12,2.  1)  —  8,  (  I,  2,>)  =  14,       (o,  2,3)  =  19, 

•(  i;3,i)  =  3,  (o,  3,2)  =    9, 

Â  O.  4, 1  )  =  3.  V.  Retali  ( Milan;. 

Steiner  a  résolu  le  problème  de  déterminer  combien  de  coniques 
qui  passent  par  P  points,  touchent  T  droites  et  ont  N  normales 
données  (voir  BoRCHAnDT,  Journal  de  CrelUy  t.  53,  p.  336-378;  ou 
bien  Gesammelle  Werkcj  t.  Il,  p.  683;  Berlin,  1882).  Mais  les 
nombres  qu'il  a  trouvés  sont  trop  forts,  à  cause  de  la  présence  de 
solutions  impropres.  La  réduction  a  été  déterminée  par  M.  Wiman 
[voir  l'article  Ueber  die  Anzahl  der  KagelschnittCf  welche  durch 
Punkte,  Tangenten  und  Normalen  bestimmtt  sind  {Zeitschrift 
de  Schlômilch,  t.  XL,  p.  296-301;  1895);  ce  géomètre,  en  particulier, 
a  trouvé  que,  si  N  =  5,  le  nombre  cherché  n'est  pas  102,  comme 
avait  cru  Steiner,  mais  seulement  5i.  Gino  Loria  (Gènes;. 

Dans  un  Travail  publié  en  1895  dans  le  Journal  de  Schlômilch, 
page  296  :  Sur  le  nombre  des  coniques  qui  sont  déterminées  par 
des  points,  des  tangentes  et  des  normales,  M.  le  D*"  Wiman,  à 
Lund,  analyse  les  travaux  de  Steiner  et  de  Spôrer  relatifs  à  la  même 
question  et  trouve  qu'il  y  a  5i  coniques  déterminées  par  5  normales 
données.  A.  Droz-Farny  (Porrentruy). 

1309.  (1898,  248).   {Gos).  —  Nombre  de  la  forme    (2/i)*«-m 


(  '  )  Ces  nombres  ont  été  donnés  aussi  par  Steixer  (  Werke,  t.  II,  p.  683) 
mais,  en  partie,  inexactement.  V.  R. 


qui  ne  soit  pas  premier.  —  Le  nombre  (în)*"  -^  i  ou  (  4  /i*)"  -^  i" 
n'est  jamais  premier  quand  /t  esl  impair,  car  il  est  divisible  par 
4n--+-  1.  Ë\emplo  :  pour  /i  =  3, 

66-i-i  =  363-f.i3  =  (36-+-i)(36*— 36    -  i)  =  3;  x  1261 

—  37  X  i3  X  97  =  46fi>7- 

C'est  le  plus  petit  nombre  de  la  forme  (2/1)'*-+-  i  qui  ne  soit  pa*^ 
premier.  Ë.  Fauqueuberque. 

Pour  toute  valeur  de  /i,  qui  n'est  pas  une  puissance  de  1,  le 
nombre  (2/1)*"  -h  i  n'est  évidemment  pas  premier.  Ainsi,  pour  n  —  3, 
on  peut  écrire 

('2/1)2"  ^   ,   ^   363  -f-   ,^ 

qui  est  divisible  par  36  -  1  =  37.  On  a,  en  effet, 

36' -T- 1  —  46657  =  13.37.97. 

Les  nombres  2*  h-  i  et  4*  -^  i  étant  premiers,  46657  est  le  premier 
nombre  de  la  forme  (2/2)*'*  H-  i  qui  n'est  pas  premier. 

Quant  aux.  nombres  de  la  forme  {'ip^p -¥-  i,  ils  ne  sont  pas  pre- 
miers si  p  n'est  pas  une  puissance  de  2. 

A.  Palhstrôm  (Aas,  Norvège). 

Autres  réponses  de  MM.  C.  Couturier,  E.  Gelin,  G.  Lapointe,  G.  Ricaldf. 

1401.  (1898,  266).  (G.  Tarrv).  —  Problème  chinois,  —  La  pro- 
position énoncée  n'est  pas  exacte;  2"  —  2  peut  être  divisible  par  n 
sans  que  n  soit  un  nombre  premier.  Ainsi,  supposons  que  n  soit  le 
produit  de  deux  nombres  premiers  impairs  différents,  p  et  q.  Pour 

que 

2A"/  —  2 

soit  divisible  par/?^,  il  faut  et  il  suffît  que  les  deux  congruences 

.j^;,_i  _  I     {raoàp.q), 
2'/-i  —  I     (  iwoàp.q  ) 

soient  satisfaites,  ce  qui  aura  lieu  si  les  deux   nombres  p  —  i  et 
q  -  -  \  sont  divisibles  par  l'exposant  p  auquel  appartient  le  nombre  2 
relativement  au  module /?.</. 
Or  on  a,  par  exemple, 

2»»  =  I  H-  23.89; 

X  appartient  donc  à  l'exposant  it  relativement  au  module 

P-q  —  23.89, 


—  U3  — 
et  chacune  des  différences 

•23  -     1 ,     89  —  I  , 

est  divisible  par  cet  exposant  11,  de  sorte  que 

est  divisible  par  23.89. 

On  a  aussi 

•a'6  —  I     (  mod  37.73), 

et  les  deux,  différences 

37  — i»     7^  — ». 

étant  divisibles  par  36,  on  en  conclut  que 

227.73  —  .;, 

est  divisible  par  37.73,  etc.  I.  Franel  (Zurich). 

Le  problème  chinois  est  une  proposition  fausse,  car  Texpressioii 
-'  est  un  nombre  entier  pour  n=  3.5.43.   D'ailleurs,  j'ai   dé- 

montre  que n  est  un  entier,  pour  un  entier  a  quelconque, 

Jr 

que  si  : 

1°  Les  facteurs  de  p  sont  tous  simples  (non  quadratiques); 

'1°  p —  I  est  divisible  par  \(pi  —  1,7^2 —  »»  . . .,  pa —  1),  expre>- 
sion  où  p^y  . .  .^  pn  signifient  les  facteurs  premiers  de  p  et 

V(/?i  — I,  ....  Pu—  0 

le  plus  petit  multiple  de  pi  —  i,    ...,  /;« — i;  ces   conditions  sont 
suffisantes.  A.  Korselt  (Plauen). 

La  proposition  reproduite  du  Livre  de  M.  Rouse  Bail  se  trouve 
aussi  dans  une  Note  de  M.  L-H.  Heans  :  T/ie  converse  of  Fermâtes 
iheorem  {Messenger  of  Math,,  éd.  by  J.-W.-L.  Glaisher, 
vol.  XXVII,  p.  174;  1898)  :  «  A  paper  found  among  ihose  of  the  late 
Sir  Thomas  W'ade,  and  dating  from  the  time  of  Confucius,  contains 
the  theorera  that  n"-* —  i  £-=  o  (mod/i),  when  n  is  prime,  and  also 
States  that  it  does  not  hold  if  n  is  not  prime.  » 

M.  Heans  démontre  que  la  deuxième  partie  du  théorème  est 
fausse.  Il  donne,  en  effet,  une  méthode  générale  très  simple  pour 
trouver  la  solution  de  la  congruence  -i^—^'-^o  (mod/i),  lorsque  n 
n'est  pas  premier.  Les  premières  valeurs  de  n  sont 

n  —  341,  6{5,  i387, 


ijui  ne  soit  pat  premier.  —  Le  nombre  (în)''"-^-  i  ou  tin')"- 1' 
n'est  jamais  premier  quaD<]  n  est  impair,  car  il  csl  divisible  ;i9t 
in-  —  I .  E\empl<'  :  pour  /(  ^  3, 

6»-i  =  3fi'--i>  =  (ÎC-^il(36«-  (6    -  0  =  37  <  1161 

=  37Xit>;97  =  i6Ûi:. 

C'est  le  plus  petit  nombre  de  lu  forme  (3/1)'* -1-  1  qui  ne  soit  pa^ 
premiei-.  E.  FAi'QUEHBERQrE. 

Pour   toute   ^alcu^  de   n,   qui   n'ust  pas   une   puissance  de  2.k 
nombre  (an  1'"  ^  i  n'est  t-vidumment  pas  premier.  Ainsi,  pour»  -  1. 

qui  e>t  divisible  par  3(i    ■  1  =  37.  On  a,  en  effet, 
3C'-r-i  ^-^665y  =  13.37.97. 
Les  nombres  i'  -r-  1  el  4'  -+-  i  étant  premiers,  46657  est  le  prcmi" 
numbre  île  la  forme  (in)'™  -+-  1  qui  n'est  pas  premier. 

Q"  ....  


■■tchacuuf  <i^-  I 


e-r  diii-u..-    I. 
On  a  au-^ 


—  lU  — 

Le  plus  petit  de  ces  nombres  donne  lieu  à  considérer  le  nombre 
.,3*0 — I  qui  a  io3  chiffres;  de  là,  M.  Heans  conclut  que  la  proposi- 
tion a  été  trouvée  par  induction. 

Je  partage  vivement  l'intérêt  de  M.  G.  Tarry  pour  les  recherches 
sur  rArithmétique  chinoise. 

Les  sources  principales  que  nous  avons  aujourd'hui,  en  Europe,  se 
réduisent  à  quelques  études  très  concises  d'Edouard  Biot  et 
d'Alexandre  Wylie  :  on  peut  trouver  une  bibliographie  complète 
des  travaux  de  Biot  dans  le  Journal  asiatique,  t.  XVI,  p.  120: 
Paris,  i85o,  et  de  ceux  de  Wylie  dans  Asiatic  Journal,  t.  XIX, 
p.  35i,  5i3;  London,  1887, 

La  plupart  des  autres  travaux  sur  l'Arithmétique  chinoise  sont  de 
simples  compilations. 

Quelque  lecteur  de  V Intermédiaire  pourrait-il  donner  des  Notices 
plus  précises  (particulièrement  la  traduction  complète)  du  Travail 
diinois  découvert  par  T.  Wade?  G.  Vacca  (Turin  ). 

Très  nombreuses  réponses  sur  cette  même  question  1401,  toutes  à  peu 
près  dans  le  même  sens,  de  MM.  H.  Brocard,  J.-J.  Duran-Lorioa  (  La  Co- 
rogne),  A.  Palmstrùm  (  Aas,  Norvège),  G.  Ricalds  (  Merîda,  Yucatan  ),  Paul 
Taxnery,  E.A,  Majol.  M.  Brocard  fait  remarquer  que  le  problème  a  été  pos<* 
dansles/l/ina/ejrfc6?e/'^o/i/ie(t.  XI).M.Tannery  citerexemplede34i'^ii.3i 
qui  divise  a^^**  -  -  i.  Enfin,  M.  HousB  Ball  a  l'obligeance  de  nous  communi- 
quer quelques  indications  fort  intéressantes  sur  le  Travail  précité  de  son 
ami  M.  Heans. 

1408.  (1898,  268  ).  I  G.  DE  RocQUiGXYj.  —  Propriétés  des  multiples 
pairs  de  3.  --  Les  nombres  premiers  de  la  forme  6/1  -- 1  sont  i,  7, 
i3.  19,  3i,  37,  43, '61,  67,  73,  79,  97,  etc.  En  retranchant  déjà  l'unité, 
on  a  6,  1*2,  18,  3o,  36,  \i^  60,  66,  72,  78,  96,  etc.  II  y  a  des  lacune* 
pour  ai,  48,  54,  84,  90,  etc.,  mais  24  =  37 —  i3  =  97  -  -  73  —  etc., 
48  —  61  — 13  —  etc.  Ces  exemples  tendent  à  faire  admettre  que  tout 
multiple  pair  de  3  est  la  dilTérence  de  deux  nombres  premiers  de  la 
forme  6//  H-  i,  et  cela  de  plusieurs  manières. 

J'ai  vérifié  la  même  propriété  sur  la  série  des  plus  grands  nombres 
premiers  catalogués.  A  défaut  de  la  démonstration  directe,  qui  parait 
difficile,  je  crois  qu'il  est  permis  de  conclure  à  l'exactitude  de  la 
proposition  énoncée.  H.  Brocard. 


>*••' 
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QUESTIONS. 


207.  [Dla]  (1894,  102)  Lobatschefskj,  dans  ses  Mé- 
moires Sur  la  convergence  des  séries  trigonomé  trique  s 
{Mémoires  de  l^ Université  de  Kasan^  i834)  et  Méthode 
pour  s* assurer  de  la  convergence  des  séries  infinies,  insiste 
sur  la  nécessité  de  distinguer  les  fonctions  continues  et  les 
fonctions  différentielles.  Peut-on  indiquer  un  autre  savant 
qui  ait  fait,  avant  Weierstrass,  la  même  distinction  d'une 
façon  précise?  \\  assilief  (Kasan). 

1532.  [  V9]  Quel  est  Tinvenleur  de  la  bascule?  M.  Gil- 
bert, dans  son  Cours  de  Mécanique,  nomme  cet  instrument 
balance  de  Quintenz,  et  un  récent  Ouvrage  allemand,  Das 
XIX  Jahrhundert^  Tattribue  à  Schwilgué,  de  Strasbourg. 

N.  Quint  (La  Haye). 

1533.  [D6i]     Le  calcul  de  la  puissance  logaritmique 

exige,  par  les  séries  de  puissances^  quatre  calculs  transcen- 
dants, savoir  (L  désignant  un  logaritme  naturel)  ceus  de 

hb,    hx^     Ljr 

et   de  la   fonction  exponentièle.   Peut-on  en   employer  un 
nombre  moindre?  Coment?  Lesquels? 
Cas  particuliers  où 

X  =y        et        b  =  e. 

Mêmes  question;»  pour  la  racine  logaritmique 

I 


x^"«y. 

HoFFBAUER. 
/nier m.,  VI  ( Juillet  181)9).  7 
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1534.  [K9aa]  Je  crois  savoir  qu'on  a  démontré  que  : 
Si  l'on  a  deux  polygones  quelconques  A  et  B  équivalents 
en  surface,  il  est  possible  de  découper  A  en  triangles  et  en 
polygones  tels  que,  en  les  juxtaposant  convenablement,  on 
reproduise  le  polygone  B,  et  qu'on  a  donné  également  le 
moyen  de  faire  effectivement  cette  décomposition  démon- 
trée possible.  Je  serai  reconnaissant  au  correspondant  qui 
voudrait  m'indiquer  l'auteur  de  la  démonstration  et  le  titre 
du  Mémoire  ou  du  Recueil  dans  lequel  je  pourrai  la  trouver. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich.). 

1535.  [K20e]  Les  côtés  de  trois  carrés  inscrits  dans  un 
triangle  étant  donnés,  je  demande  si  l'on  peut  déterminer 
les  côtés  de  ce  triangle  avec  la  règle  et  le  compas. 

A.  GoLDBNBERG  (Saint-Pétcrsbourg). 

1538.  [L*  12a]  Compas  de  coniques.  —  Trouver  deiis 
sistèmes  articulés  permétant  de  tracer  imédiatement  la  co- 
nique déterminée  par  l'un  ou  l'autre  des  sistèmes  de  condi- 
tions suivants  : 

1**  Deus  points  réels  fixes,  le  pôle  de  leur  droite  d'inier- 
jonction  et  un  troisième  point  réel  quelconque; 

2"  Deus  points  imaginaires  conjugués  fixes,  le  pôle  de 
leur  droite  d'interjonction  et  un  troisième  point  réel  quel- 
conque (on  représente  les  deus  points  imaginaires  conjugués 
par  les  deus  points  réels  qui  ont  même  milieu  qu'eus,  qui 
sont  simélriques  par  raport  à  leur  droite  d'interjonction  et 
dont  le  caré  de  la  distance  est  égal  et  de  signe  contraire  au 
caré  de  leur  distance).  Ces  deus  compas  généraliseraient  les 
construclions  de  la  géométrie  du  compas  de  cercle. 

HOFFBAUER. 

1537.  [I3a]  Déterminer  les  valeurs  du  nombre  plu- 
mier X,  telles  que  quand  l'entier  i  est  supérieur  à  une  certaine 
limite  choisie  suffisamment  grande,  la  congruencc 


n'admelle  aucune  solution  x  égale  ù  l'un  des  nombres   i, 


^, 


2 


Pour  les  conséquences  de  cette  propriété,  si  Ton  pouvait 
l'établir,  consulter  notre  Note  d'Analyse  indéterminée  dans  les 
Mémoires  de  l'Association  française,  pour  l^ avancement 
des  Sciences,  Congrès  de  Saint-Étienne,  1897;  P-  '^9* 

Ed.  Maillet. 

1538.  [K22]  Sur  un  cadran  vertical  déclinant,  par 
exemple  exposé  au  sud-est  et  limité,  pour  plus  de  simplicité, 
aux  heures  avant  midi,  je  mène  une  ligne  horizontale  par  le 
point  correspondant  à  6**  du  matin  sur  la  ligne  équinoxiale, 
point  que  je  marque  o.  Je  marque  de  même  i,  2,  .,.,6, 
aux  points  correspondant  aux  heures  suivantes  sur  la  ligne 
équinoxiale,  et  je  joins  ces  points  à  l'intersection  de  l'hori- 
zontale ci-dessus  déterminée  et  de  la  méridienne  du  cadran. 
Je  défînis  heure  inégale  celle  qui  serait  marquée  par  le 
cadran  en  prenant  comme  lignes  horaires  le  faisceau  de 
droites  ainsi  tracé.  De  celte  façon,  en  effet  (qui  est  celle 
de  certains  cadrans  antiques),  l'intervalle  de  temps  entre  le 
lever  du  Soleil  et  midi  est,  pour  tous  les  jours  de  l'année, 
divisé  en  six  heures,  et  non  seulement  la  longueur  de  ces 
heures  (dites  temporaires)  varie  avec  les  saisons  (ce  qui 
était  de  règle  dans  l'antiquité),  mais  encore  elles  sont  iné- 
gales entre  elles. 

Je  désirerais  avoir  :  1°  des  formules,  soit  rigoureuses,  soit 
suffîsamment  approchées  pour  exprimer  la  différence  de 
chacune  de  ces  heures  inégales  avec  leur  valeur  moyenne, 
en  fonction  de  la  latitude  du  lieu,  de  la  déclinaison  du  Soleil 
au  jour  considéré,  et  au  besoin,  de  l'orientation  du  cadran; 
7?  les  résultats  sommaires  de  la  discussion  de  ces  formules. 
Notamment,  dépendent-elles  de  l'orientation  du  cadran? 
Dans  l'affirmative,  quelle  doit  être  cette  orientation  pour 
rendre  minima,  par  exemple,  la  somme  des  carrés  des  diffé- 
rences? 
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Je  serais  éfj^alement  lieurcux  d'avoir  des  rcnseigneinenls 
bibliographiques  (postérieurs  à  Delambre)  sur  les  études 
scientifiques  consacrées  aux  cadrans  verticaux  dans  Tanli- 
quilé.  Paul  Tannery. 

1539.  [Hlb]  Il  peut  arriver  qu'une  équation  différen- 
tielle admette  une  intégrale  particulière  imaginaire.  La  con- 
naissance de  celle-ci  peut-elle  être  de  quelque  utilité  pour 
l'intégration  de  Téquation  donnée?  H.  Brocard. 

loiO.  [I2b]  b  étant  un  nombre  composé,  quelles  sont 
les  valeurs  de  b  qui  rendent  le  produit  i  .2.3. .  .(6  —  i)  non 
divisible  par  bl  G.  de  Rocqcigmy. 

1541.  [I25a]  Quel  est  le  procédé  le  plus  expéditif  pour 
calculer  un  terme  très  éloigné  dans  la  série  de  Fibonacci  : 

G.    DE    ROCQUIGÎ^Y. 

io42.  [El a]     Est-il    exact,   et   dans  ce   cas   comment 
pourrait-on  le  démontrer,  que  : 
I®  L'expression 

*„(J^)  ^  /K->—  •-(/i_i).r-i^.^^l:il?(„_.^jT-i__ 

I  I  .  '2 

où  n  désigne  un  entier  et  x  une  quantité  positive  quelconque, 
tend  vers  zéro  en  même  temps  que  n  vers  Tinfini  ; 

2*"  La  loi  de  décroissance  des  quantités  ^n{^)  est  assez 
rapide  pour  que  la  série 

*i(^) -H  *s(^) -H  *3(jr) -+-. .  .-4- 4>rt(x) -f-. . . 

soit  convergente; 

3**  La  somme  de  celle  série  a  pour  limite  la  fonction  r(jr)? 

Tout  cela  étant,  la  fonction  eulérienne  de  deuxième 
r(i  +  x)  se  présenterait  comme  la  limite  de  l'expression 

^  ^/  V  t(t  —  l)  , 

I  I  .  A  ' 

E,'A.  Majol, 
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i5i3.  [D6b]  Dans  ses  Eléments  d^ Arithmétique 
(Heidelberg,  i855)  M.  M.  Canlor  dit  en  parlant  de  Neper 
(p.  i3i)  :  ((  La  base  de  ses  logarithmes  est 

9999999»oooooo5.  » 

Qu'eotend-îl  par  ce  mot  base?  Partout  j'ai  vu  que  la  base  des 
logarithmes  népériens  était  le  nombre  e, 

Ch.  Berdellé. 

1544.  [K2c]  Dans  un  triangle,  on  sait  que  le  cercle 
des  neuf  points  est  tangent  aux  quatre  cercles  tritangenls  au 
triangle  (théorème  de  Feuerbach).  Quelle  est  la  construc- 
tion la  plus  simple  des  points  de  contact  de  ces  cercles? 

E.-N.  Barisien. 

1545.  [R4b]  Quelle  est  la  figure  d'équilibre  d'une 
corde  pesante  et  inextensible  fixée  à  ses  deux  extrémités  et 
soumise  à  l'action  d'un  vent  horizontal?  Quels  sont  les  tra- 
vaux publiés  sur  ce  sujet?  A. -P.  Ericsson, 

1546.  [K12a]  A  la  page  354  de  la  3*^  édition  de  la  Géo- 
métrie de  MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  sons  le  n®  480, 
est  posée  cette  question  : 

Etant  donnés  n  points  situés  comme  on  voudra  dans 
un  plan,  décrire  le  plus  petit  cercle  qui  tes  contienne 
tous. 

Si  p  d'entre  eux  forment  un  polygone  convexe  contenant 
les  n — p  autres,  on  peut  négliger  ceux-ci;  pour/?  =  3,  on 
voit  facilement  que  le  cercle  demandé  est  celui  qui  est  con- 
centrique au  cercle  circonscrit  au  triangle,  avec  un  rayon 
égal  à  son  rayon  augmenté  d'un  infiniment  ])etit,  quand  tous 
les  angles  de  ce  triangle  sont  aigus;  si  un  angle  est  droit  ou 
obtus,  il  faut  dessiner  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  milieu 
du  plus  grand  côté  et  pour  diamètre  ce  côté  augmenté  d'un 
infiniment  petit. 

Quelque  correspondant  serait-il  en  mesure  de  faire  con- 
naître la  solution  quand  p  est  supérieur  à  3? 

P.  Barbarim. 

1547.  [Illa]  (  Voir  la  question  1260).     Nous  avons  re- 
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connu  qu'en  faisant 

r=/i 

^  n(n  -+-1)  n 

2^  h(/,r)= j:— --4-R, 

le  reste  H  ne  croît  pas  plus  rapidement  avec  n  (en  valeur 
absolue)  que  log  n;  x  désigne  un  nombre  incommensurable 
positif.  Nous  demandons  maintenant  s'il  n'est  pas  possible 
d'établir  que  |R|  reste,  pour  toute  valeur  de  l'entier  /i,  in- 
férieur a  une  quantité  (ixe  assignable.  Si  cette  proposition 
est  exacte,  on  pourra  modifier  l'énoncé  de  manière  qu'il 
s'applique  aussi  au?t  nombres  x  commensurables. 

J.  Franel  (Zuricb). 

1548.  [05f]  Lorsqu'on  évalue  un  rayon  de  courbure 
aflectc  d'un  signe,  on  a  l'habitude  de  lui  donner  comme  ex- 
trémité le  centre  de  courbure.  N'y  aurait-il  pas  avantage  à 
prendre,  au  contraire,  ce  point  comme  origine,  ce  qui  re- 
viendrait à  dire  qu'on  obtient  le  centre  de  courbure  en  por- 
tant sur  la  normale  un  segment  —  R  à  partir  de  la  courbe  ou 
de  la  surface? 

Autrement,  par  exemple,  une  sphère  ne  peut  être  à  elle- 
même  sa  représentation  sphérique^  à  moins  que  l'on  ne  con- 
sidère son  rayon  comme  négatif*. 

Comme  avantages  pratiques,  on  peut  remarquer  qu'avec 
la  nouvelle  convention  de  signe,  la  formule  qui  donne  un 
rayon  de  courbure  géodésique  ne  serait  plus  précédée  d'un 
signe  — ;  les  formules  d'O.  Kodrigues  donneraient  sans 
signes  —  les  éléments  linéaires  d'une  surface  en  fonction  de 
ceux  de  la  représentation  sphérique,  etc.  J.  Lebel. 

1549.  [M^6g]  Connaît-on  la  propriété  suivante  de 
Tovale  de  Descaries,  et  comment  peut-on  la  démontrer  géo- 
métriquement? w  désignant  le  centre  de  courbure  d'un 
ovale  de  Descartes  en  un  point  m,  soient  rt,  6  et  c  les  pho- 
jections  de  w  sur  les  droites  qui  joignent  m  aux  trois  foyers; 
la  droite  de  Simson  de  o>  parmpport  au  triangle  abc  est  l'axe 
de  Tovalc?  E.  Duporcq. 
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iooO.  [V]  Possède-l-on  des  renseignements  biogra- 
phiques sur  Jean  Wilson,  auteur  d'une  Trigonométrie  intitu- 
lée :  Principia  Trigonometriœ  succincte  demonstrata, 
auctore  Joanne  Wilson  Scoto,  Lugd.  Batavorum  apud 
Petnim  Van  der  Aa,  1718,  in-i2°.  (8)  Sa  p.,  3  tab.  de  form., 
2  pi.  La  préface  de  Wilson  est  datée  :  Lugd.  Bat.  6  cal.  maii 
1718  et  adressée  au  docteur  Boerhave.  Ce  Wilson  n'est  évi- 
demment pas  l'auteur  de  la  célèbre  formule  d'Arithmétique. 
(  Voir  la  biographie  de  Jean  Wilson  donnée  dans  la  N.  C, 
1876,  t.  Il,  p.  110-114).  //.  Braid. 

1551.  [I17c]  La  proposition  suivante  est-elle  exacte? 
Tout  nombre  de  la  forme  8/i  -+-  3  peut  toujours  être  décom- 
posé en  trois  carrés  effectifs,  aucun  des  composants  n'étant 
égal  à  zéro.  Il  en  résulterait  que  tout  nombre  8/1-+-  7  serait 
décomposable  en  quatre  carrés  effectifs,  etc. 

G.    DE    ROCQUIGNY. 

1552.  [I25b]  Il  est  démontré  que  :  i**  Tout  nombre 
triangulaire  est  toujours  aussi  somme  de  deux  ou  trois  trian- 
gulaires; 2**  tout  carré  entier  est  toujours  aussi  somme  de 
deux,  trois  ou  quatre  carrés.  Peut-on  généraliser  et  étendre 
cet  énoncé  au  cas  d'un  nombre  polygonal  quelconque? 

G.    DK    ROCQUIGNY. 

1553.  [D3a]  Dans  une  lettre  écrite  par  Lagrange,  le 
6  septembre  1765,  on  trouve  énoncées  les  deux  formules 
suivantes  : 

ç(/l  -h  /  /—  I  )  -h  ç(/i  —  t  }J —  I  ) 

=  — ir-  [?(">  ^1  r^Tï  ' -r- ^^  1  • 

y  ( n  -h  ^  y/ —  i  )  -—  ^(/i  — t  v/—  1) 
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{Œuvres  de  Lagvange,  t.  Xlll.  Paris;  1882).  Je  désire 
savoir  s'il  en  existe  quelque  démoDStration,  et,  dans  ce  cas, 
où  je  pourrais  la  trouver.  Gino  Loivia  (Gênes). 

1534.  [KlOe]  Démontrer  par  la  Géométrie  et  directe- 
ment le  théorème  suivant  :  soient  a^b^c  les  projections  du 
barjcentre  d'un  triangle  ABC  sur  les  hauteurs  de  ce  triangle, 
et  a,  ^,  Y  les  milieux  des  segments  Aa,  B6  et  Ce.  Soient  i  le 
point  où  se  coupent  les  droites  BC  et  6c,  et  K  le  point  de 
Lcmoine  du  triangle  ABG.  Le  milieu  du  segment  i  K.  est 
sur  j^Y«  ^'  DupORCQ. 

iooD.  [KlOe]  Avec  les  mêmes  notations  que  dans  la 
question  précédente,  la  droite  i  K  touche  en  1  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  formé  par  les  droites  BG,  bc  et  ^y. 

E.    DoPORCQ. 

1536.  [K106]  Je  demande  de  montrer  géométrique- 
ment que  le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des  trois 
points  où  une  droite  de  Simpson  coupe  les  côtés  d'un  triangle 
est  une  ellipse.  E.  Duporc*^. 

1557.  [I25b]  On  sait  qu'il  existe  des  groupes  de  deux 
nombres  tels  que  chacun  d'eux  soit  la  somme  des  diviseurs 
de  l'autre.  Est-il  possible  de  former  un  groupe  de  trois  ou 
])lusieurs  nombres  possédant  la  propriété  que  chacun  d'eui 
soit  égal  à  la  somme  des  diviseurs  des  autres? 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich.). 

1558.  [I24b]  Existe-t-il  une  méthode  pour  évaluer  t: 
en  fraction  continue,  mais  sans  partir  d'une  valeur  exprimée 
en  décimales  et  réduite  ensuite  en  fraction  continue? 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich.). 

1539.  [X2]  Étant  donnée  une  Table  de  logarithmes 
»  six  figures,  existe-t-il  une  méthode  pour  étendre  ces  loga- 
ril lunes  à  dix  figures  sans  être  obligé  de  recommencer  leur 
calcul?  E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapide,  Mich.). 
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RÉPONSES. 


165.  (1894,  92;  1899,  26)  (GesAro).  —  Sur  les  courbes  gauches 
(1899,  104  ).  —  La  propriété  suivante  :  La  sur/ace,  lieu  des  nor- 
maies  d'une  courbe  gauche  dont  les   rayons  de  courbure  ont 

entre  eux  la  relation  —  H — -  =  ^- ,  est  le  lieu  des  binormales 

p»        r*        Ap 

d'une  courbe  gauche,  se  trouve  établie  géométriquement  dans  une 
Communication  faite  par  M.  Mannheim  à  l'Académie  des  Sciences  en 
novembre  1877.  Voi/'  aussi,  p.  536,  Principes  et  développements  de 
Géométrie  cinématique,  du  même  Auteur.  La  Rédaction. 

J*ai  demandé  Vétude  des  lignes,  dont  les  deux  courbures  sont  liées 

par  la  relation 

,  V  a        b         c        d       e        . 

p'        p/'        /•*        p         r       '^ 

La  réponse  de  M.  Hatzidakis  nous  apprend  le  moyen  de  chercher, 
d'après  M.  Darboux,  les  équations  de  ces  courbes  dans  le  système 
cartésien;  elle  n'est  donc  pas  une  réponse  à  ma  question.  Il  fau- 
drait faire  pour  les  courbes  (i)  ce  que  MM.  Bertrand  et  Hatzidakis 
ont  fait  dans  les  cas  particuliers  (a  =  ^  =  c  =  o),  (a  =  c,  6  =  e  =  /  =  0), 
c'est-à-dire  trouver  au  moins  une  propriété  commune  à  toutes  les 
courbes  (1),  indépendante  des  coefficients  a,  b,  c,  t/,  e,/et  n'appar- 
tenant à  aucune  autre  courbe. 

D'ailleurs  le  second  cas  particulier  peut  être  traité  en  quelques 
mots.  Si  la  droite  MM'  est  en  même  temps  la  normale  principale 
de  (M)  et  la  binormale  de  (M'),  la  commune  perpendiculaire  à 
deux  positions,  infiniment  voisines,  de  cette  droite   est   en  même 

temps  Vaxe  central  de  (M)  et  la  tangente  de  (M'),  d'où  il  suit 

0  pi 
que  MM'=  —^ -*  Or  on  sait  (  Geometria  intrinseca,  p.  i4o)  que 

la  distance  de  deux  axes  centraux,  infiniment  voisins,  est  mesurée 
par  la  difi'érentielle  de  l'expre^jsion  qui  précède.  Donc,  dans  le  cas 

7* 


-  l->4  - 

actuel,  MM'  a  une  longueur  constante  a.  Réciproquement,  si  cela  a 
lieu,  l'axe  central  touche  constamment  une  courbe  (M'),  ayant  pour 
binormales  les  normales  principales  de  (M).  Par  conséquent  les 
courbes,  dont  les  normales  principales  sont  les  binormales  d'une 
autre  courbe,  sont  caractérisées  par  l'équation 

/       X  I  I  ï 

On  peut  dire  aussi  que  ces  courbes  sont  caractérisées  par  le  fait 
que  leurs  axes  centraux  forment  une  surface  développable. 
Celle-ci  n'est  pas  une  développablc  quelconque,  puisque  son  arête 
de  rebroussement  (M')  appartient  à  la  famille  de  courbes,  définie 
par  l'équation 

a  r  ds 

(3)  — h  lanff  /  —  —  o. 

r  \J     p 

On  peut  trouver  les  équations  (2)  et  (3)  par  un  calcul  un  peu 
plus  simple  que  celui  de  M.  Hatzidakis,  en  écrivant  les  conditions 
d'immobilité 

dx  __  z  dv  _   z  dz  ^       X        Y 

ds         p  *  ds         r  ds  9        ^ 

d'un  point  arbitraire  (J^,J^, -s),  rapporté  au  trièdre  fondamental 
de  (M') 

- ,—,  (  .r  cos ç  -4-  V  sin  c5  )  —  -,  ( —  r  si n  o  -h  k  cos  o  )  —  i , 

ds  T       »'  *  ^        p  «       - 

-.,  (a--^)—  — ,  (— 07  smo -4- vcoso), 
ds  r  .       -^  .  ^ 

d  .  .  I  .  .       .         I   . 

-,—,(—  X  sino  4-  Y  cosî:-  )  — Ax  cos'j  -i-Ksino) -A  a  —  z), 

ds  .        ^  '  '  p'  ^  .       -  »  ■         ,.'  V 

On  trouve  ainsi,  en  égalant  à  zéro,  dans  chaque  égalité,  les  coef- 
ficients de  Xyy\  z  el  le  terme  indépendant, 


a  —  const.. 

-  =  sm^o, 

P 

a 

-  —  —  SI  no  coso, 

ds' 

—  -          COS<P, 

ds               •' 

I         do 

p'~~  ds' 

a 

-,  —-—tango. 

/• 

Ce  procédé  a  l'avantage  d'éxiter  toute  ambiguïté  de  signes. 

On  voit  que  la  Question  Km  reste  posée,   et  qu'elle  ne  peut  cire 
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O'O   

résolue  en  quelques  pages  :  c'est  un  sujet  d^étude.  II  y  aurait  déjà  de 
l'intérél  à  étudier  les  familles  particulières,  défînies  par  une   des 

équations  or  —  «^   ps^  ^,.  ,.i  _  ^p         _^  _     :=       , ^ 

=—,...;  mais  c'est  une  propriété  commune  à  toutes  ces 

familles  que  je  voudrais  connaître.  Cesàro  (\aples). 

410.  (1895,  4)  (E.  Lemoine).  —  Point  dont  la  somme  des  carrés 
des  distances  aux  arêtes  d*un  tétraèdre  soif  minimale  (1898,  25 1; 
1899,  7;  59).  —  Etant  donné  un  tétraèdre  ABCD  soient  a.  bj  c  et  d 
les  centres  de  gravité  des  triangles  déterminés  dans  chaque  face  par 
les  projections  du  sommet  opposé  sur  les  trois  côtés  de  cette  face. 
Considérons  la  droite  (a)  commune  aux  plans  BCD  et  ùcd,  et  la 
droite  (a')  commune  aux  plans  parallèles  aux  précédents  menés  res- 
pectivement par  les  points  A  et  a  ;  ces  droites  déterminent  un  plan  V. 
On  définira,  d'une  manière  analogue,  trois  autres  plans,  Q,  R  et  S. 
Ces  quatre  plans  concourent  en  un  même  point  K,  qui  est  tel  que  la 
somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  six  arêtes  du  tétraèdre  ABC 
soit  minimum.  E.  DuPoncQ. 

1340.  (1898,  195)  (E.-N.  Barisien).—  Triangles  inscrits  ayant 
pour  droite  de  Simson  une  droite  donnée.  —  (1898,  285).  —  Une 
légère  inexactitude  s'est  glissée  dans  la  réponse  de  M.  Barbarin.  Il 
n'est  pas  nécessaire  que  A  coupe  le  cercle  (G),  de  rayon  /•,  pour  que 
le  problème  présente  des  solutions   réelles.  Il  suffit  que  A  coupe  le 

cercle  concentrique  de  rayon  r^'i, 

La  question  posée  peut  donner  lieu  à  une  discussion  intéressante. 
Soient  M  un  point  du  cercle  (C),  A  la  droite  de  Simson  correspon- 
dante par  rapport  à  un  triangle  inscrit,  A  un  sommet  de  ce  triangle. 
Le  cercle  (X)  décrit  sur  MA  comme  diamètre  coupe  A  en  deux  points 
appartenant  aux  côtés  AB  et  AC  du  triangle  cherché.  Si  A  se  déplace 
sur  (C),  l'enveloppe  des  cercles  (X)  est  une  cardioïde,  soit  la  podaire 
de  M  par  rapport  à  (C).  Si  A  ne  coupe  pas  cette  cardioïde,  il  n'existe 
aucun  triangle  inscrit  dans  (C),  par  rapport  auquel  M  a  A  pour 
droite  de  Simson.  Suivant  que  A  coupe  la  cardioïde  en  deux  ou 
quatre  points,  on  pourra  diviser  le  cercle  (C)  en  deux  ou  quatre 
arcs,  tels  que  si  l'on  y  choisit  successivement  les  points  A,  les 
triangles  ABC  seront  alternativement  réels  ou  imaginaires. 

Si  M  se  déplace  à  son  tour  sur  le  cercle  (C),  on  obtient  une  infi- 


lee 
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nité  de  cardio'ides,  dont  Tenveloppe  est  le  cercle  de  rayon  r^^i  dont 
il  a  élé  question  plus  haut.  M.  Lacombe  (Zurich). 

13il.  (1898,  195)  (Ed.  Schmidt)  (1899,  23).  —  Je  ne  pense  pas 
qu'on  puisse  obtenir  les  intégrales 

sous  forme  finie.  On  ramène  la  première  à  la  seconde  par  la  relation 

/(  ?)  =  ^  (^  -  ?)  -  ^  log  tang  {^^  -  ?  j  -  -  2G, 

et  il  est  aisé  de  voir  que 

i^(cp)  =  tang?  —  i  lang'2  ^  ~  tang*î  -.. ., 

de  sorte  que  -  S  y-')  ®s^  ^^  constante  G  =  0,9159655. . .,  étudié 

par  Catalan  dans  les  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg  (7*  série, 
"  XXXI),  et  calculée  par  Bresse  dans  les  Comptes  rendus  (l.  LXIV, 
p.  II 39).  Rosace. 

1381.  (1898,  -44)  (E.-N.  Barisien).  —  Aire  d'une  courbe.  — 
L'une  des  boucles  est  comprise  dans  l'angle  aigu  formé  par  le  pro- 
longement de  Taxe  polaire  avec  le  rayon  vecteur  correspondant  à 
tangO  =  2;  elle  est  tangente  à  ces  deux  droites  au  pôle,  et  son  aire 

est    donnée   par    -    /  /''c/ô,    le    radical   étant    pris   avec    le 

signe  — . 

L'autre  boucle  est  comprise  entre  l'axe  polaire  et  le  rayon  vecteur 

perpendiculaire   [0=  -  j  ;    elle  touche  au  pôle  l'axe  polaire  et  le 

rayon  vecteur  correspondant  à  tangO  =  '2;  de  plus,  elle  touche  le 

rayon  vecteur  perpendiculaire  à  Taxe  polaire  au  point  6  =  -  >  r  =z  a. 

L'aire  de  cette  boucle  est  la  différence  entre  les  intégrales 

~    f   r^db  et         i    /  r^^O, 

le  radical  étant  pris  avec  le  signe  h-  dans  la  première  et  avec  le 
signe  —  dans  la  seconde. 
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^    frid^=~   r(sin«0-f-sin'20d=-2sine/sin2e)f/e 

.  r 6        sinîO        roso.O    ,    i   ,/   .    «  a         r- — ^*<\ 

—  ûr« ; —  zb  7  /(sinO  -h  co«6  H- v^sin^O  ) 

L4  o  4  4 

dz   -  arc  tang j- r— r  zrz  -cosO  l'SinîQ    . 

4  °  COSO  —  sinO        2  J 

On  en  conclut  que  Taire  de  la  première  boucle  est 

.  /arc  tancr^        i        i  ,.       r 

\         a  '2        8  4 

et  celle  de  la  seconde 

.  /arc  lanîî'2        i         i  ,^        tcX 

L'aire  algébrique  totale,  balayée  par  le  rayon  vecteur,  est  la  diffé- 
rence  de  ces  deux  quantités,  soit  —a-.  Welsch. 

L'équation   r  =  a(sinO  —  /sinaO),   où   0   varie   depuis  o  jusqu'à 

a  =  arc  tang2  =  63"26'. . . ,  représente  une  des  boucles,  renfermant 

une  aire  A',  fort  petite.  Elle  représente  aussi,  lorsque  6  varie  depuis  a 

jusqu'à  90%  un  arc  de  la  grande  boucle,  Tautre  arc  étant  représenté 

par  l'équation  r  =  a(sin6 -4- /sinaO).  Soit  A  l'aire  située  à  l'inté- 
rieur de  cette  boucle.  Il  est  évident  que 

fî^^  

sinô/sin^M^  =  lita^. 

En  outre 

A-f-A'=a«r    (sin«e-+-sin-20)rfO-+--2a*  r*    sinO/smTO\iO. 
La  première  intégrale  ne  présente  pas  de  difficultés.  On  peut  cal- 


culer l'autre  en  prenant  v/tangÔ  comme  variable  d*intégration.  On 
trouve  ainsi 

A'=  —  (  I  —  7  log5  —  arc  lang-  j  =  a'.o,oG68-2. . ., 

'2     \  'I  '2  / 

puis 

A  =  A'-f-  5  T^a-=  a»,  i  ,63762. . .  >  24  A'. 

Rosace. 
Autres  réponses  de  MM.  V.  Aubry,  Audibkut,  Stoll. 
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i382.  (1898,  244)  {Besouclein).  —  Cercle  ou  circonférence.  — 
En  Italie  nous  avons  trois  mots  :  clrconferenza,  cerchio,  circolo. 
Il  y  a  (les  personnes  qui  voudraient  distinguer  trois  significations,  en 
désignant  par  le  premier  mot  la  ligne,  par  le  second  la  surface  et 
parle  troisième  la  figure;  mais  la  tendance  la  plus  marquée  en  Italie 
est  pour  l'usage  de  deux  mots,  dont  l'un  pour  représenter  la  ligne  et 
l'autre  la  surface.  Cependant,  il  y  a  aussi  des  professeurs  qui  ont  la 
même  opinion  que  Besouclein  et  qui  en  demandent  un  seulement. 

La  question  de  la  double  terminologie  est  une  de  celles  qui  nous 
ont  occupés  au  «  i*^*"  Congrès  des  Professeurs  de  Mathématiques 
d'Italie  »,  lequel,  à  l'initiative  de  notre  association  «  Malhesîs  »,  a 
été  tenu  à  Turin  au  mois  de  septembre;  les  Actes  en  sont  sous 
j)ressc  et  paraîtront  à  la  fin  de  cette  année. 

RoDOLFO  Bettazzi  (Turin). 

A  l'appui  des  remarques  faites  sur  le  peu  d'utilité  du  vocable  cir- 
conférenccy  on  peut  ajouter  que  le  mol  ^rcc  periphereia,  qui  lui  a 
donné  naissance  par  l'intermédiaire  du  latin,  n'avait  nullement  le 
même  sens,  mais  signifiait  arc.  Circonférence  pourrait  toutefois  cire 
conservé  en  Trigonométrie  pour  désigner  l'angle  de  quatre  droits  ou 
de  360",  ce  que  Ptolémée  appelle  \^  périphérie  entière. 

Paul  Tannery. 

Malgré  l'emploi  constant  de  ces  deux  mots,  l'enfant  confond  ton- 
jours  cercle  et  circonférence,  et  la  confusion  sera  complète  si  l'on 
désigne  par  un  seul  mot  deux  choses  bien  diOerentes.  Depuis 
Kuclide,  on  dislingue  dans  le  discours,  ligne  circulaire  (périphérie) 
et  surface  circulaire  (cycle),  ei  je  propose  d'insister  sur  celte  dis- 
tinction, nécessaire  surtout  dans  l'enseignement. 

En  outre,  je  crois  qu'avec  le  perfectionnement  de  la  Géométrie 
élémentaire,  on  distinguera  par  des  mots  différents  le  périmètre  cl 
la  surface  d'une  figure  :  par  exemple,  le  périmètre  et  la  surface  du 
triangle.  Il  est  illogique  de  définir  le  triangle  par  son  périmètre  et 
de  parler  ensuite  du  triangle  comme  surface  sans  s'arrêter  sur  la  dif- 
férence de  concept.  Les  rhétoriciens  appellent  un  tel  langage  pauvre 
et  confus.  Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  la  question  1376  (C/rsus)  est 
étroitement  liée  avec  celle-ci.  C.  Wargny  (  V'alparaiso  i. 

1383.  (1898,  244)  (V.  Albry).  —  Sur  trois  hyperboloïdes.  — 
On  sait  qu'une  cubique  gauche  tracée  sur  un  hyperboloide  a  pour 
sécantes  les  génératrices  d'un  même  système,  tandis  que  les  ;:énéra- 


—  159  — 

trices  de  l'autre  système  ne  la  coupent  qu'en  un  point.  De  plus, 
deux  cubiques  gauches  situées  sur  un  môme  hypcrboloïde  ont  quatre 
ou  cinq  points  connnnuns,  suivant  qu'elles  ont  pour  sécantes  les  géné- 
ratrices d*un  même  système  ou  de  systèmes  diiTérenls. 

La  droite  D  et  chacun  des  trois  groupes  de  deux  arêtes  opposées 
d'un  tétraèdre  déterminent  trois  hyperboloïdes  qui  se  coupent  deux 
à  deux,  en  dehors  de  D,  suivant  trois  cubiques.  Deux  de  ces  cubiques 
situées  sur  un  de  ces  hyperboloïdes,  ont  pour  sécantes  D  et  les 
arêtes  opposées  du  tétraèdre,  qui  le  déterminent;  elles  n'ont  donc 
que  quatre  points  communs,  les  sommets  du  tétraèdre. 

On  s'en  rend  compte  directement  de  la  manière  suivante  :  un  plan 
quelconque  mené  par  D  coupe  les  quatre  faces  du  tétraèdre  suivant 
quatre  droites,  qui  forment  un  quadrilatère  complet.  Les  trois  dia- 
gonales de  ce  quadrilatère  sont  les  génératrices  des  trois  hyperbo- 
loïdes situés  dans  ce  plan;  les  sommets  de  ce  triangle  diagonal  sont 
les  intersections  de  ce  plan  avec  les  trois  cubiques.  Ces  trois  points 
seront  confondus,  si  trois  sommets  du  quadrilatère  coïncident  avec 
eux,  les  trois  autres  sommets  étant  situés  en  ligne  droite.  Ces  con- 
ditions ne  seront  remplies  que  si  le  plan  passe  par  un  des  sommets 
du  tétraèdre.  M.  Lacombe  (Zurich). 

Tout  cône  ayant  son  sommet  en  un  point  quelconque  de  la  courbe 
d'intersection  de  deux  quadriques  et  dont  cette  courbe  est  la  direc- 
trice est  du  troisième  ordre. 

Si  les  deux  quadriques  ont  une  génératrice  commune,  le  cône  ainsi 
défini  se  décompose  en  un  plan  et  un  cône  de  second  ordre.  Par 
suite,  les  courbes  d'intersection  des  trois  hyperboloïdes  déterminés 
par  une  droite  D  et  chacun  des  trois  groupes  de  deux  arêtes 
opposées  d'un  tétraèdre,  ces  hyperboloïdes  étant  pris  deux  à  deux, 
sont  sur  des  cônes  du  second  ordre  ayant  pour  sommet  l'un  quel- 
conque des  sommets  du  tétraèdre. 

Ces  cônes  passent  par  les  trois  arêtes  qui  concourent  en  ce  som- 
met, et  chacun  d'eux  est  tangent  suivant  deux  de  ces  arêtes  aux 
plans  qu'elles  déterminent  avec  la  trace  de  la  droite  D  sur  la  face 
opposée. 

lis  sont  donc  tangents  deux  à  deux  suivant  une  arête  et  se  coupent 
en  outre  suivant  les  deux  autres.  Il  en  résulte  que  les  trois  hyperbo- 
loïdes n'ont  en  commun  que  la  droite  D  et  les  sommets  du  tétraèdre. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  que  la  droite  D  ne  rencontre  aucune 
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des  arêtes,  ce  qui  est  nécessaire  pour  qu'il  existe  trois  hyperboloïdes 
proprement  dits.  Wblscii. 

Autre  réponse  de  M.  P.  Hkndlé. 

1384.  (1898,  244)  (V.  Adbry).  —  Sur  trois  hyperboloïdes.  — 
Pour  que  les  trois  hyperboloïdes  de  la  question  précédente  aient  une 
génératrice  commune  autre  que  D,  il  faut  et  il  suffit  que  D  rencontre 
une  au  moins  des  arêtes  du  tétraèdre. 

Pour  que  cette  nouvelle  génératrice  D'  ne  soit  pas  une  des  arêtes 
du  tétraèdre,  il  faut  que  D  rencontre  un  couple  d'arêtes  opposées 
sans  passer  par  un  sommet. 

Enfin,  si  D  coïncide  avec  une  des  arêtes,  D'  est  indéterminé,  mais 
s'appuie  sur  cette  arête  et  son  opposée. 

Ces  solutions  résultent  de  la  discussion  delà  question  précédente; 
nous  en  déduisons  également  qu'il  n'y  a  pas  de  tétraèdre  tel  que  D' 
existe  toujours,  quel  que  soit  D.  P.  Hendlé. 

Autre  réponse  de  M.  Welsch. 

1383.  (1898,  245)  (V.  Aubry).  —  Sur  trois  hyperboloïdes.  — 
Les  hyperboloïdes  ne  passant  par  une  même  droite  autre  que  D 
que  dans  le  cas  où  D  rencontre  au  moins  une  arête.  Tune  des  quan- 
tités 

(2,34),    (3,42),    (4,23) 

est  nulle;  les  deux  autres  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

Welsch. 

138G.  (1898,  245)  (G.  Ricalde).  —  Équation  indéterminée.  — 
Pour  résoudre  l'équation 

7lu^-\-  ^r^U'-^'xriU-^  r\  =  v^y 

on  peut  poser  p  =  /'3  H- 2  wa? ;  après  réductions,  l'équation  devient 

a^—  i{x^—  rx)u  —  2/'3a7-4-  /'j  =  o, 
d'où 


u  =  ar* —  ri±  /a:* —  'ÀriX*-h  ir^x  -\-  r\ —  rj. 

Pour  que  u  soit  rationnel,  il  faut  et  il  suffit  que  la  quantité  sous 
le  radical  soit  un  carré  ^v^. 
Donc,  si  Xi^yi  est  une  solution  en  nombres  rationnels  de  Téquation 

x'* —  '?.rix^-h  '>.r^x  -4-  rf  —  rs=  v-, 

on  aura  deux  solutions  de  la  première,  en  prenant 

K.   FArQl'EMBKRGl'K. 


-  161  - 

L'équaliun 

(i)  .r* — ^riX^-h^if'jX  -\-  r'I  —  /'f=  jr* 

peut  s'écrire 

Soit  X\,yi  une  solution  en  nombres  rationels  de  cette  équation  et 

posons 

x\  —  r^dtiyx  =  //. 
Alors  on  a 

a-j— ri=p7,=  aarj— 2r,tt, 

et  d'après  l'équation  (i) 

u{'ix\ — 'iTi — a)  =  /'j — i/'aJ"!, 


d'où 


^'x  II*  -J-  ,\  /*|  li^  -^  1  Tj  II  -*-  r J 


Xl  = • 


•AU 

On  a  donc,  avec  les  notations  de  M.  Ricalde, 

2  aj  -f-  4  ''i  w|  H-  2  Tj  Ml  -h  rj  =  (  2  t/ja?!  -h  rj  )» 

=  ('ix^  —  irtxi  —  'ixiyi-hr^)^. 
A.  Falmstrom  (Aas,  Norvège;. 

1400.  (1898,248).  (E.-B.  Escott).  —  Nombre  de  quotients  de  la 

période  de  /N  réduite  en  fraction  continue,  —  Il  est  démontré 
(voir  J.-A.  Serrët,  Algèbre  supérieure,  1. 1,  section  i,  p.  45)  que  : 

Quand  on  réduit  une  irrationnelle  x  =  .  ^—  en  fraction  continue 
à  partir  du  quotient  complet 

a^/t=  —"i. — ^-         A«  et  Btt>o, 

On 

les  dénominateurs  B/t  de  ces  quotients  seront  toujours  inférieurs 
à  2Vi\  et  que  les  parties  rationnelles  A,»  des  numérateurs  toujours 
inférieures  à  v^iN  et,  par  conséquent,  les  mêmes  quotients  complets 
reparaîtront,  tout  au  plus  de  2/.N-/i\  =  2N  en  2N. 

D'après  cela  la  période  de  y^N  n'aura  jamais  plus  de  2N  quotients. 

Si  nous  dèsignoii?   par  n  la  partie  entière  de  v^N  ,  le?  dcnomina- 
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leurs  des  quotients  complets  de  /N>  toujours  inférieurs  à  {ia-^i), 
ne  pourront  donc  prendre  que  aa  valeurs  différentes  (*)  et  si,  en 
plus,  ces  dénominateurs  ne  prennent  que  deux  /ois,  et  cela  sans 
doute  symétriquement,  une  même  valeur  a  <  ia  -\-  i ,  alors  la  pé- 
riode de  v/N  ne  se  composera  que  de  ^a —  (  quotients,  limite  plus 
resserrée  que  2N.  Mehmed  Émine  (Constantinople). 

Je  trouve,  empiriquement,  jusqu'à  N  =  200,  que  la  limite  supé- 
rieure du  nombre  n  des  quotients  de  la  période  de  /N  réduite  en 
fraction  continue,  est  n<,7.^N'  A.  BouTiN. 

Iléponse  de  M.  A.  Palmstrôm,  analogue  à  celle  de  M.  Éminc. 

1402.  (1898,  267).  {H,  Braid).  —  Histoire  des  coordonnées,  — 
A  cette  matière,  dont  Hagen  parle  dans  sa  Synopsis,  on  pourrait 
ajouter  le  Tractatus  de  latitudinibus  formarum  de  Nicolaus 
Oresme.  On  peut  dire  que  c'est  M.  Gurtze  qui  a  découvert  de 
nouveau  ce  mathématicien.  Gurtze  lui  a  voué  trois  dissertations. 
La  méthode  d'Oresme  annonce  la  Géométrie  analytique.  Au\ 
inventeurs  de  la  Géométrie  analytique,  cette  méthode,  sûrement, 
a  dû  rendre  des  services  aussi  importants  (si  la  méthode  leur 
a  été  connue)  que  l'étude  de  la  discipline  grecque  des  courbes.  Il 
est  très  intéressant  de  constater  que,  dans  ce  Tractatus  de  latitudi- 
nibus, qui  fut  imprimé  en  même  temps  que  son  Tractatus propor- 
tionutn  (i5o5,  Venise),  se  trouve,  pour  la  première  fois,  l'idée  de 
longitudo  pour  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  Vabscisse^  tandis 
que  la  latitudo  est  conforme  à  notre  ordonnée.  Forma  signifie 
toute  apparition  dans  la  nature,  tout  mouvement,  tout  changement 
de  chaleur,  etc.  Les  /ormœ  sont  représentées  par  des  figures  géo- 
métriques, de  sorte  qu'on  applique  une  quantité  dont  la  forme  est 
supposée  dépendante,  comme  longitude,  tandis  que  la  latitudo  c^t 
construite  verticalement  avec  la  même  mesure,  sur  la  longitude.  L^ 
différence  entre  deux  latitudes  se  succédant  s'appelle  gradus  lati- 
tudinis. 

Un  fait  également  intéressant,  c'est  qu'il  y  avait  en  1889,  à  TUni- 
vcrsité  de  Vienne,  des  cours  sur  \es proportiones  et  les  latitudines 
formarum.  Le  montant  des  inscriptions  pour  \es  proportiones  était 
trois  gros,  pour  les  latitudines  deux  gros.  On  peut  bien  juger  par 

(')  G'csl  précist'mciil  l'objet  de  la  question  ci-inclusc. 
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là  que  ces  cours  n'avaient  pas  une  très  grande  étendue,  car,  à  celte 
époque,  les  cinq  premiers  livres  d*Ëuclide  coûtaient  six  gros. 

CÉCILE  Wends  (Vienne). 

1404.  (1898,  268).  (ID.-N.  Barisien).  —  Un  angle  droit  XOY 
glisse  sur  une  ellipse;  aire  de  la  courbe  engendrée  par  un 
point  P  du  plan  de  cet  angle,  —  Soient  {x,y)  les  coordonnées 
de  P  par  rapport  aux  axes  CA,  CB  de  l'ellipse,  et  (X,  Y)  ses  coor- 
données par  rapport  à  OX,  OY.  On  peut  poser 

X=      iTCOsa -h^sina  — /a*cos*a -H  6*sin*a, 
Y  =  —  â7sina  -hy  cosa  —  /rt*sin*a  -+-  6*cos*a; 

d'où,  en  désignant  par /(a)  et  ç)(a),  les  deux  radicaux 

a?  =  (X  -+-/)  cosa  —  (Y  -h  «p)  sina, 
y  —  (\  -+-/)  sina  -h  (Y  h-  o)  cosa. 

Nous  prenons  pour  position  initiale  de  l'angle  XOY  celle  où  ses 
côtés  touchent  l'ellipse  aux  sommets  A  et  B,  pour  position  finale, 
celle  qui  correspond  à  une  valeur  quelconque  de  l'angle  a.  En  appe- 
lant S  l'aire  engendrée  par  le  vecteur  CP,  on  trouve  facilement 

2  f/S  =  T  dy  —  y  dx 

=  [(X  -+-/)  (X  +/+  ?'  )  +  (Y  H-  o)(Y  +  ç.  -f)\di. 

Intégrons  entre  les  limites  o  et  a;  il  vient 

2S  =  a(X«-i-Yî)-i-L   f  /(a)</a-f-ç(a)  — ^    X 


-h     2   r    o(a)rfa--/(a)-f.i»    Y 

-f-a(a«-4-6«)-l-   r    [/(a)9'(a)— /'(a)o(a)]rfa. 

On  voit  que  l'aire  S  est  proportionnelle  à  la  puissance  de  P  par 
rapport  à  une  certaine  circonférence  S  tracée  dans  le  plan  mobile; 
cette  courbe  change  avec  la  position  finale  de  l'angle  XOY,  Les  coor- 
données du  centre  et  le  rayon  dépendent  des  deux  arcs  d'ellipse 

r   /(a)6fa,        Ç    cp(«)^«. 
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r'cos9.a  r* 

rr:  arc  cos  — ,- apc  cos 


Si  Tangle  XOY  accomplit  un  tour  entier  et  qu'on  appelle  iz  le 
périmètre  de  l'ellipse,  on  trouve 

-  =  X«-+-  Y2-I-  —(X  -h  Y)  -Ha«-f-  b'- 

Le  rayon  de  la  circonféreuce  £  est  imaginaire. 
Gomme  vérification  on  peut  remarquer  que,  le  point  O  parcourant 
la    circonférence  de   Monge,  la  valeur    correspondante    de    S   est 

La  question  1404  est  un  cas  particulier  de  celle  que  M.Darboux  a 
traitée  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiqiieSj  t.  JI,  '?^  sé- 
rie, p.  3oG-356;  1878.  J.  Neubbrg  (Liège). 

Les  coordonnées  Ç,  t)  du  centre  de  Tellipse  par  rapport  au\  côte» 
(mobiles)  de  l'angle  droit  sont  données  par  les  formules 

Çî  =  a'  cos*©  4-  b^  sin*cp,        'i\^  =  a'  sin*©  -f-  6*  cos^o, 

où  9  est  l'inclinaison  de  l'axe  des  x  sur  Taxe  focal.  11  en  résulte  que 
les  intégrales  de  \  rfcp,  r^  do,  entre  les  limites  o  et  air,  sont  égales  à  la 
longueur  -271/  de  l'ellipse;  et  l'on  voit  immédiatement,  sans  calculs, 
que  les  intégrales  de  ^ç,  rfr,,  \dr^  —  r^  rfÇ,  même  entre  o  et  r,  sont 
égales  à  zéro.  Cela  étant,  soient  .r  et^  les  coordonnées  (constantes) 
du  point  mobile,  /*  et  0  ses  coordonnées  polaires  lorsqu'on  prend  le 
centre  de  l'ellipse  comme  pôle,  et  l'axe  focal  comme  axe  polaire. 

L'aire  cherchée.  A,  est  donnée  par  l'intégrale  de  ~/'*rfO,  prise  enlre 

une  valeur  quelconque  de  0,  et  cette  même  valeur  augmentée  de  17:. 
Si  l'on  prend  comme  variable  d'intégration  l'angle  o,  qui  est  liée 

à  0  par  la  relation  tang(0  —  9)  =  -^ —',  on  trouve 
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A  =  iy  ''[(ï-:r)«-f-(r,-j.)«Jûfç 

r-=7r[a»-f-6"--2/*-+-(/  — x)«-f-(/— ^)*]. 

Rosace, 
Autre  réponse  de  M.  E,-A.  Majol, 

1411.  (1898,  ajo)  (Besouclein).  —  Sur  deux  systèmes  dHnéga- 
litéx,  —  La  proposition  énoncée  n*est  pas  eiiacte.  Il  est  facile  de 
trouver  pour  ar,  y^  z  des  nombres  réels  et  positifs,  chacun  deux 
étant  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres,  et  tels  que  l'on  ait, 
par  exemple,  yz  <  ^ar  -H  xy.  Posons,  en  elTet, 

y -^  z  —  a7=2a,        z-^x — y=z'xby         x -^  y — z  =  ic^ 

a,  6,  c  désignant  des  nombres  positifs;  on  en  tire 

X  =  b -i- c,        y  r=  c  -h  aj        z  =  a-\-  b^ 

et  rinégalité  ci-dessus  devient 

{c  -\-a){a-\-  b)'>{b-\-c){ia  -\-  b  -\-  c), 
ou  encore 


b  -\-c  -^  i/Ub  -^  c)^-+-(b  —  c)* 
a  > • 


•1 


Exemple  : 

On  a 
et 


b  —  7.J         c  =  I ,         rt  =  5  ; 
^  =  3,        y  =  (^,        ;ï  =  7- 

3<6-i-7,     G<7-4-3,     7<3-i-G, 


GX7>7X3-+-3xG. 

E.  Fauqueubergue. 

Nombreuses  réponses  analogues,  faisant  toutes  remarquer  que  les  deux 
systèmes  ne  sont  pas  équivalents,  de  MM.  A.  Boutin,  V.  Carré,  Janssen 
VAN  Raau,  DR  MoNTESsus,  A.  Palmstrôm,  Bosacc,  Stoll,  a.  Tafelmacher, 
P.  Taïineht,  g.  Vacca. 

1412.  (1898,  270).  —  Construction  géométrique.  —  Il  s'agit,  par 
un  point  P,  de  mener  à  un  cercle  une  sécante  déterminant  une 
corde  AB,  qui  se  projette  en  A'B'  sur  le  diamètre  passant  par  P,  de 
teJIe  sorte  que  A'B'  ait  une  longueur  donnée. 

MM.  EsPANET,  E.  Fauquembergue,  g.  Jung,  J.  Lebel,  P.  Tannery, 
nous  ont  envoyé  des  réponses  ({iii  peu>tMit,  à  la  forme  près,  se  résu- 
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mer  comme  il  suit:  Appelons  Q,  sur  la  sécante  PAB,  le  conjugué 
harmonique  de  P,  et  2a  la  longueur  donnée  A'B'.  Si  nous  projetons 
A,  B,  P,  Q,  en  A',  B',  P',  Q'  sur  le  diamètre  OP,  ces  quatre  nou- 
veaux, points  forment  une  division  harmonique,  et  l'on  connaît  Q' 
intersection  de  OP  et  de  la  polaire  de  P.  Par  conséquent,  S  étant 
le  milieu  du  segment  PQ',  et  C  celui  de  A'B',  on  a 

SP«  =  SA'. SB'  =  (  se  -h  a)  ( se  -  a)  =  SG«  —  a«  ; 

c'est-à-dire  se  =  SP*H-a'.  On  a  ainsi  le  point  G  par  une  construc- 
tion évidente,  ce  qui  résout  complètement  la  question. 

Il  est  à  remarquer  qu'on  résoudrait  non  moins  aisément  la  suivante  : 
ff  Etant  donnés  un  cercle,  un  point  C  et  un  point  P  situé  sur  la  po- 
laire de  G,  mener  par  P  une  sécante  telle  que  les  droites  GA,  GB 
interceptent,  sur  la  polaire  de  G,  un  segment  A'B'  de  longueur 
donnée.  »  Si  G  s'éloigne  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire 
à  OP,  on  retombe  sur  la  question  1412. 

M.  Fauquembergur  signale  que  ce  problème  se  trouve  résolu 
dans  les  Questions  de  Géométrie  de  Desboves  (a*  édition,  p.  344). 

G.-A.  Laisant. 

Iii3.  (1898,  270}.  (Noël).  —  Complexe  des  droites  coupant 
deux  quadriques  en  quatre  points  harmoniques,  —  Nous  repré- 
sentons les  deux  surfaces  symboliquement  par  les  équations 

aj=  {aiXi-\-  a^Xt-\-  a^x^-^-  a},Xi,)^=  o,        ^1  =  <>» 

où  il  faut  remplacera},  a^a^^  ...  par  An,  Au,  ....  Goupons  ces 
surfaces  par  la  droite  joignant  les  points  x(xxj  arj,  a:j,  x^)  et 
J^(.yiî''')>   ^cs  coordonnées  des   points  d'intersection  sont  de   la 

forme  nixx-+-  ny\  . . .,  et  les  rapports  —  sont  donnés  par  les  équa- 
tions 

max-^  nayy  =  o,        mb^-}-  nby)-  —  o. 

La  relation  d'harmonie  de  deux  couples  définis  par  les  équations 

A  m*  -h  2  B  m  -4-  G  /i'  =  o,        A'  m*  -+-  2  B'/n  -hCn^=o 

étant  AG'-î- A'G  —  2BB'=o  on  a,  dans  la  question  proposée, 

aj. bj  -4-  bj. a j  —  2 a,c ay b,c by=  o        ou        {cixby  —  ay 6^: )*  =  o. 

La  règle  de  lu  multiplication  des  systèmes  rectangulaires  montre 


\ 
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que 


"x 

ay 

«1 

"j 

«t 

«» 

b^ 

by 

*i 

bt 

bi 

b. 

X 


OTi       Ti      T^      Xi^ 

yv   yt  js  yK 


La  dernière  somme  doit  être  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des 
indices  i,  9.,  3,  4  deux  à  deux;  la  quantité  Tf,ys  —  ^syr  est  la  coor- 
donnée radiale  pn  de  la  droite  xy.  L'équation  cherchée  est  donc 

I,^(arhf—asbr)prs  =  o, 

En  effectuant  les  carrés  et  les  produits  deux  à  deux  des  déterminants 
ar^s — cis^r  on  aura  soin  de  remplacer  aj,  ctia^,  ...  par  An, 
'^iSf  •••  )  p^^  exemple  le  premier  terme  de  Téquation  est 

A,iBtî-4-A„B,,  — 2AijB„)/?î,. 

Gomme  AC'-f- A'G  —  aBB'  est  Itk  forme  polaire  de  AC  —  B*,  on 
peut  encore  donner  la  règle  suivante  :  L'équation  du  complexe  des 
droites  tangentes  à  la  première  quadrique  est  du  second  degré  par 
rapport  aux  coefficients  An»  Au,  ...  :  sa  polaire  par  rapport  à  ces 
coefficients,  si  l'on  prend,  pour  seconde  série  de  variables,  les  coeffi- 
cients B,i,  B|î,  ...,  représente  le  complexe  cherché. 

L'autre  partie  de  la  question  1413  se  traite  d'une  façon  analogue 
en  coordonnées  tangentielles. 

Si  les  deux  quadriques,  rapportées  à  un  tétraèdre  autopolaire 
commun,  ont  pour  équations 

Ai^rî-h  Aj:c|-4-  Aaa^J-f-  A^a:;  =  o, 
Bia:}  -h  B,ar|  -h  B^yl  -f-  B^^J  =  o, 

le  complexe  des  droites  coupant  harmoniquement  ces  deux  surfaces 
a  pour  équation 

2(AiBj-h  AjB,)(j?,7i— j:jJ,)«=o. 

Les  complexes  dont  il  est  ici  question  ont  été  étudiés  par  Batta- 
glini  (Atti  dell'Ac.  di  Napoli,  i866;  Giornale  di  Matematiche, 
t.  VI  et  VII),  et  par  Klein  {Math,  Ann,,  t.  II  et  XXIII)  Voir  aussi 
Sturm,  Liniengeonietrie,  t.  III,  p.  328,  et  Salnion-Chemin,  t.  I, 
p.  278.  Ces  complexes  ont  été  appelés  les  complexes  harmoniques. 

J.  Neuberg  (Liège). 
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bon  la  droite  D  (  = jz =  )  donl  les  six 

\         «  ?  Y        / 

coordonnées  sont 

a,        p,        Y,        /  =  YJ— p;;,        m  =  olz  —  ^t,        n  =  ^t  =  %}\ 

Les  équations  tangentielles  des  deux  quadriques  Q  et  Qi  étant 

(Q)  2aU»-4-9.2^>VW-4-2ScUR-+-c?R«=o, 

(Q')  2a|U»-l-aS^,VW-7-...  =  o, 

réquation  du  complexe  des  droites  D  par  lesquelles  on  peut  mener 
à  Q  deux  plans  tangents  conjugués  par  rapport  à  Q}  est 

^(a'  al  -h  a"  a\  —  ^bbx)%^  -h  iJ:{b'  b]  -h  b'  b[  —  abt  —  ùai)^y 
-h  iL^Kc"  bl  —  c'  b\)  l  -^  (c'  bi  —  ca\)  m  -^  (ca\  —  c'  bi)n](x 

-hd(I.aii^-hi^bimn)  =  o. 

En  changeant  de  nom  les  coordonnées  de  D,  Q,  Qi,  la  même  équa- 
tion devient  celle  du  complexe  des  droites  D  coupant  Q  en  deux 
points  conjugués  par  rapport  à  Qi. 

Démonstration.  —  On  trouve  aisément  pour  Téquation  quadra> 
tique  des  plans  tangents  menés  de  D  à  Q 

2AoXï-i-aSBoYZ-h...=  o, 

en  posant 

Ao  =  a'Y* -*- «'?'— 2^p7  H- 2(c'p  —  c'y)/ -^ ^/*, 
Bo=  (6'p  -h  ^*Y  —  ba-\-  c' ni  —  c'n)»  —  apY  -^c(^m  —  Y")"*"  ^''*''- 

Les  deux  plans  seront  conjugués  par  rapport  à  Qi,  si  l'on  a 

SAotti-f-  2SBo^i  =  o. 

Le  développement  de  cette  condition  donne  l'équation  cherchée. 

/.  Fahl. 

1414.  (i898|  270)  {A. -P.  Ericsson),  —  Vérités  découvertes  par 
les  Mathématiques,  —  Voir  une  intéressante  communication  do 
M.  G.  Gesàro  à  TAcadémie  de  Belgique  (Bulletin j  p.  5o3;  1891). 

Rosace. 


»•••< 
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QUESTIONS. 


1560.  [C2e]  Dans  son  Cours  d^Analyse  (p.  260) 
M.  Hermite  a  signalé  quelques  intégrales,  dont  la  valeur  est 
connue,  comme  n'étant  pas  calculables  par  ]es  moyens  dont 
on  dispose  actuellement.  Cependant  M.  W.-W.  Beman  est 
parvenu  à  les  calculer.  Ainsi,  par  exemple,  il  trouve  la 
valeur  de 

; -. r^  =  tang  (  â?  -t-  arc  tang  -  ) 

{xco^x  —  sina:)*  \  xj 

en  faisant  la  somme  des  intégrales 


/ 
/ 


x^ — sin*a?  x  û\ix 

; 72  (Jf^  =  : y 

(a7cosar — sina:)*  arcosa?  —  sina- 

sin*rp  ,  coso: 

; —  dx  =  -. —  J 

(iTCOsa?  —  sina?)*  arcosa:  —  sina? 


dont  le  calcul  est  facile.  Les  exemples  de  M.  Hermite 
peuvent-ils  être  remplacés  par  d'autres?  L'existence  de 
pareilles  intégrales,  réellement  inaccessibles  par  tout  moyen, 
peut-elle  être  démontrée?  Rosace, 

1361.    [HSc]      Je     désirerais     connaître    Ja    fonction 
yzrzfi^x)  qui  vérifie  l'équation  différentielle 

cLx*        \x  a^o  )  dx       y\dx/  ^  ~~ 

où  a  et  6  sont  des  constantes  connues.  On  sait  aussi  que 
pourar=oo  on  doit  avoir  y  =  o,  et,  pour  a:  =  o,^  =  00. 

Pour  le  but  que  je  poursuis,  le  coefficient   -^^^  est  toujours 

a^y 

petit.    L'intégration  de  l'équation  obtenue  en  négligeant  le 
Jnterm.,  V  (Août  1899).  8 


-   170  — 

\osa  dy  .       ,  ..|  ... 

terme  — '^ ~-  me  serait  donc  utile  encore;  mais  je  trouve 

beaucoup  plus  désirable  celle  de  l'équation  écrite  ci-dessus. 
F.-E.  NiPHEii  (Saint-Louis,  Mo.,  U.  S.  A.) 

1562.  [S 4a]  Clausius  démontre  le  second  principe  de 
la  Thermodynamique,  en  admettant  que  la  clialeur  ne  peut 
passer  d'elle-même  d'un  corps  froid  à  un  corps  chaud.  U 
montre  que  pour  mettre  d'accord  (*)  ce  postulatum  avec  les 
lois  du  rayonnement,  il  faut  que  les  pouvoirs  émissîfs  d'un 
même  corps  dans  différents  milieux  soient  proportionnels 
aux  carrés  des  indices  de  réfraction  de  ces  milieux.  Peut-on 
démontrer  celte  proposition  et  (bien  que  celte  seconde 
partie  de  la  question  s'adresse  plutôt  aux  physiciens)  IVt-on 
vérifiée  expérimentalement?  Que  faut-il  comprendre  quand 
les  milieux  sont  biréfringents?  Notyet. 

lo63.  [K8f]  Un  losange  a  ses  sommets  sur  quatre  droites 
qui  ne  se  coupent  pas;  peut-on  trouver  le  lieu  du  centre,  la 
surface  décrite  par  les  diagonales,  par  les  côtés?        GuL 

1564.  [Alb]     Y  a-t-il  une  identité 

n  étant   un   nombre  entier,  m,  i',  ^i,  ^Tj,  Xs    des    fonctions 
entières  de  œ^y^  zl  Roiiselt  (Plauen). 

1565.  [Alb]  Quels  sont,  pour  un  nombre  entier 
donné  niy  tous  les  nombres  entiers  n  pour  lesquels  on  f)eul 
satisfaire  à  une  des  équations 

Xf  -H  X'^  -+-./..  H-  X'S^  I  =  o, 

par  des  fonctions  entières  dépendant  de  plusieurs  indéter- 
minées ï/,,  Wa,  .  . .?  KoRSELT  (Plauen). 

1566.  [A3]     Soit    f{x,y)    une    fonction    entière    du 


(»)  Théorie  mécanique  de  la  Chaleur,  trad.  Folie,  p.  448;  i888. 


I 
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degré  n  lellc  que  pour  tous  les  nombres  x  on  a/(x^  x)=:  o, 
que  (le  f{x^y)  =  o  on  peut  déduire  /{y^  x)  =^o  c\  que  les 
équations  simultanées  f{x^y)  =  o,  f{y^  :;)  =  o  ont  la  con- 
séquence y(j?,  5)  =  o;  quelle  est  la  forme  de  /(Peano, 
Notations  de  Logique  math.,  p.  .\(S)1 

KoKSELT  (Plauen). 

1567.  [Klc]  Dans  le  iriangle  ABC  soit  M  le  milieu 
deBC.  Je  prends  le  point  F  tel  que  angle  FCA.  =  angle  CAM  et 
angle  FBA  =  angle  BAM.  Soit  Y  un  point  quelconque  de  AM, 
je  joins  FY  et  je  prends  sur  FY  le  point  X  tel  que  YX  =  AY. 
Démontrer  que  l'on  a   toujours  angle  CXA=  angle  AXB. 

Ce  que  je  demande,  c'est  une  démonstration  élémentaire , 
simple,  sans  calcul,  c'est-à-dire  à  l'aide  des  seules  ressources 
des  éléments  d'Euclide,  similitude,  angles  inscrits,  etc. 

Ph.  Weinmeister  (Tharandt,  Saxe). 

1568.  [X5]  Pourrait-on  me  dire  si  V Arithmomètre 
graphique  de  M.  Genaille,  présenté  à  l'Association  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  Sciences  au  Congrès  de  Bor- 
deaux (fév.  1890),  est  en  vente  et,  s'il  en  est  ainsi,  où  et  à  quel 
prix  on  peut  l'acheter?  R.  Memmke  (Stuttgart). 

1569.  [03b]  A-t-on  étudié  les  courbes  ayant  leurs  bi- 
normales  parallèles?  N.  Hatzidakis  (Athènes). 

1570.  [03e]  Etant  données  deux  courbes  quelconques 
c  et  Cl  dans  l'espace,  exprimer,  de  la  manière  la  plus  simple, 
la  courbure  et  la  torsion  de  l'une  parla  courbure  et  la  torsion 
de  l'autre  et  par  la  position  mutuelle  des  deux  courbes.  Je 
crois  avoir  une  solution  de  ce  problème  et  une  réponse  m'in- 
téresserait. N.  Hatzidakis  (Athènes). 

1571.  [UIO]  Un  correspondant  pourrait-il  répondre 
ou  indiquer  où  je  pourrais  trouver  la  réponse  aux  questions 
suivantes  : 

1°  Quelles  étaient  les  méthodes  employées  par  les  astro- 
nomes de  l'époque  de  Ptolémée  pour  déterminer  la  longitude 
et  la  latitude  d'un  lieu  de  la  Terre? 
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2^  Sur  quelle  approximalion  peut-on  compler  dans  les 
Tables  des  positions  des  lieux  de  la  Terre  de  Plolémée  et 
quelle  confiance  doit-on  accorder  à  ces  Tables? 

H.  BOURGET. 

1572.  [H12b]  A  la  p.  1 16  du  Calcul  des  Probabilités 
de  M.  J.  Bertrand,  on  lit  Péquation  aux  différences  finies 

et  l'intégrale  y  =  olx  -h  ^,  où  a  et  ^  sont  des  constantes  ar- 
bitraires. Les  nombres  a,  6,  />,  q,  sont  liés  par  les  deux  rela- 
tions p  -\-  q  =i\^  pb  =  qa^  qui  donnent 

a  b 


P  = T'  y  =  - 


par  quoi  Téquation  devient 


a 


Désireux  d'apprendre  à  intégrer  cette  équation,  j'ai  lu, 
dans  le  gros  in-4°  de  Lacroix  sur  les  difierences  et  sur 
les  séries,  les  parties  que  l'auteur  a  consacrées  à  Tintégration 
des  équations  aux  difTéreoces  finies  à  deux  variables,  et  j^ai 
lu,  en  outre,  deux  Traités  anglais  sur  ces  matières.  Mais 
aucun  de  ces  Ouvrages  ne  s'occupe  des  équations  du  genre 
de  celle  ci-dessus,  ni  n'intègre  une  équation  dans  laquelle  on 
puisse  la  faire  rentrer  en  disposant  des  coefficients.  Un 
correspondant  peut-il  me  faire  connaître  où  je  pourrais 
apprendre  à  intégrer  cette  équation,  à  en  former  l'intégrale 
gén  éral  e  ?  Tussilage . 

1573.  [A4e]  Parmi  les  propositions  étonnantes  qn^on 
rencontre  dans  la  Correspondance  de  Leibniz,  aucune,  je 
crois,  n'est  plus  merveilleuse  que  la  suivante  qu'on  trouve 
dans  une  lettre  adressée  à  Oldenburg,  le  27  août  1676 
(Leibnizens  Math.  Schriften,  t.  I,  p.  120)  :  «  Cœlerum 
ex  illis  quas  habeo  meditationibus  circa  radiées  aequatio- 
num  irrationales,  necessario  sequitur  res  satis  paradoxa  : 
scilicet   omnes   lequationuni    gradus    oclavi,    noni,   dccinii. 
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posse  ad  gradum  seplimum  reduci.  Ilaque  et  omaia  proble- 
mala  ad  decimum  gradum  usqne  occurrenlia,  possunL  ad 
seplimum  deprîmi  ».  Celle  proposilion  est  malheureusement 
fausse,  car  on  sait  (voir,  par  exemple,  la  Théorie  des  substi- 
tutions de  M.  Netlo,  p.  222)  qu'aucune  équation  générale 
du  degré  u  n'a  une  résolvante  d'un  degré  >  2<?  <  w.  Toute- 
fois il  y  aurait  de  l'intérêt  à  connaître  les  considérations  qui 
ont  amené  Leibniz  à  celte  conclusion-là,  et  à  trouver  les 
équations  particulières  auxquelles  elle  est  applicable. 

GiNo  LoiuA  (Gênes). 

loT-l.  [I19c]  Lorsque,  pour  une  valeur  de  a,  Téquation 
a- -^  X' =  y'^ -\~  Z'  admet  une  solution,  a  étant  donné,  elle 
en  admet  une  infinité.  En  est-il  de  même  pour  les  équations 

a'  -h  .r*  =  ^8  _^  -3  ;         a*  -f-  X*  =  ^*  -h  z^  ? 

E.-B.  EscoTT(Grand-Uapide,  iMich.). 

1575.  [K9a]  Plusieurs  droites  étant  données  dans  un 
plan,  d'un  point  Mq  on  abaisse  sur  chacune  d'elles  une  per- 
pendiculaire, et  l'on  prend  le  centre  M|  des  moyennes  dis- 
lances des  pieds  de  toutes  ces  perpendiculaires.  Du  point 
Mi,  par  la  même  construction,  on  déduit  un  point  M2,  et 
ainsi  de  suite.  Pourrait-on  me  faire  savoir  : 

1°  Si  ces  points  Mo,  M| ,  . .  . ,  M^,,  . . .  tendent  vers  une 
limite  quand  p  augmente  indéHniment,  et  quelle  est  cette 
limite? 

2"  Si  les  points  en  question  sont  tous  situés  sur  une 
courbe  facilement  déterminable? 

Il  y  aurait  lieu,  en  outre  (et  c'est  là  surtout  ce  qui  m'in- 
téresse) d'étendre  la  question  à  l'espace,  en  considérant, 
soit  un  système  de  plans,  soit  un  système  de  droites. 

G. -A.  Laisawt. 

1576.  [D6c]  Peut-on  développer  une  fonction  quel- 
conque de  X  en  une  série  d'exponentielles  réelles,  de  façon 
à  avoir,  quel  que  soit  x  ou  bien  lorsque  x  esl  campris-  entre 
certaines  limites. 


où  les  quanlilés  /2|,  /72,  n^,  ...  sonl  les  racines  positives 
rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante  de  Téqualion  Irans- 
cendanle  /itang/i  =  const.?  Peut-on  délermîner  la  valeur 
des  coefficienls  ai,  «2,  «3,  ...  de  ce  développement?  Celle 
question  a-t-elle  élé  résolue,  soit  d'une  manière  générale, 
soit  dans  quelques  cas  particuliers?  Nadal. 

1377.  [L'  16]  Soient  A,  B,  C  trois  points  fixes  sur  une 
conique;  je  désire  trouver  par  la  Géométrie  de  la  règle  et 
du  compas,  si  cela  est  possible,  un  point  P  sur  la  conique, 

de  manière  que  les  angles  APB,  BPC  soient  égaux. 

A. -S.  Ramsey  (Cambridge). 

1578.  [I13ba]  Désignons  par  Pie  produit  de  n  nombres 
premiers  de  la  forme  4/^  -H  *  •  Je  demande  de  combien  de 
façons  P  peut  être  décomposé  en  une  somme  de  deux  carrés. 
Je   crois   pouvoir   affirmer  que  le    nombre    de  façons  est 

,  mais  je  ne  parviens  pas  à  le  démontrer  rigoureuse- 
ment. A.  GoLDENBERG  (Saint-Pétcrsboufg). 

1579.  [J2f]  Dans  un  jeu  de  whist  (Sa  cartes),  je 
donne  au  valet,  à  la  dame  et  au  roi  les  valeurs  respectives 
II,  12,  1 3.  J^abals  les  52  cartes  une  à  une  en  comptant  4  fois 
de  suite  de  1  à  i3.  Quelle  est  la  probabilité  d'une  coïnci- 
dence entre  le  nombre  prononcé  et  le  nombre  marqué  sur 
la  carte?  A.  Goldenberg  (Saint-Pétersbourg). 

1580.  [J2f]  Le  problème  précédent  est  évidemment 
un  cas  particulier  du  suivant,  qui  présente  aussi  un  intérêt  : 

On  met  dans  une  urne  n  séries  de  p  boules;  dans  chaque 
série  les  boules  sont  numérotées  de  1  à  p.  On  tire  au  hasard 
successivement  les  boules  de  Turne  en  comptant  n  fois  de  1 
à  p,  Quèle  est  la  probabilité  pour  qu'il  y  ait  coïncidence 
entre  le  nombre  énoncé  et  le  numéro  de  la  boule  extraite 
de  Turne?  Quùle  est  la  probabilité  que  le  lirage  des  np  boules 
comporlc  m  coïncidences?  E.  Lemoine. 
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1581.  [I13ba]  Soil  donné  un  nombre  premier  delà 
forme  4^1  -H'  •  Quelle  est  la  méthode  la  plus  rapide  pour  le 
décomposer  en  deux  carrés?  G.  de  Rocquigny. 

1582.  [I2b]  Pourquoi  ne  pas  appeler  simples  les 
nombres  premiers?  Tout  naturellement  alors,  les  autres 
nombres  seraient  dénommés  composés, 

G.     DE    ROCQUIGWY. 

1583.  [X7]  A-t-on  déjà  proposé  ou  réalisé  des  règles  à 
calcul  fondées  sur  le  principe  suivant  : 

Soient  AA',  BB',  CC  trois  droites  parallèles;  les  points  A, 
B,  C  sont  en  ligne  droite  et  B  est  au  milieu  de  la  distance  AC. 
Si  une  droite  quelconque  coupe  ces  parallèles  aux  points  A', 
B',  G',  on  a  constamment  BB'=-^(AA'+ CG')?  Supposons 
donc  que  AA'  et  GG'  soient  des  échelles  logarithmiques, 
c'est-à-dire  que  la  distance  comprise  entre  l'origine  A  ou  G 
et  un  point  de  division  soit  proportionnelle  au  logarithme 
du  nombre  inscrit  à  ce  point  de  division;  que  BB'  soit  égale- 
ment une  échelle  logarithmique,  mais  graduée  à  une  unité 
moitié  moindre.  Alors,  si  AA'et  GG' correspondent  aux  deux 
facteurs  d'un  produit,  BB'  correspond  au  produit  lui-même. 

Lambert  (Nivelles). 

1584.  [K13a]  A  t-on  déjà  étudié  les  pentagones  ou 
hexagones  gauches  dont  tous  les  angles  sont  droits  et  la  con- 
struction de  ces  polygones  quand  on  connaît  respectivement 
les  longueurs  de  quatre  ou  des  six  côtés.        Jean-Baptiste, 

1585.  [KTe]  Le  mot  m(^o/«n*o/i  serencontre-t-ilavant 
Desargues?  Gomment  s'explique-t-il  étjmologiquement? 

Jean- Baptiste, 

1586.  [I25b]  Y  a-t-il  d'autres  nombres  que  i,  55  et  91 
qui  soient  à  la  fois  triangulaires  et  de  la  forme 

/l(/l  4-  l)(2/l  -h  I)  .^ 

G  ' 

A.    BoUTIN. 
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1587.  [I25b]     Y  a-t-îl  d'autres  nombres  que  I,  lo,  120, 
i  540  et  7  i4o  qui  soient  à  ]a  fois  triangulaires  et  de  la  forme 

[t(!L±ll(j^±^  9  A.  BouTi«. 

U 

1588.  [Dla]     La  fonction 

.  (n— 3)/i    .      (/i  —  5)/i(/i  —  i)    , 

(n  —  a/>  -h  i)/i(/i  —  i)(/i  —  2). .  .(n  —  />  -4-  u) 

I  .  '2  .  3  .  .  ./> 

a-l-elle  été  étudiée,  et  où?  Peut-on  donner  à  y  une  forme 
explicite  en  ^;  y  a-t-il  une  équation  différentielle  à  laquelle 
y  satisfasse?  Pour  n  entier,^  est  un  polynôme  entier  en  x] 
quelles  sont  les  racines  de  j^  =  o?  A.   Boutin. 

1589.  [M^  la]  Une  surface  algébrique  de  l'ordre  n  dans 
l'espace  ordinaire  est  telle  que  toute  section  plane  est  réduc- 
tible, c'est-à-dire  qu'elle  se  décompose  en  deux  ou  en  plusieurs 
courbes  algébriques  distinctes  d'ordres  inférieurs  à  n.  Cela 
arrive,  par  exemple,  nécessairement  s'il  y  a  sur  la  surface  une 
courbe  double  d'ordre  supérieur  à  ^(/i  —  i)  (/*  —  ^)y  et  cela 
peut  arriver  aussi  dans  d'autres  cas.  II  semble  bien  probable 
qu'une  telle  surface  est  «lle-méme  réductible,  c'est-à-dire 
qu'elle  se  décompose  en  deux  ou  plusieurs  surfaces  algé- 
briques distinctes;  est-ce  que  quelque  géomètre,  parmi  les 
correspondants,  pourrait  me  dire  si  cela  a  été  démontré 
rigoureusement,  et  où  la  démonstration  se  trouve?  Je  crois 
l'avoir  démontré  moi-même,  mais  ma  démonstration  est  un 
peu  pénible.  Arthur  Berry  (Cambridge). 

1590.  [I9cJ  Peut  on  trouver  trois  nombres  entiers  po- 
sitifs ou  négatifs  tels  que  la  formule  ax^-^-bx-j-c  donne 
pou  r  des  valeurs  entières  et  consécutives  de  ^  :  1  **  8 1  nombres 
premiers;  a"  autant  de  nombres  premiers  qu'on  voudra? 

E.  Vacca  (Turin). 


>•••« 
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RÉPONSES. 


267.  (4894,  i48)  (G.  Vivanti).  —Extrait  d'une  lettre,  i5  mai 
1899.  —  ...  Voilà  déjà  trois  fois,  en  ajoutant  les  questions  585 
(1895.  18*2)  et  1483  (1899,  76),  que  V Intermédiaire  demande  à  ses 
correspondants  de  bien  vouloir  rechercher  les  dates  de  la  naissance 
et  de  la  mort  de  Jean  Géva.  C'est  là  une  preuve  de  Tintérêt  du 
sujet,  mais  aussi,  hâtons-nous  de  le  dire,  de  sa  difficulté;  car,  jus- 
quMci,  on  ne  lui  a  pas  donné  de  réponse.  Je  n'apporte  pas  encore 
une  solution  complète  de  la  question,  mais  j'espère  démontrer,  du 
moins,  qu'une  erreur,  trop  fréquente,  au  sujet  de  ces  dates,  pour- 
rait, avec  un  peu  d'attention,  être  désormais  évitée.  Maximilien 
Marie,  dans  son  Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  phy- 
siques {^^ltîs,  Gauthier-Villars;  t.  Vif,  p.  61),  et  d*autres,  après 
lui,  confondent  complètement  Jean  Géva  avec  son  frère  Thomas. 
M.  Enestrôm  lui-même,  je  l'ai  lu  non  sans  une  légère  surprise, 
me  semble  quelque  peu  indécis  dans  la  question  1483.  Cependant 
M.  Vivanti  a  raison  quand  il  dit,  en  posant  la  question  267,  que 
c'est  Thomas,  et  non  pas  Jean  Géva,  qui  naquit  à  Milan,  le  10  dé- 
cembre 1648,  et  y  mourut  au  Collège  de  Brera,  le  3  février  1737. 
Toute  la  vie  de  Thomas  Géva  nous  est  d'ailleurs  beaucoup  mieux 
connue  que  celle  de  son  frère  Jean.  Nous  savons,  par  exemple, 
qu'il  entra  dans  la  Compagnie  de  Jésus,  le  24  mars  i663,  et  qu'il 
fut  membre  de  l'Académie  des  Arcades,  sous  le  nom  de  Callimaco 
Neridio,  Mais  qu'on  me  permette  de  renvoyer  à  la  Bibliothèque 
des  Écrivains  de  la  Compagnie  de  Jésus  du  P.  Sommervogel 
(Paris,  Picard;  1891,  t.  II,  col.  1015-1024),  le  lecteur,  qu'une  étude 
plus  approfondie  de  la  vie  de  Thomas  Géva  pourrait  intéresser.  Il 
y  trouvera  la  bibliographie  très  complète  de  ses  œuvres,  ainsi  que 
celle  des  notices  biographiques  dont  il  a  été  l'objet.  Pour  moi,  je 
ne  veux  insister  ici  que  sur  un  seul  point,  en  montrant  par  quelle 
distraction  Marie  a  été  probablement  induit  en  erreur. 

8. 
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Ne  l'oublions  pas,  cVsl  surtout  Ghasles,  dans  son  Aperçu  histo- 
rique (Notes  Vf  et  VH,  p.  291-296),  qui  a  mis  en  relief  Jean  Céva; 
c'est  lui  qui  a  appelé  l'attention  du  monde  savant  sur  sa  De  lineis 
recfis  se  invicem  secantibus  statica  constructio  (in-4'*;  Milan, 
1678);  c'est  Chasles,  enfin,  qui  a  enlevé  à  Jean  Bernouili  la  gloire 
d'avoir,  le  premier,  découvert  le  célèbre  théorème  des  si\  segments 
déterminés  sur  les  côtés  d'un  triangle,  pour  la  rendre  à  Jean  Céva. 
D'autre  part,  Thomas  Céva  est  un  poète  latin  gracieux  qui  a  laissé 
un  nom  fort  connu,  jusque  de  nos  jours,  dans  le  monde  des  huma- 
nistes. Voilà,  je  pense,  l'origine  de  la  confusion.  Quoi  de  plus  na- 
turel en  effet,  du  moins  à  première  vue,  que  de  s'imaginer  que, 
lorsque  les  écrivains  du  siècle  dernier  parlent  du  disciple  des  Muses, 
il  s'agit  du  jésuite;  mais  que,  quand  ils  nomment  le  géomètre,  ils 
entendent  désigner  son  frère?  Or  c'est  précisément  là  ce  qui  est 
souvent  inexact  et  l'on  ne  s'en  est  pas  toujours  suffisamment  aperçu. 
Les  contemporains  de  Thomas  Céva  reconnaissaient  tout  autant  en 
lui  un  mathématicien  qu'un  littérateur.  On  s'en  convaincra  aisément 
en  ouvrant  soit  S'  Gravesande  dans  sa  belle  édition  des  œuvres  de 
Christian  Huygens  {Christiani  Hugenii  opéra  re/iqua,  Amsterdam, 
1728;  t.  f,  p.  137  et  suiv.);  soit  la  grande  Revue  savante  de  l'époque, 
les  Acta  eruditorum  (voir,  par  exemple,  le  t.  IJI  des  Supplementa^ 
p.  368-376);  soit  bien  d'autres  encore  que  je  pourrais  nommer,  mais 
que  je  suis  obligé,  pour  abréger,  de  passer  sous  silence. 

Voilà  donc,  si  je  ne  me  fais  illusion,  un  coin  de  ce  point  obscur 
d'histoire  mis  en  lumière.  J'éprouve  néanmoins  le  regret  de  ne  pas 
pouvoir  le  faire  plus  complètement,  car  j'avoue  n'être  pas  parvenu 
à  réunir  sur  Jean  Céva  les  renseignements  nombreux  et  précis  que 
j'ai  trouvés  sur  son  frère.  Aussi,  j'appelle  toute  l'attention  des  lec- 
teurs de  V Intermédiaire  sur  la  question  de  M.  Ënestrom.  Il  serait 
du  plus  haut  intérêt  de  pouvoir  appuyer,  par  un  document  sérieux 
et  authentique,  l'opinion  de  M.  Pantaleoni,  donnée  dans  le  Dictio- 
nary  of  polit ical  economy  de  M.  Palgrave.  H.  Braid. 

360.  (1894.  2i3)  (E.  Goursat).  —  Problème  de  Tait,  —  (1S95, 
232;  1896,  179,  225;  1898,  225,  25i;  1899,  36).  —  Une  Note  intéres- 
sante sur  la  question  a  été  donce  par  M.  de  Polignac  à  la  Société 
mathématique.  S.  .V.,  1899,  p.  142.  K.  Lemoine. 

rJSri.  (1895,  182)  {H.  Braid).  —  Sur  Jean  de  Céva,  —  Voir  plus 

haut  la  réponse  à  267,  p.   177. 
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776.  (1896,  56)  (de  Longraiae).  —  Arpentage  ancien.  —  (1896, 
209).  — yo'w  Arch,  der  deutsch.  Landw.y  sept.  1828,  p.  242,  sur  les 
Règles  que  donne  Golumelle  dans  le  de  Re  Rustica,  1.  5,  c.  a.  Sur 
ce  Travail,  consulter  le  Bull,  de  Férussac,  t.  J,  p.  78,  196,  et  t.  VII, 
p.  354.  D'après  une  Note  dont  je  ne  puis  vérifier  l'exactitude,  on 
trouvera  l'indication  d'un  Ouvrage  de  Favaro  répondant  à  la  ques- 
tion, en  se  référant  aux  Tables  du  Bullettino  de  Boncoropagni^  t.  XX, 
p.  719,  première  colonne.  A, -P.  Ericsson, 

815.  (1896,  84)  {Regio).  —  Sur  deux  séries  divergentes  en 
même  temps.  —  (1896,  218;  1899,  9).  —  Soit  l  un  nombre  aussi 
grand  qu'on  le  veut  et  \l  un  nombre  assez  grand  pour  que  la  somme  ^n 
des  71  premiers  termes  de  la  série  ai6i-haî(6î  —  ^i)-f-«s(As — ^î)-i-... 
surpasse    2/    pour    /t>fi;    puis    déterminons   v    de    manière    que 

«rt  <  7  «(i+i  pour  71  >  V.  11  est  clair  que 

y  (- — '-).,>-.i(-^ — Î-). 

Ad    \a/H_|        ai/  \a/»-f-i        «a-f-i/ 

Le  premier  membre  peut  être  mis  sous  la  forme 


^n              ^V- 

i  =  n 

Âa         ai             an-^i       Om^-i 

Ct/»-+-l            ^(JL-M 

en  désignant  par  Zn=  ^a  —  ^a+i^/»  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  (ai  —  aj)6i-+- (a^  —  «3)62-+-  (aj — 04)63  +  . . .,  donc 

pour  71  >  V,  et,  par  suite,  limTrt=<».  Rosace. 


n=: 


839.  (1896,  i52)  (Novice).  —  (1897,  23,  86,229).  —  On  trouvera 
une  méthode  élémentaire  dans  le  Bulletin  de  Férussac  (t.  Y, 
p.  299);  on  y  lira  aussi  les  références  suivantes  à  ajouter  à  la  biblio- 
graphie de  V Intermédiaire  (t.  IV,  p.  23)  : 

ËRCHINGER,  Gœtting.  gelehrte  Anzeigen,  déc.  1825,  p.  2025. 

Pauker,  Mém,  de  la  Société  de  Courlande.  Voir  aussi  sa  Géo- 
niétrie. 

Dans  ses  Leçons  sur  la  Théorie  des  fonctions  circulaires  et  la 
Trigonométrie^  le  P.  Le  Cointe,  S.  J.,  donne  l'inscription  géomé- 
trique des  huit  polygones  réguliers  de  dix-sept  côtés.  Voir  Compte 
rendu  de  cet  Ouvrage,  par  de  Jonquières  et  Terquem,  dans  N.  A., 
1859;  bull.  bibl.,  p.  35.  A. -P.  Ericsson. 


-  180  — 

899.  (1896,  199)  (^^^0*  ~~  Fonction  admettant  pour  zéros  tous 
les  nombres  premiers  et  seulement  les  nombres  premiers.  — 
(1898,  128).  —  En  vertu  du  théorème  de  Wilson  arrm)— i  est  divi- 
sible par  x'*  —  I  si  n  est  composé  ^4;  ^t  si  n  est  premier,  le  reste  de 
la  division  est  x^^^ —  1;  donc  si  n  est  premier,  Q  désignant  un  po- 
lynôme entier,  a;ru> —  1  =  Q(a7'* — 1)-+-  a?""'  —  i  donne 

et 

f  \n/        ""'  ^    f  \n/  ^    ç    \n/  _  ^ 

"©"-  °"œ'-  ""©"-"  ■ 

plus  généralement 


r 


U)-' 

si  n  est  composé,  le  résidu  est  nul,  même  quand  n  =  i, 
La  fonction 

/x\Tin} 
"  =  •  (  -  )  —I 

—  («)  - 

est  bien  déterminée,  excepté  pour  les  valeurs  de  x  qui  rendent  les 

termes  infinis,  et  Ton  a  )<^i(x)=  Xi"iZT'  /><^^signant  un  nombre 
premier  quelconque. 
Gela  posé,   la  fonction  demandée  0(x)  =  1  I  (  i -U  quia 

pour  zéros  tous  les  nombres  premiers,  et  seulement  les  nombres 
premiers,  donne 


0 
6 


\(x)       j^\p-hx        p  —  xj  \    ^  p^  A^  p^       *'/ 

ou 
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ou  enfin 


iïï- 


71*—  X'* 


le  résidu  pouvant  se  remplacer  par  une  intégrale  d'une  infinité 
de  manières  à  la  volonté  du  calculateur,  en  désignant  le  second 
membre  par  f{x)^  on  a  G(a7)  =  e-^?(jr)«/jr.  Cette  formule  permet  de 
résoudre  une  foule  de  questions  sur  les  nombres  premiers;  par 
exemple,  trouver  le  /i'""*  nombre  premier,  etc.  H.  Laurent. 

1194.  (1898,  3)  (H.  Brocard).  —  (1898,  i36,  201,  278).  —  Voici 
encore  un  problème  qui  conduit  à  considérer  une  courbe  du  cin- 
quième ordre  : 

Considérons  la  tangente  t  en  un  point  mobile  P  d'une  para- 
bole  et  le  cercle  C  qui  a  pour  centre  P  et  passant  par  le  som- 
met de  la  parabole.  Le  lieu  des  intersections  de  C  et  t  est  une 
quintique  circulaire. 

On  trouvera  pour  le  lieu 

ixy^ix^-k-y^) — pi^x^  —  3j'*-4-ioa?*^*)  —  Sp^xy*  =  o, 

qui  représente  une  quintique  circulaire  avec  un  point  triple  à  Tori- 
gine,  les  a\es  étant  Taxe  et  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole. 

G.  Garooso-Laynks  (Livourne). 

1336.  (1898,  194)  (Béel).  —  Étymologie  du  mot  mantisse 
(1899,  88;.  —  Mantissa  est  un  mot  latin  qui,  d'après  le  grammairien 
Festus,  signifie  excédent,  bon  poids.  Son  emploi,  à  la  Renaissance, 
pour  signifier  la  partie  fractionnaire  d*un  nombre,  ne  semble  pas 
avoir  besoin  d'autre  explication.  Au  reste,  le  plus  ancien  Ouvrage 
où  j'ai  rencontré  ce  terme  est  YAlgebra  de  Wallis.  Dans  le  tome  II 
de  ses  Œuvres,  édition  de  1693,  p.  4f ,  on  lit  :  «  Ejusque  partes  dé- 
cimales abscissas,  appendicem  voco,  sive  mantissam  ».  Dans  ce 
passage,  il  ne  s'agit  d'ailleurs  nullement  de  logarithmes,  mais,  en 
fait,  du  calcul  de  la  valeur  des  réduites  successives  d'une  fraction 
continue.  Paul  Tannery. 

Après  une  réponse  analogue,  M.  Desprats  ajoute  : 

Quant  à  l'étymologie  de  mantissa,  d'après  Scaliger,  ce  serait 
manus  tensa,  la  main  tendue,  sans  doute  parce  que  le  vendeur  tient 
la  main  tendue  au-dessus  de  la  balance  et  en  laisse  tomber  graduel- 
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lenienl  ce  qui  est  nécessaire  pour  compléter  le  poids,  lorsqu*il  pèse 
des  objets  composés  de  petites  parties  (fruits,  légumes,  graines, 
corps  en  poudre,  etc.).  ajoutant  souvent  un  surplus  pour  faire  bon 
poids  à  l'acheteur.  A.  Desprats. 

Le  mot  mantisse  n*est  pas  d'origine  allemande,  comme  semble  le 
croire  BéeL  Je  ne  saurais  pas  me  rallier  davantage  à  i'étymologîe 
qu'en  donne  M.  Berdellé  (t.  VJ,  p.  88;  1899).  «  Mantisa  ou  man- 
tissa,  dit  Freund  dans  son  Grand  Dictionnaire,  est  un  mot  toscan 
qui  signifie  le  surplus  d'un  poids,  le  par-dessus,  la  bonne  mesure»; 
d'où  les  Allemands  l'ont  adopté  pour  désigner  la  partie  fraction- 
naire des  logarithmes.  Freund,  en  donnant  ce  sens  au  mol  man- 
tissa,  n'a  fait  que  suivre  l'avis  de  ses  devanciers.  Facciolati-For- 
cellini,  Du  Gange,  Ambroise  Calepino,  Robert  Etienne  ne  parlent 
pas  autrement  que  lui.  Il  faudrait  une  raison,  et  je  n'en  vois  pas, 
pour  s'écarter  du  sentiment  unanime  de  savants,  jouissant,  en 
cette  matière,  d'une  autorité  aussi  considérable  que  ceux  que  je 
viens  de  nommer  {voyez  au  mot  Mantissa  :  Freuxd,  Grand  Dic- 
tionnaire de  la  langue  latine,  traduit  en  français  par  Thkil, 
t.  IIJ.  Paris,  Didot;  i86j.  —  Totius  latinitatis  lexicon,  concilioet 
cura  J.vcoBi  Facciolati,  opère  et  studio  Œgidii  Forcellim,  t.  fil. 
Lipsiîe,  typis  Kollmanni;  1839.  —  Du  Gange,  Glossarium  ad  scrip- 
tores  médias  et  injimœ  latinitatis^  t.  IV.  Paris,  Osmont;  1733.  — 
Ambrosil  Calepini,  Dictionnarium.  Bâie;  iSjo.  —  Thésaurus 
linguœ  latinœ  Roberti  Stephani.  Parisiis;  i536).         //.  Braid, 

Ge  nom  est  évidemment  dérivé  du  vieux  mot  latin  mantisa  ou 
mantissa,  qui,  d'après  Quicherat,  signifie  le  surplus  du  poids 
{Lucil.). 

G'est  bien  là  le  sens  de  mantisse,  la  partie  décimale  étant  regardée 
comme  un  excédent,  un  surplus. 

Note,  —  Geci  est  extrait  des  Tablettes  du  chercheur,  t.  VI, 
p.  i56;  1895.  II.  Brocard. 

J'ai  souvenir  d'avoir  lu  dans  un  Ouvrage  allemand,  dont  le  titre 
m'échappe,  que  mantisse  vient  du  grec  fiavxi;,  devin,  parce  que  la 
mantisse  fait  deviner  le  nombre  lui-même  et  ses  chiiïres  significatifs, 
tandis  que  la  caractéristique  n'indique  que  la  place  de  la  virgule. 

J.-J.  DuR\N-LoRiGA  (La  Gorogne),  E.  Gaspari. 

D'après  quelques  auleurs,  ce  mot  a  pour  origine  un  mot  étrusque 
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qui   veut  dire  :  partie   ajoutée;    Baltzer,   par  exemple,    dit  :   man- 
tisse =Zugabe.  J.-J.  DuRAN-LoRiGA  (La  Gorogne). 

1403.  (1898,  268).  (E.-N.  Barisien).  —  Une  ellipse  se  meut  entre 
deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy\  aires  des  courbes  engendrées 
par  les  projections  de  O  sur  les  axes.  —  Soient  A,  B,  A',  B',  G  les 
sommets  successifs  et  le  centre  de  l'ellipse.  A  Torigine  du  mou- 
vement, nous  supposons  A  sur  Ox^  B  sur  Oy\  à  la  fin,  A'  sur  Oar, 
B'  sur  Oy.  Les  équations  des  tangentes  rectangulaires  Ox,  Oy, 
rapportées  aux  axes  coordonnnées  GA,  GB  sont 


arcosa+^sina  =  1 /-(5*-+- c*  cosaa)  j 

! >         (s*=a«-h6«), 

—  a.'sina  -f- ^cosa  =  4  / -(5* — c'cos'ia)  j 

l'angle  a  varie  de  o  à  tt.  Par  suite  les  coordonnées  de  O  sont 

X  =  4  /  -(5*-f-  c*  cos'2a)cosa  —  4/  -(^f*—  c^cosaa)  sina, 

y  =  4/-  (5'-^-  c*  cos-2a)sina  -h  4/-  («'  —  c'  cos2a)cosa. 

Soient  M,  N  les  projections  de  O  sur  les  axes  AA',  BB';  on  voit 
facilement  que  OM  =  j^  et  yOM  =  a  sont  les  coordonnées  polaires 
de  M;  donc  si  S  est  l'aire  décrite  par  le  rayon  OM,  on  a 


4rfS  =  iy^  doL  =  (s*  —  c*  cos*2a)  rfa  -+-  /s* —  c*  cos*2a  sinaa  dct. 
II  en  résulte 

48=    /     (5* c* —  -  c^cosfiOLjd'x-h  I     ^s^ — c*cos*2a  sinaaei^a. 

Les  intégrales 

f     cos4ac^a,       /     ^s"*— c^  cos^iaLS\n7.oid% 

0  'M) 

sont  nulles  comme  se  composant  d'éléments  qui  sont  deux  à  deux 
égaux  et  de  signes  contraires;  par  conséquent 

4s  =  (,.-Ic.).=  îîl:tl^.. 
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Remarques. —  I.  La  courbe  (M)  passe  par  O  et  touche  en  ce  point 
la  bissectrice  de  l'angle  ^Oar';  c'est  ce  qui  explique  que  l'aire  est 
donnée  par  une  intégration  entre  les  limites  a  =  o  et  a  =  'n. 

H.  La  seconde  des  intégrales  (i)  peut  se  calculer  au  moyen  de  la 
substitution  c'cos2 a  =  5<  coso.  J.  Nbuberg  (Liège). 

Ayant  adopté  les  mêmes  notations  que  dans  la  réponse  à  la  ques- 
tion 1104,  p.  iG{,  on  remarquera  que  les  aires  cherchées  sont  don- 
nées par  les  intégrales 

\    r^  I    r^      . 

-    1     ({cosîp  —  r,  sino)'fl?©,     -    1     (J  sinç  h-t^  cos9)*ûfç, 
et  que,  par  suite,  elles  peuvent  être  exprimées  par  la  formule  unique 
V  j     (;*-^'i*)^?±  1  j     (Jî  — V)cos'i<prfo±  ^    r   Jr^sinaçi/?. 

Le  changement  de  ^  en  9  h —  dans  la  dernière  intégrale  ne  produit 

que  le  changement  du  signe  de  l'élément.  Donc  cette  intégrale  est 
nulle.  En  outre 


►TC  /^It 


Jf     (Ç* — 7)*)  cos2çp  </<{)  =  (a*— 6*)  /     cos*aorf<p  =  -  (a* — 6*). 
0  '  «-'o  *  ^ 

Donc  les  aires  cherchées  sont  -{a'^'\-  6*)di  -(a* —  b^). 

4  o 

Rosace. 

MM.  E.'A.  Majoly  Stoll  et  A.  Tafelmacher,  dans  des  réponses 
analogues,  donnent  les  mêmes  résultats  que  M.  Neuberg. 

1417.  (1898,  271)  (G.  Flyb  Sainte-Marie).  —  Question  de  com- 
binaisons. —  On  ne  modifie  pas  l'énoncé  en  considérant  les  cartes 
numérotées  de  i  à  32  et  en  se  proposant,  l'arrangement  initial  étant 
quelconque,  d'obtenir  pour  arrangement  final  les  cartes  disposées 
par  ordre  de  numéro. 

Lemme  I.  —  Deux  groupes  de  cartes,  pris  isolément,  ne  pré- 
sentant pas  d'inversion,  peuvent  être  enchevêtrés  de  sorte  que  le 
groupe  unique  formé  ne  présente  pas  non  plus  d'inversion. 

Lemme  IF.  —  Un  arrangement  de  cartes  présentant  deux  inver- 
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sions  peut,  en  coupant  et  enchevêtrant  une  fois,  être  transformé  en 
un  autre  arrangement  n'ayant  plus  qu'une  inversion.  En  effet,  soit 
Karrangement  représenté  par  A  S  a  B  S'  a'  G  (S  >  a  et  S' >  a';  A, 
B,  G  représentent  une  série  d'un  nombre  quelconque  de  cartes). 
Goupons  entre  a  et  B.  AS  et  BS'  forment  des  groupes  dans  le  cas 
du  lemme  I,  donc  on  peut,  en  les  enchevêtrant,  former  une  suite 
sans  inversion.  De  même  a  et  a' G  formeront  un  second  groupe 
sans  inversion,  mais  en  juxtaposant  ces  deux  groupes  on  aura  une 
inversion  à  cause  des  hypothèses  faites  sur  les  a  et  S. 

Lemme  III.  —  Quand  un  arrangement  présente  2n  inversions, 
on  peut,  par  une  seule  opération,  l'amener  à  n'en  présenter  plus 
que  n.  On  coupera  de  manière  à  avoir  n  inversions  dans  chaque 
paquet,  et  l'on  appliquera  le  lemme  II  aux  inversions  de  même 
rang. 

Lemme  IV.  —  Quand  un  arrangement  renferme  a/i-hi  inver- 
sions, on  peut,  par  une  seule  opération,  réduire  à  n  inversions;  on 
coupera  de  manière  à  séparer  les  deux  cartes  de  la  /n-  i*'"*  inver- 
sion. 

Théorème,  —  Soit  N  le  nombre  de  cartes,  et  soit 

^  +  1  opérations  suffiront  quel  que  soit  le  cas  proposé.  En  effet;  le 
nombre  des  inversions  est  au  plus  2/^*  —  i  :  or  chaque  opération  le 
réduit  de  moitié.  Pour  le  cas  de  32  cartes,  la  réponse  demandée  est 
donc  5.  V.  Garre. 

ni9.  (1898,  272)  (H.  BnocARD).  —  Réseau  logarithmique.  — 
Il  n'est  pas  douteux  que  c'est  a  Lalanne  qu'appartient  la  première 
idée  de  l'emploi  des  réseaux  logarithmiques  dans  les  tableaux  gra- 
phiques. Son  abaque  ou  compteur  universel,  dont  le  nom  a  été 
étendu  depuis  lors  à  tous  les  diagrammes  cotés,  date  de  i843.  La 
transformation  qui  consiste  à  substituer  à  un  quadrillage  régulier  un 
quadrillage  logarithmique,  et  à  laquelle  il  a  donné  le  nom  d'ana- 
morphose, se  trouve  exposée  dans  un  Mémoire  sur  les  Tables  gra  • 
phiques  et  la  Géométrie  anamorphique  qui  a  paru  en  1846  dans 
les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées  (i"  semestre).  Ge  genre  de 
transformation  a  d'ailleurs  donné  lieu,  de  la  part  de  Lalanne  lui- 
même,  et  mieux  encore  de  celle  de  M.  Massau,  à  diverses  généralisa- 
tions. Lalanne  ne  se  préoccupait  que  de  transformer  les  systèmes 
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(le  courbes  cotées  en  svstcincs  de  droites.  M.  H.  Melimke  a,  il 
y  a  quelques  années,  fait  connaître  une  nouvelle  utilisation  du 
principe  de  l'anamorphose  logarithmique  en  montrant  comment  cer- 
tains systèmes  de  courbes,  lorsqu'on  leur  substitue  leurs  images  lo- 
garithmiques, peuvent  être  obtenus  par  déplacement  d'un  système 
fixe  tracé  sur  un  transparent  [Civilingenieur,  t.  XXXV,  col.  617 
(1889)  et  Zeitschrift  fiir  Matheniatik  undPhysik,  t.  XXXV,  p.  174 
(1890)]'. 

Le  papier  logarithmique  du  Professeur  F.-W.  Durand  est  incon- 
testablement appelé  à  rendre  de  grands  services,  et  l'on  peut  re- 
gretter que  son  prix  élevé  (o^%75  la  feuille)  mette  obstacle  à  sa  dif- 
fusion. Les  physiciens  auraient  intérêt  à  recourir  à  son  emploi,  car  il 
est  remarquable  que  nombre  de  lois  physiques  ont,  sur  réseau  loga- 
rithmique, une  traduction  graphique  des  plus  simples.  Nous  avons 
recueilli  cette  observation,  il  y  a  un  peu  plus  de  deux  ans,  de  la 
bouche  du  Professeur  V.  Boys  dont  nous  visitions  le  laboratoire  au 
Collège  de  Science  de  Londres,  et  qui,  à  cette  époque,  faisait 
constamment  usage  de  papier  à  quadrillage  logarithmique.  Une  telle 
représentation  logarithmographique,  combinée  avec  la  transforma- 
tion dualistique  que  nous  avons  prise  pour  base  de  notre  méthode 
des  points  alignés  (désignée  d'abord  sous  le  nom  de  méthode  des 
points  isoplètheSy  en  souvenir  des  droites  isoplèthes  de  Lalanne),  a 
conduit  notamment  M.  Râteau  à  la  découverte  d'une  curieuse  loi 
physique  {Annales  des  Mines,  février  1897).  On  trouvera  des  détails 
sur  ces  divers  sujets  dans  notre  grand  Traité  de  Nomographie. 
(Gauthier- Villars,  55,  quaidesGrands-Augustins.)         M.  D'Ocacne. 

1120.  (1898,  272)  (E.-B.  Escott).  —  Équation  x^^y^-k-  5^=  w« 
en  nombres  entiers,  —  A  propos  de  la  question  7^  (1894,  167),  j'ai 
signalé  l'identité  ( ap )*+(  py )^ -<-( Y» )*  =  («*-<-«*?*-<- P*)*»  dans  la- 
quelle (aip,Y)  est  une  solution  de  l'équation  a*-t-p*=Y*,  c'est- 
à-dire  que  l'on  peut  prendre  a  =  m* —  /i*,  p  =  imn,  y  =  /n*-4-  n', 
m  et  n  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

On  aura  ainsi  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  proposée. 

Exemple  :  pour  m  =  2,  /i=i,  on  a:  37  =  12,  ^  =  20,  z=iS, 
(p  =  481.  C'est  probablement  la  solution  la  plus  simple  en  nombres 
entiers.  E.  Fauquembergue. 

M.  G.  UicALDE  fait  remarquer  que  la  solution  a  été  donnée  par  M.  Fau- 
quembcrguc,  par  sa  réponse  à  la  question  74,  publiée  dans  le  t.  I  (1894. 
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167).  M.  Ë.-B.  EsGOTT  signale,  dans  le  Mathematical  Magazine,  public 
|)ar  M.  Artemas  Martin  (\^'asllington),  numéro  de  décembre  1898,  une  so- 
lution qui  coïncide  précisément  avec  celle  de  M.  Fauquembergue. 

M.  Fauquembergue  cite  dans  V Intermédiaire,  t.  I,  p.  167,  les 
identités  suivantes  : 

a,  p,  Y  étant  une  solution  de  l'équation  a*-4-/>*=Y*»  c'est-à-dire 
qu'on  peut  prendre  a  =  m* —  n*,  p  =  'imn^  -^  =  ni^-^  n^y  m  et  n 
étant  des  entiers  quelconques.  Ces  deux  identités  donnent  des  so- 
lutions des  deux  équations 

^* -H^* -4- -8*  =  w*         et         X*H-^*-4-^*-h  i*=  w*. 

Pour  la  première,  on  montre  assez  facilement  que  deux  des 
nombres  x^  y,  z  doivent  être  multiples  de  5,  c'est-à-dire  que  l'équa- 
tion peut  se  ramener  à  la  forme  62S(a?*H-^*)  -hz^=  w*. 

G.  Couturier  (Louvain). 

1^23.  (1899,  3)  (Epsilon),  —  Tables  des  /onctions  elliptiques. 
—  J'ai  donné,  dans  mon  Précis  élémentaire  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  publié  chez  M.  Gauthier-Villa rs,  des  Tables 
à  cinq  décimales  analogues  à  celles  de  Legendre;  les  valeurs  de 
l'amplitude  se  succèdent  de  degré  en  degré,  celles  de  l'angle  modu- 
laire de  cinq  degrés  en  cinq  degrés.  Lucien  Lévy. 

Quelques  Tables  de  ces  fonctions  se  trouvent  dans  le  Recueil  de 
formules  et  de  Tables  numériques  de  J.   Houel,  3*  édit.,    i885, 
Paris,  Gauthier-Villars.  II.  Buocard. 

1425.  (1899,  3)  (Juge  Lurni).  —  L'Arithmétique  en  général;  sa 
philosophie  et  ses  moyens,  —  Je  crois  que  le  livre  de  M.  C.-A. 
Laisant  :  La  Mathématique;  Philosophie;  Enseignement  (Paris, 
1898)  donnera  à  cet  égard  toutes  les  indications  désirables. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  il  convient  de  mentionner  aussi 
divers  articles  de  M.  Dauge  et  de  M.  F.  Klein  et  de  signaler  une 
nouvelle  publication,  l'Enseignement  mathématique  (directeurs 
MM.  Laisant  et  Felir)  cù  ce  sujet  ne  manquera  sans  doute  pas  d'être 
étudié.  II.  Brocard. 
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1433.  (1899,  4)  (G.  Tarry).  —  La  démonsiralion  des  théorèmes 
de  Legendre  et  de  Jacobi  sur  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  qua- 
dratiques est  connue.  Voyez  :  Bulletin  de  VAcadémie  impériale 
des  Sciences  de  Saint- Pètersbourgf  nouvelle  série,  I,  p.  495-49^ 
(1890)  et  L.  GEGkNBAUER,  Sitzungsberichte  der  mathentatisch- 
naturwissenschaftlichen  Classe  der  kaiserlichen  Akademie  der 
W issenschaften  in  Wien,  Band  10,  Abtheilung  2a. 

Paula  Klekler  (Vienne). 

Lucas  doit  avoir  publié  sa  démonstration  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  sciences  de  Saint-Pétersbourg . 

{Jean-Baptiste). 

143o.  (1899|  5)  (H.  Bourget).  —  Signification  des  carrés  ma- 
giques. —  La  signification  des  carrés  magiques  au  moyen  âge  a  été 
exposée  en  tous  détails  dans  le  Chapitre  IV  de  la  Monographie  inti- 
tulée Vermischte  Untersuchungen  zur  Geschichte  der  malhe- 
matischen  W  issenschaften,  publiée  à  Leipzig  en   1876  par  M.   S. 

GiJNTHER. 

Le  problème  des  carrés  magiques  est  celui  des  partitions  d'un 
nombre,  présenté  sous  une  forme  géométrique.  Il  ne  pouvait  man- 
quer de  frapper  vivement  l'attention  des  mathématiciens,  à  une 
époque  où  l'Arithmétique  était  privée  de  Tusage  si  précieux  des 
chiffres  décimaux.  C'est  pourquoi,  si  aujourd'hui  la  construction  des 
carrés  magiques  peut  nous  paraître  simple  avec  les  chiffres  usuels, 
elle  ne  devait  pas  présenter  le  même  degré  de  simplicité  lorsque  les 
nombres  à  inscrire  étaient  des  lettres  grecques  ayant  des  valeurs 
numériques  conventionnelles.  C'est  alors  que  tout  naturellement 
les  carrés  magiques  devaient  revêtir  l'aspect  de  talismans  ou  d'amu- 
lettes. Il  fallait  connaître  les  pratiques  de  la  sorcellerie  pour  pou- 
voir construire  ces  carrés;  de  là  à  leur  attribuer  des  propriétés  spé- 
ciales, à  les  qualifier  de  magiques,  il  n'y  avait  qu'un  pas.  On  cul 
donc  l'idée  de  donner  les  premiers  carrés  aux  différentes  planètes. 
C'est  ainsi  que  l'ouvrage  d'Agrippa  (Henrici  Cornelii  Agrippae  ab 
Nettesheym  De  occulta  philosophia  libritres,  Colonix,  MDXXXUI) 

renferme  un  Chapitre  intitulé  :  De planetarum  mesulis,  earumque 

virtutibus  et  formulis,  et  que  illis  praejîciatur,  divina  nontina, 

intelligetie  et  demonia.  On  y  trouve  les  7  carrés  magiques  de  9  à 
81  cases,  attribués  aux  7  planètes  (celles  des  jours  de  la  semaine): 
36,  au  Soleil,  81.  à  la  Lune;  20,  à  Mars,  et  ainsi  de  suite,  de  4  ^n  4- 
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Les  carrés  magiques  avaient  donc  une  élroilc  affinité  avec  TAslm- 
logie. 

Dans  rinlroduclion  au  1. 1  des  Jiécréatlons  mathématiques (iBSi)^ 
Ed.  Lucas  reproduit  le  carré  d'Albert  Durer,  daté  de  i5i4.  (Les 
nombres  sont  disposés  dans  l'ordre  inverse  de  celui  du  carré  inséré 
ci-dessus  p.  5.)  Il  est  à  supposer  que  ce  carré  a  été  mis  là  comme 
exemple  de  talisman  destiné  à  conjurer  la  tristesse  et  à  chasser  les 
idées  noires,  en  donnant  à  l'esprit  un  objet  de  méditation  et  un  déri- 
vatif à  l'ennui.  Il  y  a,  dit  Ed.  Lucas,  beaucoup  d'apparence  que  ces 
carrés  ont  tiré  leur  nom  des  opérations  superstitieuses  auxquelles  ils 
étaient  employés,  telles  que  la  construction  des  talismans;  car,  selon 
la  puérile  philosophie  de  ceux  qui  donnaient  des  vertus  aux  nombres, 
quelle  vertu  ne  devaient  pas  avoir  des  nombres  si  merveilleux? 

Les  carrés  magiques  ont  servi  de  talismans  chez  les  Arabes  qui  les 
appelaient  oui/ks.  Chacune  des  7  planètes  avait  son  ouifk  parlicu. 
lier.  Le  Chems  el  Maaref  d'El  Bouni  fournit  un  grand  nombre 
d'indications  âur  cette  matière  et  sur  les  procédés  de  la  magie. 

La  même  signification  des  carrés  magiques  a  été  signalée  aussi 
par  Fermât,  qui,  dans  une  lettre  au  P.  Mersenne,  disait  :  «  J'ai  vu 
plusieurs  talismans  où  quelques-uns  de  ces  carrés  sont  décrits,  et 
parmi  plusieurs,  un  grand  d'argent  qui  contient  le  49  rangé  selon  la 
méthode  de  Bachet,  etc.  »  (  Voir  N.  G.,  1876,  p.  56,  et  pour  la  mo- 
nographie susmentionnée,  p.  i6i-i64i  193-201).        H.  Brocard. 

Les  carrés  magiques  des  sept  premiers  nombres  qui  en  fournissent, 
ont  été  au  xvi'  siècle  attribués  aux  sept  planètes  dans  Tordre  sui- 
vant :  3  Saturne,  4  Jupiter,  5  Mars,  6  Soleil,  7  Vénus,  8  Mercure, 
9  Lune  (votr  Agrippa  de  Xetteshkim,  De  occulta  philosophia,  i533, 
p.  149  et  suiv.  ).  Mais  il  est  possible  que,  dans  la  gravure  de  la  Mé~ 
lancolie  d'Albert  DUrer,  qui  est  de  i5i4,  le  carré  magique  de  4  (le 
plus  ancien  exemple  en  Occident  de  ces  carrés)  symbolise  seulement 
l'étude  de  ce  côté  des  sciences  occultes,  comme  le  pense  le  critique 
d'art  Heller  {Das  Leben  und  das  Wirken  Albrecht  Dûrer'Sf 
Leipzig,  i83i,  t  II,  p.  470-  ^aul  Tannbry. 

1437.  (1889,  6)  (Franel).  —  Je  n'ai  pas  la  prétention  de  démon- 
trer le  théorème  de  M.  Franel;  mais  je  crois  pouvoir  signaler  une 
proposition  qui  le  renferme,  et  que  je  viens  de  trouver  par  des 
moyens  peu  rigoureux.  Soit  a  un  nombre,  dont  le  module  est  i,  et 
qui  admet  la  période  p y  de  sorte  que  «/'=  i.  Soit   F(/i)  la  somme 
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des  valeurs  d'une  fonction  /(.r),  qui  correspondent  aux  diviseurs 
de  n.  Lorsque  x  tend  vers  le  point  a,  en  restant  sur  le  rayon  qui 
aboutit  à  ce  point, 


«rrl  iï=^l 


Dans  le  cas  signalé  par  M.  Franel  on  a 

[jl(/i)  étant  \z  fonction  de  MertenSj  dont  la  valeur,  pour 

P  ^'PiPiPi'  "Pn 
est  [Ji(/>)  =  ( —  i)''.  Cette  fonction  jouil  de  la  propriété 

o,  S',  o',  .^.  étant  les  diviseurs  communs  de  p  et  q.   Il   en   résulte 
que,  si  d^  cP,  d'^  . . .  sont  tous  les  diviseurs  de  p,  la  multiplication 

de 

\^{P)    .    l^('^P)    .    1^(3/7)    , 


par 


ir •+•    :Tr H-     lîTT — 


d*  d'^  rf'« 

produit  la  somme 


•••=('-À)(-À)-(-^) 


7-1  7=1 

Donc 


2 


n=l 


\^{pi)  _  !_ ^(ziO; 


p^q^  tJ  (^f_,)(;,|-,)..  .(;,«_,) 


Gesâro  (Naples). 


1463.  (1899,  5i)  (E.-B.  Escott).  —  Rendre  cubes  à  la  fois 
x-hjr-^ZyX^-hy^-^-z^,  —  Cette  question  a  une  certaine  corré- 
lation avec  la  question  H27  résolue  ici  (1898|  267)  et  avec  une 
question  analogue,  non  encore  résolue,  proposée  dans  les  A^.  A. 
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(1864,  p.  17G)  sous  le  n°  703,  par  B.  Honcompagni  (Laisant,  Pro- 
blèmes, t.  ÏII,  Algèbre,  p.  210)  : 

Déterminer  les  valeurs  entières  des  quantités  x^  n,  r,  telles  que  la 
somme 

soit  1**  un  cube,  a°  le  cube  âe  x -\-  nr.  En  traitant  cette  question, 
on  est  amené  à  reconnaître  l'égalité  3' -h  4'-+- 5'=  6',  cas  particu- 
lier d'une  relation  plus  générale,  qui  revient  à  observer  que  la  somme 
des  cubes  de  trois  termes  consécutifs  d'une  progression  arithmé- 
tique quelconque  est  égale  au  cube  du  terme  suivant  si  le  premier 
de  ces  termes  est  triple  de  la  raison. 

Cette  remarque  rend  improbable  l'existence  d'une  autre  relation 
de  ce  genre  entre  les  cubes  de  plus  de  trois  termes  d'une  progression 
arithmétique,  mais  elle  donne  un  moyen  de  résoudre  le  système 
proposé.  En  effet,  la  somme  3  +  4  +  5  étant  égale  à  12  ou  à  3.2^, 
il  suffira  de  multiplier  ces  termes  par  2,3<  ou  par  2.3'./n3,  pour  la 
transformer  en  un  cube.  On  aura  donc,  par  exemple, 

54  -h  72  -f-  90  =  6', 
54* +72' +90»=  108». 

H.  Brocard. 

Si,  />  et  ^  étant  des  entiers  indéterminés,  on  pose 

on  a 

S  =  a-+-6  -*-  c  =p(p  H-  ç)(p^-^'>PÇ  —  27*) 

«3 -h  6»  -H  c»  =  />»(/?  -4-  7  )». 

Soient  rf*  le  plus  grand  carré"  diviseur  de  S,  et  S  =  Mrf*,  on  aura 
les  solutions  entières 

x^aU^d,        y^bM^dy        5  =  cM*rf, 
A  =  iMrf,        B  =p(p-{'ç)M^d. 

Les  plus  simples  sont  données  par  les  égalités 

54  +  72-4-90  =  6',        54'+ 7^5  + 90'=  io83. 

Paul  Tannery. 

1470.  (1899,  52)  (G.  DE  Rocquigny).  —  Tout  bicarré  entier  est  la 


somme  d'un  cube  et  de  deux  carrés,  car  on  a  identiquement,  quel 
que  soit  n,  /i^=  (-2/1  —  2)'"+- ("^'^  —  2)'-^  ('i'— l'H- 2)». 

Certains  bicarrés  peuvent  nicme  se  décomposer  de  plusieurs  ma- 
nières en  une  somme  d'un  cube  et  de  deux  carrés.  Ainsi  on  a 

4^=33+  aï  -+.  1 5î  =  6»  -+-  6»  -f-  '««. 


3i=iS-f.4î-H-8«;        4*=  3>-4-3î-m5*: 
5*=  5»-M2»-m6«;        r)*=7»-f-i3*-+-28». 

Ces  décompositions  ne  rentrent  pas  dans  l'identité  que  nous  avons 
écrite  plus  haut.  Je  n'ai  pas  trouvé  de  loi  spéciale  pour  ces  dernières, 
et  un  calcul  rapide  (mais  non  contrôlé)  me  porte  à  croire  que  la 
décomposition  du  bicarré  7^  n'est  possible  que  sous  la  forme  donnée 
par  l'identité.  G.  Couturier  (Lou vain). 

1471.  (1899,  Sa)  (G.  db  Rocquigny).  —  Toute  puissance  sixième 
d'un  nombre  entier  est  la  somme  d'un  cube,  d'un  carré  et  d'un 
triangulaire;  car  on  a  identiquement 

n«  =  (  /i*  —  1  )»  -h  n*  H y 

L'énoncé  serait  plus  exact  sous  la  forme  suivante  : 

Toute  puissance  sixième  d'un  nombre  entier  est  la  somme  d'on 
cube,  d'un  bicarré  et  d'un  nombre  triangulaire. 

C.  Couturier  (Lou vain). 

1483.  (1899,  76)  (Enestrôm).  —  Sur  Jean  de  Céva.  —  Foir  plus 
haut  la  réponse  à  267,  p.  177. 

4514.  (1899,  127)  (H.  Bilenki).  —  Valeur  numérique  de  la  série 

On  a 

S  =  1,2912859971, 

la  dernière  figure  étant  approchée  à  moins  d'une  unité. 

E,-A.  Majoi. 


»•••« 


—  19:^  — 


QUESTIONS- 


1591.  [04f]  Trouver  toutes  les  surfaces  réglées  dont 
les  géodésJques  ont  leurs  deux  courbures  liées  entre  elles 
par  une  relaliou  du  second  degré.         Cesaro  (Naples). 

1592.  [B3d]  Un  correspondant  peut-îl  me  dire  si  le 
résultant  explicité  des  trois  équations 

Aa:*-4-Bir^  H-  Cy^-h  Dx  -h  Ey  -h  F  =  o, 

A'.r*-i-  Wxy  -r- =  o, 

A' 37*  -h  h'xy  -h =  o 

a  été  donné  dans  quelque  Mémoire  sur  Téliniinalion? 

Julius. 

1593.  [03i]  Je  voudrais  savoir  si  Ton  connaît  les 
relations  qui  existent  entre  une  courbe  gauche  et  le  lieu  des 
centres  des  ellipsoïdes  ou  des  hjperboloïdes  osculateurs. 

N.-J.  Hatzidakis  (Athènes). 

1594.  [R7g]  On  a  déjà  étendu  le  théorème  bien  connu 
des  aires  dans  le  mouvement  plan  au  mouvement  sur  une 
développable  {Journal  de  C relie ^  t.  112,  p.  i4o  et  suiv.). 
Je  voudrais  savoir  si  le  même  théorème  peut  être  facilement 
étendu  au  mouvement  sur  une  surface  réglée  quelconque. 

N.-J.  Hatzidakis  (Athènes). 

1595.  [K6b]  Si  l'on  considère  Téqualion  y  =  ax,  elle 
représente,  en  coordonnées  cartésiennes,  une  droite  qui  passe 
par  l'origine.  En  coordonnées  polaires,  cette  équation,  écrite 
sous  la  forme  p  =  aa>,  représenterait  une  spirale  d'Archi- 
mède,  et  ainsi  de  suite  pour  d'autres  systèmes.  Existe-t-îl  des 

fnlerm.,  VI  (Septembre  i«St)9).  q 
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relations'  enlre  les  éléments  (tangentes,  courbures,  etc.) 
des  lignes  représentées  parla  même  équation,  dans  diflerents 
systèmes  de  coordonnées?         E.  Lefèvre  (Bruxelles). 

1596.  [I19c]  Trouver  trois  nombres  tels  que  la  somme 
de  deux  quelconques  d^entre  eux  soit  un  cube. 

E.-B.  EscoTT  (Grand  Rapids,  Mich.). 

1597.  [A3d]     Est-il  vrai  que  Téquation 

ir*H-( ar -h  i)*  —  (a:  -H  2  )*  =  o 

ait  toujours  une  racine  réelle  entre  T.k  —  i  etaA*  lorsque 
X'^  2?  Je  l'ai  vérifié  pour  un  grand  nombre  de  valeurs  de/". 

E.-B.  EscOTT  (Grand  Rapids,  Mich.). 

1598.  [04f]  Parmi  les  courbes  dont  la  torsion  est  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  flexion,  il  j  a  des  clothoïdes 
tordues,  qui  sont  les  géodésiques  de  certains  cônes.  Quels 
sont  ces  cônes?  Rosace. 

1599.  [N'^lg]  Étudier  les  congruences  formées  par  les 
intersections  des  plans  normaux  (ou  des  plans  oscula- 
leurs,  etc.)  en  deux  points  quelconques  d'une  courbe.  Que 
doit  être  cette  courbe  afin  que  la  congruence  qui  lui  corres- 
pond soit  une  congruence  normale?  Rosace, 

1600.  [I19c]     Peut-on  démontrer  que  l'équation 

ar(a7 -4- 4  )  (.r -^  6)  =  ^* 

est  impossible  en  nombres  rationnels? 

G.  RicALDE  (Mérida,  Yucatan). 

1601.  [1 19c]  L'équation  x^ -\- ipx -\- i  =y^^  où  p 
est  entier,  admet-elle  d'autres  solutions  entières  que  x  =  o, 
y=^±i]  x  =  p,y  =±{p^  ^  i)\  X  =  -^  p,y  =  ±{p^—  \)1 

G.  RicALDE  (Mérida,  Yucatan). 

1602.  [V9]  Quel  est  le  meilleur  Traité  qui  ait  été 
publié  en  langue  française  pour  le  tracé  des  pièces  d'artil- 
lerie? J.  Divz  DE  Rabaco  (Ségovic^. 
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1003.  [V9]  Quels  sont  les  meilleurs  Trailés  publiés 
sur  la  Balîslique  intérieure  et  extérieure?  en  quelles  langues 
ont-ils  été  écrits  et  traduits?     J.  Diaz  de  Rabago  (Ségovie). 

1604.  [M*5ca]  Si  Téqualion  de  la  strophoïde  générale 
est,  en  coordonnées  polaires,  rsinO  =  a  sin(aO -+- 8)  on  a 
pour  le  point  d'inflexion 

tangO  =  sinS  (  col* lang' cos8  j  :(i  -h  cos'o), 

et  pour  le  point  de  plus  forte  courbure 

colO  =  [i  -H  sin8  ±  ^2(1  -h  sino):sino  |:cos8. 

Je  désirerais  connaître  une  méthode  courte  pour  arriver  à 
ces  valeurs.       D'  Ph.  Weinmeister  (Tharandl,  Saxe). 

1605.  [Klle]  Élant  données  trois  circonférences  dans 
un  plan,  je  demande  une  démonstration  basée  sur  les 
théorèmes  établis  par  M.  J.  Petersen  dans  sa  Théorie  des 
équations  algébriques  (Deuxième  Partie,  Chapitre  VII  : 
Équations  résolubles  à  Vaide  de  racines  carrées ,  pages  1 58 
et  suivantes  de  la  Traduction  de  M.  H.  Laurent),  des  propo- 
sitions suivantes  :  i"  Il  est  impossible,  en  général,  de  con- 
struire avec  la  règle  et  le  compas  le  point  tel  qu'en  le 
considérant  comme  centre  commun  de  trois  circonférences 
orthogonales,  chacune  d'elles  à  l'une  des  circonférences 
données,  la  somme  des  rayons  des  trois  circonférences  con- 
centriques soit  minimum;  a"  Il  est  impossible,  en  général, 
de  construire  avec  la  règle  et  le  compas  le  point  tel  qu'en  le 
considérant  comme  centre  commun  de  trois  circonférences 
coupant  en  deux  parties  égales,  chacune  d'elles  l'une  des 
circonférences  données,  la  somme  des  rajons  des  trois  cir- 
conférences concentriques  soit  minimum;  cette  deuxième 
question  revient  du  reste  à  la  première  où  il  suffit  d'ima- 
giner que  les  carrés  des  rayons  des  circonférences  données 
sont— RJ,  —  R^  -R;au  lieu  de  R^,  R^  RJ. 

EsPAJVET. 
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1606.  [V9]  En  184  I,  Vallès  a  public  :  Éludes  philoso- 
phiques sur  la  science  du  calcul,  V^  Partie.  Vers  la  fin  il 
y  a  quelques  pages  sur  une  mclhode  de  calcul  semblable  au 
calcul  des  équipoUences  de  Bellavilis.  Vallès  avail-il  lu  les 
publications  de  ce  dernier  en  i833,  i835  et  1837,  ou  a-l-il 
réinventé?  A-l-il  donné  une  seconde  Partie  à  ses  Etudes 
philosophiques  ? 

De  1869  à  1H76,  il  a  encore  publié  :  Des  formes  imagi- 
naires en  Algèbre  (3  volumes,  dont  1  lithographie).  Est-ce 
tout  ce  qu'il  a  écrit  sur  ce  sujet  intéressant? 

Ch.  Berdellé. 

1607.  [Via]  Exisle-t-il  des  Traités  de  Géométrie  ana- 
lytique où,  respectivement,  à  la  suite  de  la  discussion  de 
l'équation  générale  du  second  degré  à  deux  et  à  trois  va- 
riables, on  discute  aussi  l'équation  générale  à  deux  et  à  trois 
variables  ne  renfermant,  outre  le  terme  connu,  que  des 
termes  du  quatrième  et  du  second  degré 

Kx^-{-  k'y^-Jr  iBx^y^-{-  2  G  a:* -i-  2  G'^»  4-  D  =  o, 

A 37*  -h  K'y^  -H  A' z*  -h  2  B x^y^ 

-h2B'ar*-5ÎH-'2B>2^«H-2G:r«4-2G>«H-2G''-«-hD  =  o? 

Je  ne  demande  qu'un  renseignement  bibliographique. 

C.   Beroellé. 

1608.  [L*16a]     Je  désire  obtenir  le  résultat  suivant  : 
Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  M  de  son  plan,  si  P 

et  Q  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  M  à 
l'ellipse,  calculer  les  coordonnées  du  point  de  Lemoîne  du 
triangle  MPQ  et  celles  de  ses  points  associés.  ^ 

E.-N.  Barisien. 

1609.  [L*17e]     Les  théorèmes  suivants  sont-ils  connus? 
I.  Etant  données  trois  coniques  dans  un  plan,  par  chaque 

point  il  passe  trois  droites  qui  coupent  ces  coniques  en  des 
points  en  involution. 

IL  Si  C|  =  o,  C2=o,  C3=o  représentent  Irois  coniques 
d'un  plan,  l'équation  X,  Ci -|- A2C2 -|- )v3C3=  o,  où  les  ).  sont 
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des  arbitraires,  représente  des  coniques  coupant  les  droites 
du  théorème  précédent  en  des  points  conjugués. 

Je  désirerais  une  démonstration  géométrique.  Ces  théo- 
rèmes paraissent  pouvoir  être  la  base  d'une  théorie  du 
système  de  trois  coniques.  V.  AtBaY. 

1610.  [V]  Je  désirerais  avoir  une  liste,  aussi  complet» 
que  possible,  des  travaux  sur  les  équations  fonctionnelles  e. 
sur  la  théorie  des  différences  (Index  du  Répertoire  :  Hll, 
H 12).  Walter  Stott  (Liverpool). 

1611.  [K8a]  Dans  son  irsi\Si\\  :  Ueber  dasvo Us tàndige 
Fûn/seit,  publié  dans  le  LXXVIIP  Volume  des  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Vienne,  année  1878, 
S.  Kantor  parle  du  point  de  Miquel  d'un  quadrilatère'.  Quel 
est  ce  point?  Serait-il  peut-être  la  limite  d'un  cercle  dt 
IMiquel  dans  un  pentagone  dégénéré? 

A.  Duoz-Farny  (Porrenlruy). 

1612.  [L-8d]  A-t-on  donné  pour  les  quadriques  l'ana- 
logue du  théorème  de  Joachimsthal  sur  les  normales  menées 
d'un  point  à  une  conique?  Salvan. 

1613.  [I2b]     Un  correspondant  pourrait-il  me  dire  où    /f»*'./»"^ 
en  est  actuellement  la  vérification  de  l'assertion  de  Mersenne  :   '1'*»^'^ 

«  Les  nombres  premiers  N  =  2" — i  correspondent  aux      '^  'f 
valeurs  n  =1,  2,  3,  5,  7,  i3,  17,  19,  3i,  67,  127,  257  et  il 
n'en  existe  pas  d'autres  pour  n  <  257  »? 

E.  Couturier  (Louvaîn). 

1614.  [K9a]  On  donne  dans  un  même  plan  m  points 
et  n  droites.  Construire  le  point  dont  là  somme  des  carrés 
des  distances  à  ces  [>oints  et  à  ces  droites  soit  minimale. 

Examiner  particulièrement  le  cas  où  l'on  donne  un  scu- 
point  et  deux  droites,  et  le  cas  où  les  points  et  les  droitej 
données  sont  les  trois  sommets  et  les  trois  côtés  d'un  mêm( 
triangle.  J.  Neuberg. 

1613.  [K13c]     On   considère  un   tétraèdre  quelconque 
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ABCD  et  la  splière  circonscrite.  Les  plans  tangents  menés 
aux  sommets  forment  un  second  tétraèdre  A'B'C'D'.  Les 
droites  AA',  BB',  CC,  DD'  (analogues  aux  symédianes  du 
triangle)  sont  les  génératrices  d'un  hyperboloïde  H;  les  in- 
tersections des  faces  homologues  des  tétraèdres  ABCD, 
A'B'C'D'  sont  les  génératrices  d'un  second  hyperboloïde  H'- 
Exisle-t-il  des  expressions  simples  des  coordonnées  des 
centres  de  H  et  H'?  Ces  points  ont-ils  des  rapports  remar- 
quables avec  les  points  dont  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances aux  faces  ou  aux  arêtes  du  tétraèdre  ABCD  est  mini- 
male? J.   Neuberg. 

1616.  [V]  Je  déslrei'ais  avoir  la  bibliographie  complète 
des  Œuvres  à^ Hugues  d''Oniérique,  qui  a  fait  l'objet  de  la 
question  601  (/.  M,,  i8t)5,  p.  2o4  ;  1899,  p.  110).  Je 
connais  son  Analysis  geomelrica,..  pars  prima.  Gadibus, 
1698,  dont  il  est  parlé  dans  celle  question.  C'est  un  petit 
in-4*'  de  466  pages  (26  non  numérotées  +  44o)'  J^  sais  aussi 
que,  d'après  Montucla,  la  suite  de  cet  Ouvrage  n'aurait  pas 
vu  le  jour  (flist.  des  math.,  2*  éd.,  t.  II,  p.  167). 

//.  Braid, 

1617.  [V]  On  sait  que,  chez  les  Anciens,  l'heure 
civile  était  la  douzième  partie  du  temps  entre  le  lever  et  le 
coucher  du  Soleil;  c'était  donc  une  durée  variable  avec  les 
saisons.  L'heure  équinoxiale  ne  servait  que  pour  les  calculs 
astronomiques,  et  les  astronomes  avaient  même  à  transfor- 
mer l'heure  qu'ils  observaient,  soit  sur  les  cadrans  solaires, 
soit  sur  les  astrolabes,  toujours  gradués  suivant  l'usage  civil. 
Au  moyen  âge,  on  commença  à  distinguer  civilement  entre 
l'heure  équinoxiale,  dite  alors  naturelle,  et  l'heure  variable 
des  Anciens,  dite  artificielle,  que  donnèrent  encore  long- 
temps les  instruments  astronomiques  imités  des  Arabes.  Je 
désirerais  savoir  à  quelle  époque  remonte,  sur  les  cadrans 
solaires  fixes,  l'introduction  de  la  graduation  en  heures 
égales  (équinoxiales).  Je  serais  également  reconnaissant  de 
toute  indication  bibliographique  utile  pour  l'histoire  de  la 


I 
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Gnomonlque  dans  ranliquité  ou  au  moyen  âge.  J'exclus  natu- 
rellement Monlucla  et  Delambre,  Histoire  de  C Astronomie 
ancienne;  j'exclus  aussi  Fintéressant  Mémoire  de  M.  Rayet, 
les  Cadrans  solaires  coniques  {Annales  de  Chimie  et  de 
Physique;  187  5).  Paul  Tanner  y. 

1618.  [M*5d]  Je  désirerais  avoir  une  liste  des  Ouvrages 
sur  les  propriétés  (métriques  ou  projectives)  des  plus  remar- 
quables cubiques  unicursales  (slrophoïde,  cissoïde,  triscc- 
trice,  paraboles  cubique  et  semi-cubique,  folium  de  Descartes, 
folium  parabolicum,  parabole  punclata,  cubique 
mixte,  etc.),  avec  les  renseignements  bibliographiques  et 
historiques.  G.   Cardoso-Laynes  (Livourne). 

1619.  [M*6j]  J'ai  étudié  la  quartique  circulaire  repré- 
sentée par  Téquation  cartésienne 

ar*(r*-+-j^')  =  const. 

comme  lieu  des  points  tels  que  le  produit  des  distances  à 
une  droite  et  à  un  point  de  cette  droite  soit  constante. 

A-t-on  étudié  cette  courbe?  A-t-elle  reçu  un  nom  par- 
ticulier? G.  Cardoso-Laynes  (Livourne). 

1620.  [D3a]  Existe-t-il  un  Ouvrage  donnant  une  défi- 
nition philosophique,  c'est-à-dire  en  langage  ordinaire,  des 
fonctions  analytiques? 

Lagrange  ne  la  donne  pas  dans  son  Traité  des  Fonctions 
analytiques,  et  l'on  peut  même  remarquer  que  dans  le  cours 
de  ce  volumineux  Traité,  ce  mot  :  fonction  analytique,  ne 
se  rencontre  pas  une  seule  fois,  en  dehors  du  titre  de  l'Ou- 
vrage. On  peut  dire  aujourd'hui  qu'une  série  entière  ayant 
un  cercle  de  convergence  limité,  définit  une  fonction  analy- 
tique dans  tout  le  domaine  où  celle-ci  existe  (Leroy,  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  sciences,  20  février  1899),  mais 
cette  définition  est  incomplète  en  ce  que  le  caractère  analy- 
tique peut  se  prolonger  au  delà  du  cercle  de  convergence. 

Altschuler, 
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1621.  [I15b]     On  peut  écrire  régalité  symbolique 

1.2.3  ^-»^ *•' 

où  ï"  représente  la  /i'®"®  puissance  du  i'*"*  nombre  triangu- 
laire, c'est-à-dire  T^  =    -^ r^>  «,  /i,  Ar  étant  des  entiers 

positifs.  Cela  posé,  j'ai  trouvé  par  des  considérations  indirectes 
que    i*expression   (T"  —  i)  est  égale  à  zéro  pour  A">>2/i, 

quelle  est  égale  a  — j^  pour  k  =  2n  et   a  ^^ — —  ^^    pour 

k  =  2n  —  I . 

Je  voudrais  avoir  une  démonstration  directe  de  ces  éga- 
lités, la  valeur  de  l'expression  pour  les  autres  valeurs  de  A*, 

et  enfin  la  valeur  de  l'expression  ^  (T"  —  i)^. 

J.  Ionesco  (Bucarest). 

1622.  [Il]  Peut-on  démonlrer  directement  (sans  cher- 
cher l'expression  des  nombres  N)  que  si  le  produit  4  X  ^N 
est  le  renversé  de  2N,  le  produit  gxN  est  le  renversé  de  N? 
Peut-on  généraliser  la  question  pour  un  système  quelconque 
de  numération?  Quels  sont  alors  les  nombres  n  plus  petits 
(|ue  la  base  du  système,  tels  qu'il  existe  des  produits  /iN  qui 
soient  les  renversés  de  N?  J.  Jomesco  (Bucarest). 

1623.  [Glep]  Abel  est  parvenu  au  théorème  suivant  : 
On  peut  diviser  la  circonférence  entière  de  la  lemniscate 
en  m  parties  égales  par  la  règle  et  le  compas  seuls,  si  m 
est  de  la  forme  2"  ou  2"-+-i,  ce  dernier  nombre  étant  en 
même  temps  premier;  ou  bien  si  m  est  un  produit  de  plu- 
sieurs nombres  de  ces  deux  formes. 

Sait-on  dans  certains  cas  effectuer  cette  division  en  s^ap- 
puyant  sur  des  considérations  purement  géométriques, 
comme  cela  a  lieu  pour  la  circonférence  de  cercle  quand 
m  =  2",  3,  5,  a  X  3,  2  X  5,  3  X  5,  . . .?  Espanet. 


—  201  - 


RÉPONSES. 


914.  (1896,  223)  (J.  Boyer).  —  Au  sujet  de  Baradelle.  —  Dans 
le  numéro  d'août  1738  des  Mém.  pour  Vhist.  des  Se,  et  des 
B,-Arts  (suite  du  /.  de  Trévoux)  (p.  17 15-1716)  on  donne  la 
description  (assez  incomplète  il  est  vrai)  ainsi  que  le  mode  d'emploi 
d'un  cadran  vertical  qui  contient  les  jours  de  5  en  5,  ce  qui  constitue 
un  calendrier,  pouvant  donner  les  heures  du  jour  par  l'observation 
du  Soleil  ou  bien  les  heures  du  lever  et  du  coucher  du  Soleil  pour 
un  jour  déterminé  de  l'année.  Le  cadran  s'oriente  lui-même  sans  le 
secours  de  la  boussole. 

Je  signale  cette  référence  bibliographique  en  raison  de  la  corréla- 
tion qu'elle  me  parait  avoir  avec  l'objet  de  la  question  914.  Elle 
donne,  au  surplus,  un  renseignement  sur  Baradelle,  puisque  ce  con- 
structeur est  dénommé  «  Ingénieur  du  Roy  pour  les  instrumens  de 
Mathématique  »;  «  sa  demeure  est  toujours  à  Paris,  Quay  de  l'hor- 
loge du  Palais,  à  l'enseigne  de  l'Observatoire,  vis-à-vis  le  grand 
degré  de  la  rivière  i. 

Dans  le  numéro  de  mai  1739  (p.  Ii35-ii36)  il  est  dit  :  «  Le  sieur 
Baradelle  vient  de  construire  un  septième  cadran  vertical  qui  s'oriente 
de  lui-même  sans  le  secours  de  la  boussole,  etc.  », 

«  Le  sieur  Baradelle  continue  à  faire  de  ces  A  ne  rie  rs  {sic)  connus 
sous  le  nom  de  Baradelles,  qui  conservent  l'encre  plusieurs  années 
sans  qu'elle  sèche,  ni  s'épaississe,  et  sans  coton,  parce  qu'ils  ferment 
comme  hermétiquement.  Ils  ne  sont  point  sujets  à  se  renverser,  etc.  » 

II.  Brocard. 

923.  (1896,  246)  {Trinitario).  —  Recueils  de  paradoxes  mathé- 
matiques (1897,  108,  176).  —  Ajouter  à  la  bibliographie  des 
Recueils  de  paradoxes  déjà  indiqués  les  Rational  amusements  for 
winter  evenings  du  professeur  Jackson  (in-12,  4  planches.  Londres; 
1823)  contenant  deux  cents  difficultés  et  paradoxes  élémentaires 
relatifs  à  l'Arithmétique,  à  la  Géométrie,  etc.  (voir  Afonthly  Maga- 
sine, p.  711  :  juin  1823).  A. -P.  Ericsson, 

9- 
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iOiO.  (1897,  'yi)  (Servant).  —  Bibliographie  de  la  Géométrie  à 
n  dimensions  et  de  l'Analysis  situs(i%91^  236;  1898,  17). — G.  Fos- 
TENÊ,  L'hyperespace  à  (n  —  i)  dimensions.  Propriétés  métriques 
de  la  corrélation  générale,  Paris;  1892.  —  W.  DrcK,  Beitrâge zur 
Analysis  Situs.  2  Mémoires;  1888-1890.  —  G.  Bordiga,  La  super- 
ficie  délie  6'*  ordine,  con  dicei  rette  nello  spazio  R^;  1886.  —  G. 
Brlnel,  Sur  V Analyse  indéterminée  et  la  Géométrie  à  n  dimen- 
sions*^ 1888.  —  E.  D.  OviDio,  Le  funzioni  metriche  fundamentali 
negli  spazi  di  quante  si  vogliano  dimensions;  1877.  —  R.  de 
Paolis,  Le  transformazioni  doppie  dello  spazio.  Roma;  i885.  — 
P.  DEL  Pezzo,  Salle  superf.  dell'  ordine  n'*'«'  immerse  nello 
spazio  di  n  dimensioni.  Palermo;  1887.  —  G.  RrcQUiER,  Extension 
à  Vhyperespace  de  la  méthode  de  Cari  Neumann  pour  la  résol. 
des  probL  relatifs  aux  fonctions  de  variables  réelles.  Paris; 
1886.  —  V.  SciiLEGKL,  System  der  Raumlehre  {nach  Grassmann). 
Leipzig,  2  vol.;  1872-1873.  —  G.  Veronese,  Grundzûge  der  Géo- 
métrie von  mehreren  Dimensionen;  189Î.  —  J.-M.  Bruckneb, 
Elemente  der  vierdimension.  Géométrie.  Zwickau;  1894.  —  L. 
K\i8ER,Zar  Théorie  e.  Baumes  v.  n  Dimensionen.  Bonn;  1887. — 
E.  Dreher,  Die  vierte  Dimension  des  Baumes.  Halle;  1879.  —  S. 
Lie,  Théorie  e.  Baumes  von  n  Dimensionen.  GOtlingen;  1871.  — 
V.  SciiLEGEL,  Quelques  théorèmes  de  Géométrie  à  n  dimensions. 
Paris;  1882. —  H.  Schurert,  Die  n-Dimensionalen  Verallgemeine- 
rungen  d.  Anzahlen  f.  die  vielpunktig  beriihr.  Tangenten  e. 
punktallgeni.  Flàche  m-ten  Grades;  1884.  —  H.  Schubert,  Die 
n-dimensionalen  Veral'gemeinerungen  der  fundament.  Anzah- 
len unseres  Baums;  1884.  —  Killing,  Ueber  d.  Nicht-Eukli' 
dischen  Baumformen  von  n  Dimensionen;  i883.  —  J.  Pbtersen, 
Ueber  n  dimensionale  complexe  Zahlen;  1887.  —  A.  Sciioenplies, 
Ueber  einen  Satz  aus  d.  Analysis  Situs;  1896.  —  P.-H.  SciiorTE, 
Le  développement  le  plus  général  dans  l'espace  à  N  dimensions. 
Groningue;  1892.  —  F^.-H.  ScnoiTE,  Sur  les  types  de  cristaux  du 
système  régulier  de  l'espace  à  4  dimensions;  189Î.  —  P.-H. 
SciiOL'TE,  Quelques  figures  à  N  -h  2  inversions  dans  l'espace  à 
N  dimensions,  ilaarlem;  1897. 

E.-B.  EscoTT  (Grand  Rapids,  Mich  ). 

1178.  (1897,  260)  (H.  Dellac).  —  Définition  de  la  similitude 
(1898,  i32,   200).  —  D'après  une  observation   que  j'ai  eu  occasion 


-  503  ~ 

de  faire  il  y  a  quelque  temps,  rapportée  dans  le  P.  M.  li.  (mars  1898), 
la  définition  de  la  similitude  attribuée  généralement  à  Duh\mkl  a  été 
énoncée  auparavant  par  Olivier  en  iS'26  (Journal  de  Crefie,  t.  1, 
p.  2|7-248)  et  développée  amplement  par  Cukllk  lui-même  dans  un 
Mémoire  lu  le  i3  mars  i8'28  à  l'Académie  royale  des  Sciences  de 
Berlin.  V.  Retali  (Milan). 

1220.  (1898,  '28)  (E.-N.  Barisien).  -  Enveloppe  d'une  droite  de 
longueur  constante  s'appuyant  sur  deux  droites  quelconques.  — 
(1898,  160).  —  Soit  BC  le  segment  de  longueur  constante,  qui 
s'appuie  sur  les  deux  droites  fixes,  issues  de  A,  et  faisant  entre  elles 
l'angle  a.  Soient  a  le  rayon  du  cercle  ABC  et  B'C  le  diamètre  pa- 
rallèle à  BG.   Si  cp  est  rinclinai<son  de  la  bissectrice  de  l'angle   A 

sur  le  côté  opposé,  il  est  clair  que  l'arc  AC  est  mesuré  par  20 > 

et  que,  par  suite,  la  dislance  de  A  à  B'C  est  y  =  — a  cos2©.  Au  lieu 

de  l'enveloppe  (Q)  de  BG  il  nous  convient   de   chercher  la   courbe 

parallèle  (Q'),  enveloppe  de  B'G'.  L'angle  <p  et  les  coordonnées  du 

pointy?!rc  A  par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  normale  à  (Q')  doivent 

..  -  .  ,.  .  rfo  i        dx        Y  dy  X 

satisfaire    aux    conditions    v- = »     -y- = -s^^ i       -f- = » 

ds  p        ds         p  ds  p 

de  sorte  que,  si  Ton  prend  d'abord  les  dérivées  des  deux  membres 

de  y  = — acos2(p,  on  obtient  a?  =  2a5in2ç;  puis,  en  opérant  de 

même  sur  la  dernière  égalité,  p  =  3a  cos2ç.  Enfin 


s 


=  — j  p  do  = asin2cp,         4^*-+- p*=  9a'. 


Donc  (Q')  est  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements.  Pour 
calculer  l'aire  S  de  la  courbe  (Q)  on  peut  prendre  comme  élé- 
ment d^  Taire  du  triangle,  qui  a  pour  base  l'arc  élémentaire 

—  (  p  -h  a  cos  a  )  do 

et  pour   hauteur  la   distance  ^-i-acosa   de  A   à   BG.   On   trouve 

a* 
^/S  =  -.- (3  cos4cp  —  4  cosa  C0S2Q -4- cos'a -h  3  sin'a)  <f(p;     puis,    en 

intégrant  entre  o  et  27r,  S  =  (  J  -4-  sin*a)Tra'.  Rosace. 

i3I9.  (1898,  172)  (L.  Ripert).  —Foyers,  etc.,  d'une  conique  en 
coordonnées  trilatères.  (1899,  44)-  —  L'objet  de  cette  question  est 
le  même  que  celui  de  la  question  333  qui  a  reçu  de  nombreuses 
réponses.   Je   signalerai   donc    le?  auteurs   suivants   :    Ferrers,    H. 
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Faure,  Koeuler,  Casey  (/.  M»,  1895,  laS);  Stoll  {Ibid.,  23o,  363); 
C.  Smith  {Ibid.,  23 1);  G.  Eurenius  (1896,  226)  et  enfin  G.  Smith 
{Q.  J.f  XII,  1872-1873,  foyers  et  axes  d*une  conique  en  coordon' 
nées  trilinéaires).  H.  Brocard. 

i325.  (1898,  173)  (Rosace),  —  L'égalité 

/dx 
f{x) — = /(x);    en    diiïérentiant,    on    a 

4^  =  /'(^)  ou  f(x)  =  xf\x).  Soit 

f{x)  =  A  -h  Bar-h  Ca?*-!-  \)x^->r, . .. 

On  trouvera  que  A  =  o,  G  =  o,  D  =  o,  . . .  et,  par  suite,  /(x)  =  Bx 
B  désignant  une  constante. 

E.-B.  EscoTT  (Grand  Hapids,  Mich.). 

1400.  (1898,  248)  (Escott).  —  Limite  du  nombre  des  quotients 

de  v^M  réduite  en  fraction  continue  (1899,  161).  —  L^hypothése 
empirique  de  M.  Boutin  est  inexacte;  en  voici  la  preuve  : 

V/82G9  =  90-+-.. .;  le  nombre  de  termes  de  la  période  est  181, 
v/8941  =94-+-...;  w  »  207, 

/9949=^99-+----;  »  '^  '^'7f 

/4909  =  70-H...;  »  »  "4«- 

Ges  résultats  sont  tirés  d'un  Article  par  G. -A.  Hoberts,  A  table 
of  the  square  rootx  of  the  prime  numbers  of  the  for  m  4//t-t-i 
less  than  i o 000  expanded  as  periodic  continued  fractions,  publié 
dans  le  Mathematical  Magazine  (Washington,  D.  G.),  vol.  Il,  n"  7. 

E.-B.  Escott  (Grand  Hapids,  Mich.). 

1440.  (1899, 6) (E.-B.  Escott). —  Critérium  de  racines  commen- 
surables pour  le  troisième  degré.  —  Plusieurs  théorèmes,  à  ce  sujet, 
ont  été  formulés  par  Realis  ( vot>  Laisant,  Problèmes  :  \U^  Algèbre) 
mais  il  y  a  lieu  de  signaler  ici  la  proposition  énoncée  par  Kumnier 
(loc,  cit.  et  M.  i885.  p.  204).  Les  équations  de  la  forme 

075— (a-h2p)x«-f-(2ap-f-p«-i-3Y*)-P  — a(P»4-3Y')  =  o, 

où  a,  p,  Y  sont  des  nombres  entiers  ou  des  fractions,  sont  les  seules 
équations  du  troisième  degré  ayant  une  racine  entière  ou  fraction- 
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naire  qu'on  puisse  trouver  par  la  règle  de  Tartaglia  (ou  de  Cardan) 
en  n*opérant  que  sur  des  grandeurs  coininensurables. 

On  a  aussi  cette  propriété  :  une  équation  algébrique  à  coefficients 
entiers  n'a  pas  de  racines  entières  si  /(o)  et  f{i)  sont  des  nonabres 
impairs  (Gauss,  A'^.  A,j  1857,  p.  9,  10,  71).  H.  6ROCARD4 

1446.  (1899,28)  (Stuyvaert).  —  Les  propriétés  du  point  signalé 
par    M.  Stuyvaert  sont  probablement  déjà  connues,  car  elles  dé- 
coulent assez  facilement  de  la  théorie  des  courbes  polaires.  Dans  le 
plan  d'une  cubique  CJ  il  y  a,  en  général,  une  seule  conique  polaire 
qui  passe  par  deux  points  arbitraires  M,  N^;  c'est  la  conique  polaire 
du  point  P,  commun  aux  droites  polaires  de  M  et  N  par  rapport  à 
la  cubique.  Si  les  deux  points  M  et  N  appartiennent  à  GJ,  P  est 
l'intersection  des  tangentes  en  ces  points;  lorsque  M  et  N  sont  deux 
des  quatre  pôles  d'une  droite  r,  par  rapport  à  GJ,  il  y  a  oc*  coniques 
polaires  qui  passent  par  M  et  N;  c'est-à-dire  celles  qui  forment  le 
faisceau  des  coniques  polaires  dont  les  pôles  tombent  sur  la  droite  r 
(voir,  par  exemple,   Durége,   Curven  3.0,  §  289.  Leipzig,   1871). 
Lorsque  la  cubique  dégénère  en  un  trilatère  aèc(ABC),  le  réseau 
des  coniques  polaires  est  formé  par  les  coniques  circonscrites  au 
triangle  ABC  (loc,  cit.,  §§291  et  298).  Le  pôle  correspondant  à  une 
conique   circonscrite   au   triangle  ABC   est   le  point   commun   aux 
droites  qui  joignent  les  sommets  de  ABC  avec  les  pôles  des  côtés 
opposés  (ibid.,  §  299).   En  particulier,  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC  correspond,  comme  pôle,  le  point  de  Lemoine  du 
triangle.  Les  droites  polaires,  par  rapport  au  trilatère,  des  points 
d'une  conique  circonscrite,  passent  par  le  point  dont  la  conique  est 
polaire  (  «6 tV/.,  §  173);  par  suite,  les  droites  polaires^  par  rapport 
à  un  triangle,  des  points  circulaires  à  V infini  de  son  plan  vont 
se  couper  au  point  de  Lemoine  du  triangle.  Si  /j,  ^j,  t^  sont  les 
tangentes  à  la  cubique  aux  points  où  elle  est  coupée  par  une  droite  g, 
les  droites  polaires  d'un  point  de  g^  par  rapport  à  la  cubique  et  par 
rapport  au  trilatère  tit^t^  coïncident  {ibid.,  §  294)  :  donc,  le  point 
dont  la  conique  polaire,  par  rapport  à  CJ,  passe  par  les  deux  points 
M  et  N  est  l'intersection  des  droites  polaires  de  M  et  N  par  rapport 
au  trilatère  formé  par  les  tamgentes  à  GJ  aux  points  où  la  courbe 
est  coupée  par  la  droite  |  MN  |.  En  prenant  pour  M  et  ÎN  les  points 
circulaires  à  l'infini,  nous  avons  :  le  point  dont  la  conique  polaire 
par , rapport  à  GJ  est  un  cercle,  est,  en  général,  le  point  commun 
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aux  droites  polaires  des  points  circulaires  à  Vinfini^  par  rapport 
€LU  Irilatère  formé  par  les  asymptotes  de  la  cubique <,  c^est-à-dire 
le  point  de  Lemoine  de  ce  triangle,  V.  Retali  (Milan). 

Dans  les  Nouvelles  Annales  de  juin  1892,  Sur  la  Géométrie  du 
triangle,  p.  260,  j'ai  indiqué  les  propositions  suivantes  : 

6°  Le  foyer  singulier  d'une  cubique  cyclique  est  le  point  de  Le- 
moine de  son  triangle  asymptotique. 

y^  La  polaire  d'un  point,  par  rapport  à  une  cubique  triasynnpto- 
tique,  n'est  un  cercle  que  si  le  point  choisi  est  le  point  de  Lemoine 
de  son  triangle  asymptotique. 

8"  Les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  ce  point  déterminent 
sur  la  cubique  six.  points  qui  sont  sur  un  cercle  (ces  deux  proposi- 
tions ont  été  énoncées  par  M.  Lemcine  pour  le  cas  où  la  cubique  se 
réduit  à  ses  asymptotes). 

Je  déduis  de  ma  septième  proposition,  que  le  point  étudié  par 
M.  Stuyvaert  ne  devient  pas,  mais  est  le  point  de  Lemoine  du  tri- 
angle triasymptotique. 

Je  suppose  même  que  la  propriété  est  générale  pour  toutes  les 
cubiques.  Enrique  Valdës. 

Voici  un  théorème  que  j'ai  publié  dans  le  Periodico  di  Materna- 
ticay  et  qui  se  rattuche  à  cette  question  : 

«  Si  r  est  une  cubique  plane  quelconque,  il  y  a,  en  général,  un 
seul  point  P  de  son  plan  tel  que  la  correspondante  conique  polaire 
soit  un  cercle.  En  supposant  que  la  cubique  unicursale  soit  une 
cubique  proprement  dite  et  passant  par  les  points  circulaires  à  l'in- 
fini, la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  point  P  soit 
sur  la  courbe  est  qu'elle  soit  une  strophoïde,  » 

G.  Gaudoso-Laynes  (Livourne). 

1447.  (1898,  •i^){Albus).  — Exercices  d'Arithmétique,  parF.-J. 
4"  édition.  Paris,  1894.  Gh.  Poussielgue,  éditeur.  Prix  4'% 80. 

Solutions  des  Exercices  proposés  dans  le  Traité  d'Arithmé- 
tique de  J.  Bertrand;  c'est  un  Ouvrage  fort  intéressant,  épuisé, 
mais  qui  n'est  pas  introuvable.  £.  Leuoine. 

L'Ouvrage  intitulé  :  1800  questions  mathématiques  posées  aux 
examens  d'admission  aux  écoles  spéciales  par  E.  Verheist 
(Bruxelles,  Alfred  Gastaigne),  renferme  bon  nombre  de  problèmes 
d'Arithmcliqne.  G.  Petit-Bois  (José  par  Hervé). 
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A  citer  Hlgher  Arithmetic  par  Beman  et  Smith,  Boston  U.  S.  A. 
et  Londres,  Sinn  et  Company),  Ouvrage  qui  contient  un  nombre 
considérable  d'excellents  problèmes,  et  Electric  Light  Arithmetic^ 
par  Day  (Londres,  1887).         E.-B.  Escott  (Grand  Rapids,  Mich.). 

1448.  (1899,  28).  (Mrhmed  Emine).  —  Le  second  volume  de  V Al- 
gèbre supérieure  de  H.  Weber,  a  paru  en  1897,  en  allemand.  (F^ 
Vieweg,  Brunswick,  20  marks).  Paula  Klekler  (Vienne). 

1449.  (1899,  29)  (Henry  Bourget).  —  Il  y  a  eu  deux  astronome» 
du  nom  de  Pigott  : 

1.  L'ainé,  Nathamel  Pigott,  fils  de  Ralph  Pigott,  de  Whitton 
(Middiesex),  et  de  sa  femme  Alethea,  fille  du  8*  vicomte  Fairfax,  est 
né  à  Whitton,  où  il  est  mort  en  1804  (voir  The  Dictionary  ofNatio^ 
nal  Biography,  vol.  XLV  ;  Nichols*  Herald  4  Généalogiste  vii,  1 55  ; 
Berliner  astrononiisches  Jahrbuchj  1782,  p.  146;  Notices  biogra- 
phiques et  bibliographiques  de  r Académie  de  Bruxelles j  1887; 
Connaissance  des  Temps  pour  Van  1780,  p.  3 16;  Thomson»  Ilis- 
tory  0/  the  Royal  Society;  Poggendorff*s  Biograph-lit-Hand- 
wôrterbuch;  Watts  Bibl.  Brit.;  Wolf's  Geschichte  der  Astronomie, 
p.  738,  où  toutefois  Nathl  Pigott  est  confondu  avec  son  fils). 

2.  Edouard  Pigott  (1768-1807),  fils  du  précédent,  a  concouru, 
en  1772,  aux  travaux  géodésiques  de  son  père,  en  Hollande.  Je 
serai  heureux  de  fournir  à  votre  correspondant  une  copie  in  extenso 
du  texte  de  la  Notice  sur  les  deux  Pigott,  contenue  dans  le  Diction- 
naire de  Biographie  nationale,  vol.  XLV,  s'il  le  désire  et  s'il  veut 
bien  me  communiquer  son  adresse.  W.  Stott  (Liverpool). 

1457.  (1899,  32)  (E.-N.  Barisien).  —  Voici  une  propriété  de  ces 
triangles  :  5t  T,  T'  sont  deux  triangles  de  même  périmètre  et 
même  surface,  les  rayons  de  leurs  cercles  circonscrits  sont  in- 
versement proportionnels  aux  périmètres  de  leurs  triangles 
orthiques.  JoRGE  F.  d'Avillez  (Portalegre). 

1459.  (1899,  32)  (G.  Fontené).  —  Produit  de  deux  somme» 
de  2"  carrés.  Cette  question  a  été  traitée  à  diverses  reprises  :  Note 
de  Young  dans  les  Transact,  B,  Irish  Acad,,  XX!,  1848,  affirmant 
que  le  théorème  d'EuIer  ne  s'étend  pas  à  une  somme  de  seize  carrés. 
—  J.-J.  Thomson,  Sur  la  décomposition  du  produit  de  deux 
sommes  de  huit  carrés  en  une  somme  de  huit  carrés  {M,  M., 
VU,  1877-1878,  73).  —  S.  RoBERTS,  Sur  r  impossibilité  d^une  exten- 
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sion  générale  du  théorème  d'Euler  sur  le  produit  de  deux 
sommes  de  quatre  carrés  au  produit  de  deux  sommes  de  a"  carrés, 
oà  n  est  >  3  (Ç.  /.,  XVI,  1879,  159-170).  —  A.  Cayley,  Sur  le  théo- 
rème des  deux,  quatre^  huit  et  seize  carrés  {ibid.f  XVII,  188 1 ,  •?58- 
•276).  —  S.  RoBERTS.  —  Note  additionnelle  Sur  l* impossibilité  d'une 
extension  /générale  du  théorème  d^Euler  {ibid.,  276-9.80). 

Ces  indications  bibliographiques  seront,  je  crois,  très  utilement 
complétées  par  les  réponses  publiées  ici  à  la  question  820  sur  le 
même  sujet  (1896,  259-262  et  1897,  82).  H.  Bhocard. 

On  lit  dans  la  Th.  des  Nombres  de  E.  Lucas  (1891,  p.  Î26)  : 
«  M.  Samuel  Roberts  a  démonlré  qu'il  n'existait  pas  de  formule:» 
analogues  pour  les  sommes  de  seize  carrés  ou  plus  {The  Quarferlr 
Journal  y  1879  ^^  1880)  ».  Impossibilitv  of  gênerai  extension  of 
Euler's  theorem  on  the  product  of  two  sums  of  four  squares  to 
the  product  of  two  sums  of  2'"  squares  (m  >  3). 

A.  Berry  (Cambridge),  Hopfbauer,  E.  VVôlffing  (Stuttgart). 

Voir  aussi  un  Mémoire  de  Cayley  (  Ç.  /.,  1881);  qui  se  retrouve  dans  le 
t.  XI  de  ses  Collected  mathematical  papers,  p.  294-3i3. 

A.  Hebry  (Cambridge). 

Lucas  m'avait  envoyé  le  manuscrit  (en  anglais)  de  la  démonstra- 
tion de  M.  Roberts.  J'ai  conservé  la  minute  de  la  traduction  litté- 
rale, je  la  communiquerai  volontiers  à  M.  Fontené,  s'il  le  désire. 

H.  Delannoy. 

Cette  démonstration  se  trouve  :  A.  Puchta,  Ueber  einen  Satz 
von  Euler-Brioschi-Genocchi.  Sitzungsberichte  der  mathe- 
matisch-naturwissenschaftlichen  Classe  der  Kaiser  lichen  Aka- 
demie  der  Wissenschaften  in  Wien,  Band  96,  Abtheilung  a  Seile 
1 10-1 33.  Paula  Klekler  (Vienne). 

1461.  (1899,  5o)  {Epsilon).  —  Expériences  du  pendule  de 
Foucault.  —  Les  expériences  de  M.  Kamerling  Onnes  ont  été  faites 
en  1879.  Le  Mémoire  où  l'auteur  les  décrit  a  pour  titre  Aieuwe 
bewij'zen  voor  de  aswenteling  der  aarde,  Groningue,  1879, 
290  pages  et  4  planches.  Ph.  Gilbert  a  analysé  brièvement  ce  travail 
dans  son  article  :  Les  preuves  mécaniques  de  la  rotation  de  la 
Terre  {Revue  des  questions  scientifiques,  t.  XI,  1882,  p.  38 1). 

Delta,  A. "P.  Ericsson. 
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14&4.  (1899,  5i)  (E.-B.  Escott).  —  Solution  en  nombres  entiers 
de  Véquation  a*  -h  6*-+-  c'  =  d>.  L'identité 

(a?*—  2j^*)*-f-  (2073^^)*-+-  (8a:*j^«)«  =  (ar*-T-  a^'*)* 

donne  une  infinité  de  solutions,  x  Ql  y  étant  deu\  entiers  quel- 
conques. G.  Couturier  (Louvain). 

1467.  (1899,  5i)(E.  Lehoine).  —  Problème  des  communications. 
Question  de  combinaisons.  —  Considérons  une  communication 
complète  relative  à  n  villes  A,  n  villes  A'  et  p  villes  B;  cette  com- 
munication complète  est  formée  de  n  chemins  qui  passent  par  un 
certain  nombre  q  de  villes  B.  Le  nombre  q  peut  avoir  les  />  -4-  i 
valeurs  o,  i,  2,  ...,/?  et  pour  une  valeur  déterminée  de  q^  les  q 
villes  B  partagent  les  n  chemins  en  n  +  ^  chemins  partiels. 

Une  communication  relative  aux  nombres  /?,/>  +  !,  et  ^  + 1  peut 
être  considérée  comme  déduite  de  Tune  des  communications  com- 
plètes relatives  soit  aux  nombres  /i,  /?  et  ^  +  i,  soit  aux  nombres 
/i,  p  et  q.  Dans  le  premier  cas,  une  ville  nouvelle  B^+i  est  introduite, 
mais  elle  est  placée  en  dehors  des  chemins  de  communication;  dans 
le  second  cas,  la  ville  nouvelle  làp-^\  est  placée  sur  Tun  quelconque 
des  n-\-q  chemins  partiels  composant  la  communication  considérée. 
Les  diverses  communications  construites  par  ces  deux  procédés  sont 
distinctes  entre  elles  et  des  communications  diiïérentes  fournissent 
de  nouvelles  communications  également  dilTércnles. 

Désignons  par  y(/i,/>i  y)  le  nombre  des  communications  complètes 
relatives  aux  nombres  /i,  /?  et  y  ;  on  conclut  de  ce  qui  précède 

Y(n,  />H-i,  g'-+-i)  =  Y(/i,  p.  q-^i)-^{n-\-q)^(n,  p,  q) 
et  de  là  résulte 

Y(/i,  /?,  q)  =  ^{n,  o,  o)^^— ^^ ^ ^ n(/i-f-i)...(/i-f-5r~i). 

9  ' 

Riais  y('i»o,  o)  est  évidemment  égal  à  ai!;  on  peut,  en  effet,  pour 
former  une  communication  complète,  joindre  Ai  à  l'une  quelconque 
des  n  villes  A',  puis  A'  à  l'une  quelconque  des  (n  —  i)  villes  non 
employées,  et  ainsi  de  suite. 

On  a  donc 

T('^  P^  q)  =  n\  (^  j  n{n-T-i),,.{n-{-  q  —  i). 
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L    7=1 


-h  i),..{n-hq-  -i)  |. 


G.  Brunel. 


Nous  avons  reçu  une  autre  réponse  de  M.  Hatzidakis,  fondée  sur  une 
niétode  diférente;  le  défaut  de  place  nous  empêche  de  l'insérer  pour  le 
moment.  E.  Lemoine. 

1480.  (1899,  75)  (G.  Ricalde).  —  Propriétés  relatives  à  Véqua- 
tion  x^ —  Aj^*=  I.  —  On  a 

Xt«-HY,„/Â^(X,-f-Y,v/Âr*=(X,.-f-Y«v/Â)': 

on  en  conclut 

X2,i=  XJh- AjJ=  aXJ —  i        et        Y2„=2X„Y«. 

La  première  et  la  troisième  proposition  sont  donc  vraies.  Quant  à 
la  deuxième  proposition,  on  peut  en  premier  lieu  remarquer  que 

y"^^ est  toujours  un  carré  et  un  nombre  entier.  On  a,  en  effet, 

Al —  l 

X3=4XÎ-^3X,,        X,-i  =  4Xî-4-4X,-+-i 
et 

X j/i-Hi  =  (  4  X|  —  2  )  Xjrt-i  —  Xin-S 

c'est-à-dire 

X,„4.,—  I   r=(4Xî—  2)(X2;,-,—  l)— (X,„_8—  l)H-4(Xî— I), 

d'où  l'on  voit  que  Xj,i-j.i  —  i  est  divisible  par  Xj  —  i  quand  Xj^-i  —  i 
et  Xîrt_3 —  I  le  sont.  Or  Xj  —  i  et  Xj  —  i  sont  divisibles  par  Xi  —  i, 
donc  Xj„-Hi  —  I  l'est  aussi  pour  toute  valeur  de  n,  La  dernière  équa- 

tion  montre  aussi  que  —^ est  un  nombre  impair  si  — ^, 

*         Xi — i  '  Xi~i 

est  impair.  Or  ^ et  ^ sont  tous  les  deux   impairs.  On  en 

Xi  — l  Ai~I  ^ 

déduit  que       '"^^ est  aussi  impair  pour  chaque  valeur  de  n.  On 

Al  —  1 

•  -11  «  •  ,  Ao/i^i  ~r~  I  ... 

voit  de  la  morne  manière  que  — ^, est  entier  et  impair. 

Al  -H  1 

Pour  démontrer  que     '^^^ est  un  carré,  on  peut  écrire  l'équa- 


\ 
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tion  X|,(^i  —  A^|„_,  =  I  sous  la  forme  suivante     ..j  —    .y, 

A I         I  II 

ou  bien  — rr — ^^ =  (  —=7 —  )  • 

—=^, et  — _;: n  avant  aucun  facteur  commun  sont  donc 

Xi — I  Xi-hi 

tous  les  deux  carrés.  On  peut  conclure  de  là  que  a(Xi  —  i)  est  un 

carré,  si,  pour  une  valeur  quelconque  de  /i,  2(Xj,i-j.i  —  1)  est  carré 

et  alors  -i^X^n-^x  —  0  est  carré  pour  toutes  valeurs  de  n. 

Supposons  que  l'équation  a*  —  A  i^*  =  —  i  possède  des  solutions,  et 

soient  U\  et  Vx  les  plus  petites  valeurs  positives  de  u  et  p  qui  satisfont 

à  cette  équation.  O1I  a  alors 

et  les  propositions  2  et  4  (le  M.  Ricalde  sont  vraies  dans  ce  cas.  Mais 
il  faut  observer  que  i{  Xj^^i  —  1)  peut  être  carré  sans  que  l'équation 
M* — Ap*  =  —  I  possède  des  solutions.  Si,  en  effet,  les  équations 
X* — AY»=i,  w' — Ap'  =  —  I  admettent  toutes  les  deux  des  solu- 
tions entières,  alors  l'équation  Z* — 4A«p*=i  admet  les  solutions 

Y 

Z/i=  Xrt,  «'«=  "T^*  •iCZjw-Hi  — i)  est  donc  un  carré,  mais  l'équation 

M*-— 4 Ai''  n'a  évidemment  pas  de  solutions.  Si  2(Xj„^i  —  i)  est  un 

carré  et  l'équation  a* — Ai^*= — i  n'a  pas  de  solutions,  Yj^+i  n'est 

Y 

pas  divisible  par  /7fXi^^77--~Ô  •  Si  l'on  a  en  effet  "^  =  X:, 

v/Z(Xï„+,  — I) 


on  a  aussi 


Xî«-»-i  —  î      Xj„^i  —  I        «iwH- 1 


--  I. 


•■*  Y|/i+i       '2(Xî«-n  — i) 

A.  Pai.mstrom  (Aas,  Norvège). 

Ii89.  (1899,  79)  (E.-B.  Escott).  —  Rectification  graphique 
d*un  arc  de  cercle.  —  La  première  construction  indiquée  est  iden- 
tique à  une  construction  déjà  donnée  par  Macquorn  Hankine  dans 
un  journal  hollandais  de  Mathématiques,  t.  IV,  p.  200-204  (d'après 
la  N.  C).  Elle  est  le  sujet  de  la  question   436  de  la  iV.    C,   t.   IV, 


à 


p.  366-36;;  1878;  reproduite  au  P.  M.  5.,  t.   II,   p.  2;8-a79;  U91, 
sous  le  n"  78. 

Quant  à  la  seconde  construction,  elle  me  parait  avoir  aussi  été 
indiquée  par  Rankine,  mais  une  erreur  de  transcription  dans  Ténoncé 
susmentionné  de  la  A^.  C.  obligerait  à  se  reporter  au  Travail  original 
qu'il  ne  m'a  pas  été  possible  de  préciser  davantage.  Cependant  les 
indications  qui  précèdent  me  semblent  pouvoir  mettre  sur  la  voie. 

H.  Brocard. 

Dans  le  Journal  de  Vu ibert  (3*  ^nnée,  p.  1 34),  ces  deux  construc- 
tions sont  indiquées.  G.  Delaiiayk. 

Le  défaut  de  place  nous  empêche  d'insérer  une  méthode  fort  ori- 
ginale, indiquée  en  réponse  à  la  question  par  M.  Berdellé.  Il  renvoie  à 
la  Communication  faite  par  lui  au  Congrès  de  Toulouse  de  l'Associa- 
tion française  pour  l'avancement  des  Sciences  en  1887. 

La  Rédaction. 

J'ai  publié  (S.  Af.,  1891)  une  méthode  pour  rectifier  approxima- 
tivement un  arc  de  courbe  et  obtenir  l'aire  d'une  surface  convexe, 
pouvant  se  résumer  dans  les  deux  propositions  suivantes  faciles  à 
établir  : 

1°  Portons  sur  la  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  une  longueur 
égale  à  trois  fois  le  rayon  de  courbure;  du  point  obtenu  comme 
centre  de  perspective,  projetons  coniquement  un  arc  de  la  courbe 
sur  la  tangente  en  M;  la  différence  entre  cette  projection  el  Tare  de 
courbe  est  un  infiniment  petit  du  cinquième  ordre  par  rapport  à  l'arc, 
pourvu  que  le  milieu  de  la  projection  orthogonale  de  l'arc  soit  en  M. 

2°  Portons  sur  la  normale  à  une  surface  convexe  en  M  une  lon- 

8  T  1 

gueur  Si  définie  par  l'équation    -5-  =  -n — 1-  b"'  ^»  ^^  ^ï  étant  les 

rayons  de  courbure  principaux  en  M,  supposés  de  même  signe.  Du 
point  obtenu  projetons  coniquement  sur  le  plan  tangent  en  M  une 
calotte  ayant  sa  base  parallèle  à  ce  plan  tangent.  Si  la  normale 
en  M  est  un  a\e  de  symétrie,  la  différence  entre  l'aire  de  la  calotte 
et  sa  projection  conique  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre 
par  rapport  à  l'une  d'elles  (>).  A.  Pellet. 


(')  La  consiructioD  de  M.  Escotl  pour  avoir  la  longueur  d'un  arc  de 
cercle  est  avantageuse,  mais  celle  qu'il  indique  pour  avoir  un  arc  de  longueur 
donnée  ne  me  paraît  pas  valable.  (  A.  P.)- 


^ 
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1-490.  (1899,  8o)  (Quemquœris),  —  Sur  la  série 


i!  siiiô 


ni  sinn6 


—  Lorsque  ô  est  commensurable  avec  ir,  les  séries  considérées  ren- 
ferment une  infinité  de  termes,  qui  ne  signifient  rien.  11  n*est  donc 
pas  permis  de  parler  de  leur  divergence.  Si  6(  =  7ca7)  n'est  pas  com- 
mensurable avec  Tc,  on  peut  évidemment  trouver,  d'une  infinité  de 
manières,  des  nombres  ai,  a^,  aj,  . . .,  tels  que  la  série 


a, 


«1 


«3 


sin6       sin2  0       sin30 

soit  convergente.  La  somme  de  la  série  est  une  fonction  de  x^  dé- 
finie pour  les  valeurs  irrationnelles  de  x.  Ceci  n'a  rien  d'éton- 
nant, me  semble-t-il,  et  la  définition  ordinaire  de  la  convergence 
n'en  devient  pas  moins  satisfaisante.  CesAro  (Naples). 

La  réponse  aux  trois  questions  est  négative  en  vertu  du  théorème 
suivant  : 
Il  existe  toujours  des  valeurs  irrationnelles  de  0  qui  rendent 

divergente  la  série 

2o(n) 
sin(/nr6) 

En  effet,  il  suffit,  pour  en  trouver  une,  de  définir  6  par  une  frac- 
tion continue  à  quotients  entiers  (ai,  as,  ...,  ol„^  ...)  et  de  choisir 
successivement  les  quotients  an  de  manière  à  vérifier  la  condition 


««> 


?(^«-i)' 


où  6„_i  désigne  le  dénominateur  de  la  (n  —  if'"*«  réduite. 
Cette  réduite  ne  dépend  que  des  quotients  qui  précèdent  a„. 

Pour  le  montrer,  soient.  j^~^  et  /*"*  les  réduites  de  rang  {n 


bn-i       bn-\ 


-■^) 


et  {n  —  i);  on  aura 


9- 


«n-l 


bn- 


1 


|sin(6„_i^e)!  = 


sin 


bn-\(  b,i-\an-\-  bn-t) 

< 


bn-i^fi-+-  b,^-i 


t: 


bn-\^{b,t-\) 


—  ±\l  - 

Dune 


sin(6,n_i7cO) 


^«-1 


7C 


Par  conséquent,  les  termes  de  la  série  ne  peuvent  avoir  pour  li 
mite  o  et  la  série  est  divergente. 

Cii.-J.  DE  LA  Vallée-Poussin  (Louvain). 


Les  séries  considérées 


o(n) 


^sinnd 
présentent  une  grande  analogie  avec  les  séries  de  la  forme 


X  —  Ui 


qui  ont  été  étudiées  par  divers  géomètres.  Dans  ma  Thèse,  j'ai 
étudié  la  convergence  de  ces  dernières  séries  pour  certains  points 
dans  le  voisinage  desquels  se  trouve  une  infinité  de  points  an\  j*ai 
repris  l'exposition  de  ces  recherches  dans  mes  Leçons  sur  la  théorie 
des  fonctions.  On  montrera  très  aisément,  à  l'aide  des  mêmes  prin- 
cipes, que,  quelle  que  soit  la  fonction  ^{n),  il  existe  des  valeurs 

incommensurables  de  —  pour  lesquelles  la  série  (i)  diverge.  Je 

me  tiens  d'ailleurs  à  la  disposition  du  correspondant  de  Vlntermé- 
diaire  pour  lui  fournir,  s'il  le  désire,  des  renseignements  complé- 
mentaires. Emile  Borel. 

Il  serait  inexact  de  dire  que  la  série    >  — ; — : r- est  convergente, 

lorsque  —  est  incommensurable. 

ooit,  par  exemple,  -  = 1 h. .  .H h. . .,  ou  À  est  en- 

lier,  les  p  sont  des  entiers  croissant  et  les  a  des  entiers  inférieurs  si 
un  nombre  fixe  A. 

Si  n  =  >v''*,  on  a 

A 
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et 


A.  Xic  N 
|sin/iG!  <  T^ kP^-Pvi-x^ 


ni  sin/iO 


> 


AX 


1  X/'yu-Z'y 

-  X 


7C 


(X/^) 


Il  est  facile  de  choisir  les  nombres/?  de  façon  que  cette  expression 

ne  tende  pas  vers  o;  il  siifiil,  par  exemple,  que  p^^i^p^'k^''  pour 
une  infînité  de  valeurs  de  v.  La  série  est  alors  divergente. 

On  peut,  par  exemple,  prendre  pi  =  fx,  /?t  =  |^^,  et,  en  général, 
/?y^,  =  jjiA'v,  où  [Ji>X.  Comme  les  a  restent  arbitraires,  pourvu  qu'ils 

soient  finis,  les  nombres  -  qui  remplissent  ces  conditions  forment 

une  suite  non  dénombrable. 

Il  en  est  de  même  pour  la  série   y^—. jr>  car,  quelle  que  soit  la 

fonction  cp,  on  peut  choisir  les  nombres  />,  pour  une  infinité  de  valeurs 

r         LcCX^'v)! 
de  V,  de  façon  que  p^n-i  >/>v  M j-r —    • 

D'autre  part,  pour  chercher  des  valeurs  rendant  la  première  série 
convergente,  mettons  -  sous  forme  de  fraction  continue 


0 

-  =  ai  -H 


«î 


«3 -H.. 


Soient  —   la  v'**™*  réduite,    -  une  fraction  quelconque,  et 
^y  9 


on  aura 


7c       g 


> 


0  _/^ 


> 


^v-Hï         Çy 


^v  y  v-»-t 


En  posant  ^  =  n,  on  a 


ni  sinnO 


< 


<7v-f-î  Çy 


■2^v-lX  (^v-l)î 


et 


1 


ni  sinnO 


< 


<  l6 


n  =  q      -t-l 


2(^v-i;!  X  qy-i 


<7v-i 
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,3/ïî 


Si  la  série    >  r-^ est  convergenle,  on  sera  sur  que 


la  série  >  — ; — : r  est  convergente.   En  posant  a  = ,  on  a 

^/t!sin/iO  ^  ^  '2 

toujours  ^v<ût^~'»  et  la  série  précédente  peut  être  remplacée  par 
^  a^qy-nay-na*  (  "v^  )       >  ces    séries    seront    certainement 

convergentes  si,  à  partir  d'un  rang  déterminé,  on  a  av<a*^**,  où 

0  <  A:  <  - — 7^  •  E.  Fabry. 

2/5 

1561  (1899,  169)  (F.-E.  Niphrr).  —  Lorsque  a  est  très  voisin  de 

1  unité,  on  peut  prendre  e> k  =  — ^^— •  Hosace. 

1372  (1899,    172)  (Tussilage).  —  L'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion 

(  I  )  7ar = pyx-^b  -»-  qyx-a 

est  y  =  ax  -h  ^j  avec  a  et  ^  constantes  arbitraires,  pourvu  que  a 
et  b  soient  aussi  arbitraires,  sans  quoi  l'équation  proposée  est 
vérifiée  par  une  infinité  d'autres  fonctions.  Ainsi,  par  exemple,  dans 
l'expression  j/'  =  aa:-+-  p  de  l'intégrale  générale  de  l'équation 

yx=  -(7x+i-»-7x-i), 

a  et  p  sont  des  fonctions  arbitraires  de  x — \x\.  11  est  d'ailleurs 
nécessaire  (si  a  et  6  doivent  rester  quelconques)  que  p  cl  q  aient 

les  valeurs    p  =  r>  <7  =  r  >    Que   l'auteur  de  la   question 

^       a-\-  b     ^        a-\-  b      ^  ^ 

semble  considérer  comme  données  a/? Won*.  En  effet,  si  l'on  multiplie 
a  et  6  par  une  variable  t,  on  obtient,  en  dérivant  l'équation  (i)  par 
rapport  à  t,  o  =:pby^^ht  —  qay'^^i,  o  =pb^y'j,^t>t'^  Ç^^yx^t'^ 
puis,  pour  i  =  o,  i  =  p  -h  q,pb  =  qa,y  =  o.  Rosace. 

1588  (1899,  176)  (A.  Boutin).  —  On  a  :  ^^  =(i-har)'"(i  — a-). 
A.  Falmstrubi  (Aas,  Norvège),  Cksàro  (Naples). 


'•••< 
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QUESTIONS. 


162i.  [D2a]     Supposons  que  les  séries 

convergentes  pour  toute  valeur  de  x^  définissent  deux  fonc- 
tions ©(;r)  et  ^(^),  indéfiniment  croissantes  avec  x.  Pour 
toute  succession  de  nombres  Cp,  C|,  c^,  ...,  tendant  vers 
une  limite  c,  il  est  évident  que 

lira  rr— :  51  ^^Cn^"  =  lim  —---  V  ^nC^a"', 

0  0 

puisque  chacun  des  deux  membres  est  égal  à  c.  Cette  égalité 
subsiste-t-elle  toujours^  lors  même  que  c  n'existe  pas? 

CesÀro  (Naples). 

1625  (2).  [05ja]  Il  y  a  certaines  conditions  qu'on  ne 
peut  imposer  à  une  asymptotique  (qui  ne  soit  pas  une  géné- 
ratrice) d'une  surface  réglée,  sans  particulariser  cette  sur- 
face, et  qui  ne  peuvent  être  remplies  par  plus  de  deux 
asjmptotiques ,  à  moins  qu'elles  ne  le  soient  par  toutes. 
Telle  est,  par  exemple,  la  condition  à^étre  une  droite,  ou 
bien  celle  de  rencontrer  orthogonalement  les  généra- 
trices. Peut-on  énoncer  ces  conditions  d'une  manière  (géo- 
métrique) assez  générale  pour  comprendre  les  deux  cas  par- 
ticuliers que  nous  venons  de  citer?  Il  y  aurait  ensuite  à 
étudier  les  surfaces,  dont  toutes  les  asymptotiques  satisfont 
aux  conditions  dont  il  s'agit,  et  l'on  trouverait  ainsi  une  fa- 
mille de  surfaces  réglées,  comprenant  les  surfaces  du  second 
ordre  et  l'hélicoïde  à  plan  directeur.         Cesaro  (Naples). 

y/iferm.,  VI  (Octobre  1899).  10 
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1626.  [V]  Peul-on  donner  une  indication  bibliogra- 
phique sur  les  invariants  intégraux?  Gévé. 

1627.  [L-17g]  Je  désire  une  démonstration  directe  el 
purement  géométrique  du  théorème  suivant,  généralisation 
du  théorème  de  Dupin  sur  les  quadriques  homofocales  : 

((  Les  trois  quadriques  d^un  faisceau  tangentiel  passant 
pariin  même  point  se  coupent  suivant  des  lignes  tangentes 
sur  chaque  quadrique  à  deux  diamètres  conjugués  de  l'indi- 
catrice en  ce  point.  »  P.  Hendlé. 

1628.  [119]  Connaît-on  des  tétraèdres  dans  lesquels 
les  six  arêtes  et  le  volume  soient  des  nombres  entiers? 

GuL 

1629.  [K15b]  i"  Dans  un  angle  trlcdre  il  existe  un 
cône  de  révolution  F  de  même  sommet,  tangent  aux  quatre 
cônes  de  révolution  inscrit  et  exinscrits  au  trièdre;  je  vou- 
drais connaître  une  démonstration  directe,  purement  géo- 
métrique, de  cette  propriété. 

2**  Quelles  définitions  ont,  par  rapport  à  Tangle  trièdre, 
les  génératrices  de  F,  qui  donnent  les  principaux  points  du 
cercle  de  Feuerbach  que  l'on  obtient  quand,  le  trièdre  dé- 
générant en  un  prisme  et  les  cônes  en  cylindres,  on  coupe 
cet  ensemble  cylindrique  par  un  plan  perpendiculaire  aux 
génératrices?  Espanet. 

1630.  [V9]  J'ai  entendu  parler  d'un  travail  que  M.  Hil- 
bert  a  publié  dernièrement  à  Focasion  des  fêtes  de  Gauss  à 
Gôttingue,  dans  lequel  il  introduit  FAritmétique  d'une  façon 
magistrale  dans  les  bases  de  la  Géométrie,  oii  il  s'ocupe  de 
deus  nouvèles  géométries;  dans  Fune  d'èles  le  téorème  de 
Fexagrame  de  Pascal  n'a  pas  lieu,  et  dans  Fautre  on  n^admel 
pas  Faxiome  de  continuité  ;  dans  ce  travail  il  douerait  de  re- 
marquables téorèmes  sur  les  constructions  géométriques 
possibles  avec  la  règle  et  le  compas,  etc.  Je  voudrais  savoir 
le  titre  exact  du  Mémoire,  s'il  a  été  publié  à  part  et  alors  où 
il  est  édité.  E.   Lemoiive. 


^ 


1631.  [D2b]     On  sait  que  la  formule  d'Abel  : 

o{x-\-a)  =  o(x)-\-ao  {x  -h  o)-\ o  (a:  -+-  20)  -\-. .. 

a  été  reconnue  inexacte  dans  un  grand  nombre  de  cas,  mais 
M.  Bertrand  a  démontré,  au  moyen  de  la  formule  de  Bur- 
mann,  que  si  <p(a?)  est  développable  suivant  les  puissances 
de  e^,  la  formule  aura  lieu  pour  cette  fonction. 

Y  a-t-il  d'autres  cas  généraux  où  la  formule  d'Abel  est 
exacte?  J.  Duran-Loriga  (La  Corogne). 

1632.  [V9]  Quelle  est  la  bibliographie  moderne  sur 
l'application  de  la  théorie  des  restricteurs? 

J.  DiTRAN-LoRiGA  (La  Corogne). 

1633.  [V9]  Quel  est  le  plus  grand  nombre  premier  ac- 
tuellement connu?  Il  me  suffîrait  même  de  quelque  addition 
aux  renseignements  qui  ont  déjà  paru:  voir  /.  J/.,  1894, 
p.  2o3,  réponse  à  la  question  176.  Humilis, 

• 

1634.  [V5b]  Le  limaçon  de  Pascal  est  produit  comme 
une  épicjcloïde  et  dessiné  avec  exactitude  dans  Alberti 
Dureri  institutionum  geometricaruni,  Lutetia,  loSa,  p.  87 
(les  éditions  postérieures  ont  été  publiées  en  i533,  i535  et 
1606,  cf.  YI,  i3);  Maclaurin,  Geometrica  organica^  ly^-o, 
p.  98  et  suiv.,  traite  de  même  de  cette  courbe;  il  ne  men- 
tionne pas  qu'elle  fût  connue  anlérieurement.  Quelques- 
uns  de  vos  lecteurs  voudraient-ils  me  donner  les  références 
qu'ils  connaissent  sur  cette  courbe,  avant  1220. 

Archibald  (Berlin). 

1633.  [Flb]     Si  l'on  pose,  avec  M.  Weierstrass, 

i 

^3(0,7)  =  I  -h  27 -+-2  (7^-4-  •;?  79 -4-.... 
2^0(0,7)  =  I  — 27  -^  27^—  279-f-.  .., 

on  a,  comme  on  le  sait  {voir  Halphen,  Traité  des  fonctions 
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elliptiques^  V^  Partie,  p.  200),  entre  ces  fonctions  les  deux 
relations  algébriques  :  2rJ  4-  SJ  ==  3J  ;  Sr'^  =  TcSoSaSs.  Cela 
posé,  existe-t-il  une  relation  algébrique  entre  les  fonctions 

^,  ^.  ^,  ^  et  <7? 

dq  '    dq       àq  ^    àq  *' 

Garl  Stormer  (Christiania). 

1636.  [L*  16a]  Dans  le  triangle  a^^ant  pour  sommets  un 
point  mobile  d'une  ellipse  et  les  fojers  de  cette  courbe,  le 
lieu  des  pieds  des  sjmédianes  se  compose  de  deux  quar- 
tiques  fermées  dont  je  désire  connaître  l'aire. 

E.-N.  Bàrisien. 

1637.  [M*3ja]  La  podaire  d'une  cardioïde  par  rapport 
à  son  point  de  rebroussement  est  une  sextique  dont  l'aire  est 
les  I  de  l'aire  de  la  cardioïde  et  le  périmètre  égal  au  péri- 

mètre  de  la  cardioïde,  multiplié  par—-  Cette  double  pro- 
priété me  fait  penser  que  cette  sextique  est  une  courbe  du 
genre  épicycloïde,  et  que  les  podaires  successives  de  la  car- 
dioïde par  rapport  à  son  point  de  rebroussement  sont  quar- 
râbles  et  rectifiables,  et  probablement  aussi  du  genre  épic}- 
cloïde.  La  chose  est-elle  vraie?  E.-N.  Barisien. 

1638.  [O  2  c]  Cauchy  a  démontré  que  Y  aire  des  courbes 
parallèles  à  une  courbe  donnée  était  fonction  de  Taire  et  de 
la  longueur  de  cette  courbe.  Exîste-t-il  une  relation  analogue 
pour  la  longueur  des  courbes  parallèles?  Autrement  dit, 
est-il  vrai  que,  si  une  courbe  est  quarrable  et  rectijiable, 
ses  courbes  parallèles  le  soient  aussi,  comme  cela  a  lieu  pour 
rhypocycloïde  à  quatre  rebroussements. 

E.-N.  Barisiem. 

1639.  [Il]  Quelle  est  la  méthode  la  plus  expéditive 
d'extraction  de  la  racine  carrée?  Yen  a-l-il  une  supérieure  à 
celle  que  M.  Ed.  Lucas  a  donnée  dans  sa  Théorie  des 
fonctions  numériques  simplement  périodiques  {Amer. 
Journal  of  MathematicSy  v.  I,  p.  220)? 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapids,  Mich.). 
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1640.  [Il]  Y  a-t-il  une  méthode  semblable  à  celle  de  la 
question  précédente  pour  l'extraction  de  la  racine  cubique 
par  le  moyen  des  séries? 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapids,  Mich.). 

1641.  [Il]  A-t-il  été  publié  des  tables  donnant  les 
quotients  des  racines  carrées  des  nombres  exprimés  en 
fractions  continues? 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapids,  Mich.). 

1642.  [I2b]  p  étant  premier,  quelle  est  la  plus  petite 
valeur  impaire  de  p  qui  rende  iP — /?^  un  nombre  composé 
et  peut-on  savoir  d'après  la  valeur  dey?  si  le  nombre  2^ — /?^ 
est  ou  non  premier?  G.  de  Rocquigny. 

i 

1643.  [I2c]  Les  N  —  i  premiers  nombres  entiers  infé- 
rieurs à  N  peuvent  se  partager  en  deux  classes  : 

I®  Celle  des  'f  (N)  nombres  inférieurs  et  premiers  à  N; 

2°  Celle  des  N  —  i  —  ?(N)  nombres  inférieurs  et  non  pre- 
miers à  N. 

Ces  deux  classes  peuvent-elles  être  également  nombreuses, 
ce  qui  donne  2ç(N)=:N  —  i  (*)?  Il  est  bien  clair  qu'il  n'y 
a  à  considérer  que  le  cas  de  N  impair  et  de  forme  ^x  -\-\. 

G.    DE    RoCQUIGIfY. 

1644.  [M*6h]  On  sait  que  le  limaçon  de  Pascal  est  un 
ovale  de  Descartes.  Je  désire  savoir  si  la  définition  des  foyers 
de  l'ellipse  que  les  rayons  vecteurs  sont  des  fonctions  ration- 
nelles, etc.,  est  applicable  au  limaçon,     E.-N.  Barisiejv., 

1645.  [V]  Quand  a-t-on  employé  la  première  fois  le 
mot  milliard?  Quand,  la  première  fois,  les  mots  billion, 
trillion,  etc.;  pour  ces  derniers  mots,  quel  sens  leur  ont 

(*)  J'ai  déjà  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  la  relation 

2(p(N)  =  N  — I 

pour  une  foule  de  cas.  La  communication  d'une  réponse  définitive  me 
ferait  grand  plaisir. 
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donné  ceux  qui  s'en  sont  servis  les  premiers?  Existent-ils 
dans  le  grec  moderne  et  les  langues  slaves? 

A-t-on  déjà  fait  quelque  tentative  pour  supprimer  le 
désaccord  qui  existe  sur  le  sens  de  ces  mots  entre  les  savants 
de  langues  germaniques  et  ceux  de  langues  latines? 

C.  Berdellé. 

1646.  [121  a]  Dans  deux  plans  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre,  nous  supposons  deux  paraboles  dont  l'une,  qui 
s'appuie  sur  l'autre  par  son  sommet,  se  déplace  en  restant 
parallèle  à  elle-même.  Si  les  axes  des  deux  courbes  étaient 
parallèles,  on  aurait  un  paraboloïdc,  elliptique  ou  hyperbo- 
lique, suivant  que  les  deux  axes  iraient  dans  le  même  sens  ou 
en  sens  contraires.  Quelle  surface  aurait-on  si  les  deux  axes 
étaient  inclinés,  ou  bien  encore  à  angle  droit  l'un  sur  l'autre? 

C.  Berdellé. 

1617.  [  Jld]  L'établissement  d'un  thème  de  Géomancie 
est  un  petit  jeu  de  combinaisons  assez  innocent,  qu'on  peut 
symboliser  comme  il  suit. 

Il  s'agit  de  former  seize  nombres  de  quatre  chiffres,  écrits 
seulement  avec  les  caractères  i  et  a.  Les  quatre  premiers  de 
ces  nombres  sont  choisis  arbitrairement.  Les  quatre  suivants 
s'en  déduisent,  comme  l'indiquent  les  notations  ci-dessous  : 

(I) 
(4) 

(5) 
(6) 
(7) 
(8) 

Si  nous  écrivons  maintenant  (g)  =  (i,  2)  pour  désigner 
qu'un  neuvième  nombre  est  formé  avec  les  deux  premiers, 
en  additionnant  les  chiffres  de  même  ordre,  et  en  retranchant 
2    de    chaque    somme    supérieure    à    a,    les   huit   derniers 
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nombres  se  représentent  comme  il  suit  : 

(9)  =  (ï  ,2),        (10)  =  (3,4),  (II)  =  (5,6),  (12)  =  (7,8), 

(i3)  =  (9,10),       (i4)  =  (ii,i->0,       (i5)  =  (i3,i4),       ri6)  =  (i5,i). 

Le  thème  est  ainsi  achevé,  et  la  divination  se  fait  d'après 
certaines  règles,  chaque  nombre  et  chaque  place  ayant  une 
signification  différente.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  seize 
nombres  du  thème  ne  peuvent  être  tous  différents;  je  de- 
mande s'il  est  possible  de  choisir  les  quatre  premiers  de  façon 
que  les  quinze  premiers  soient  tous  différents. 

Paul  Tanner y. 

1648.  [Il]  Certaines  données  contenues  dans  V An- 
nuaire du  Bureau  des  Longitudes  présentent  parfois  entre 
elles  un  désaccord  apparent,  qu'avec  quelque  attention  on 
arrive,  en  généra),  à  lever  sans  une  difficulté  bien  grande;  tel 
est  celui-ci  :  On  trouve  à  la  page  168  du  volume  pour  189g  : 
((  En  1899  le  terme  pascal  et  la  pleine  lune  astronomique 
tombent  le  même  jour,  le  dimanche  26  mars  ».  Or,  d'autre 
part,  on  lit  à  la  page  1 1  :  «  Pleine  lune  le  27,  à  6^28"*  du  ma- 
tin )).  L'explication  est  que  la  date  donnée  à  la  page  186 
doit  s'entendre  du  temps  astronomique,  le  26  mars  astrono- 
mique commençant  le  26  mars  (temps  civil),  à  midi,  pour 
finir  le  27  mars,  à  midi;  tandis  que  tous  les  faits  astrono- 
miques, mentionnés  depuis  la  page  6  jusqu'à  la  page  29,  sont 
exclusivement  rapportés  au  temps  civil. 

Mais  je  n'ai  pu  concilier  le  désaccord  qui  se  présente  entre 
les  indications  des  pages  35  et  36.  Il  s'agit  de  la  période  ju- 
lienne. «  ...  En  attribuant  par  exemple,  est-il  dit,  à 
l'année  1899  les  nombres  respectifs  4,  18  et  11,  pour  le  cycle 
solaire,  le  cycle  lunaire  et  l'indiction  romaine,  on  trouve 
qu'en  l'an  i  de  notre  ère  on  devait  compter  pour  ces  trois  pé- 
riodes, respectivement,  10,  2  et  4  •  •  •  •  »  Poursuivant  l'expli- 
cation on  arrive  à  cette  conclusion  que  l'an  471 3  avant  notre 
ère  comptant  i  de  cycle  solaire,  lunaire  et  d'indiction,  est 
précisément  l'origine,  l'an  1  de  la  période  julienne,  ou  cycle 
scaligérien.  Puis,  reprenant  le  calcul  en  sens  inverse,  on 
établit   que    pour  une    année   quelconque  de  millésime  A, 
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c'est-à-dire  47i3  -f- A  de  la  période  julienne,  le  rang  qu'elle 
occupe  dans  les  trois  cycles  s'obtiendra  en  prenant  tout  sim- 
plement les  restes  de  la  division  de  47i3  +  A  par  28,  19  et 
i5.  Choisissant  de  nouveau  l'année  1899  comme  exemple  on 
arrive  alors  aux  nombres  4,  19  el  12. 

Comment  se  fait-il  qu'ayant  attribué  par  hypothèse  même 
à  l'année  1899  les  nombres  3,  18  et  11,  on  ne  retombe  pas 
sur  ces  données,  mais  bien  sur  des  résultats  qui  en  diffèrent 
par  une  unité  en  plus?  Dans  les  Annuaires  précédents  on  ne 
rencontre  pas  cette  difficulté.  Ainsi  dans  celui  de  1896,  que 
j'ai  sous  les  yeux,  partant,  pour  cette  année  1890,  des 
nombres  supposés  28,  i5  et  8,  on  retrouve  bien  à  la  fin  du 
calcul  28,  j  5  et  8.  Y  a-t-il  une  particularité  essentielle  à 
l'année  1899?  Et  quelle  est-elle? 

Toujours  à  propos  du  calendrier  je  vois,  à  la  page  3o, 
attribuer  à  l'année  julienne  1899,  comme  nombre  d'or,  19, 
et  comme  épacte,  29.  Dans  son  Astronomie  populairey 
Livre  XXXIII,  Chap.  XXXVI,  Arago  donne  18  comme 
épacte  correspondant  invariablement  au  nombre  d'or  19,  et 
il  explique  que  l'épacte  29  est  la  première  de  celles  qui  ne 
peuvent  jamais  se  rencontrer,  parce  qu'elle  correspond  à  la 
vingtième  année  du  cycle,  c'est-à-dire  à  la  première  du  cycle 
consécutif,  et  que,  pour  rétablir  la  coïncidence  remarquée 
par  Méton,  on  doit  compter  3o  au  lieu  de  29,  après  quoi  tout 
recommence.  S'agit-il  encore  là  d'une  particularité  essen- 
tielle à  l'année  1899  et  quelle  en  est  la  raison?         Rudis. 

1649.  [0  4  et  3]     Quels   sont  les  travaux  les  plus  im- 
portants parus  : 

1°  Sur  le  cône  directeur  des  surfaces  réglées; 

2^  Sur  les  courbes  gauches  unicursales  et  les  surfaces  uni- 
cursales? 

Une  prompte  réponse  me  rendrait  service. 

Maillet. 


••*»• 
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RÉPONSES. 


410.  (1895,  4)  (E.  Lemoine).  —  Point  K,  du  tétraèdre  ABCD  tel 
que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  six  arêtes  soit 
minimum  (1898,  25i;  1899,  7,  69,  i55;  Voir  plus  loin  p.  234, 
la  réponse  à  U92).  —  Soient  AGj,  BGi,  CG3,  DG4  les  droites  qui 
joignent  les  sommets  aux  centres  de  gravité  Gi^  Gs,  G3,  G^  des 
triangles  formés,  sur  les  faces  opposées,  par  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  sommets  sur  les  arêtes  des  faces  ;  j'appelle  x^ 
y,  Zf  u  les  distances  de  Kj  aux  faces,  mais  comptées  parallèlement, 

X  à  AGi,  jr  à  BGi,  z  à  CGs,  u  à  DG^.  On  a  a?  -hy  4-  -s  -t-  a  =  o. 
o  étant  un  point  de  l'espace,  si  par  ce  point  on  mène  des  parallèles 

à  AGi,  BGg,  ...,  DG4,  il  suffît  de  construire  le  tétraèdre  abcd 
ayant  o  pour  point  moyen  et  tel  que  ses  sommets  se  trouvent  sur 
les  parallèles  précitées,  problème  bien  simple.  Il  n'y  a  plus  ensuite 
qu'à  déterminer  dans  le  tétraèdre  donné  le  point  dont  les  coordon- 
nées  obliques   définies   précédemment   satisfassent    aux    relations 

—  =  ^^  =  —  =  -^;  le  point  Kj  se  trouve  ainsi  mieux  défini  dans 
oa       00       oc       od        ^ 

le  tétraèdre  et  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  aux  points  K  de 

Lemoinc  dans  le  triangle,  et  Ki   dans  le  tétraèdre  pour  lequel  la 

somme  des  carrés  des  distances  aux  faces  est  un  minimum. 

ESPANET. 

1047-  (1897,  98)  (Botciv),  —  Sur  la  dénomination  de  la  Lem- 
niscate  (1897,  190,  285;  1898,  17,  io5).  —  Dans  sa  réponse  à  la  ques- 
tion 1047(1897,  285),  M.  Chômé  demandait  pourquoi  la  lemniscate, 
cas  particulier  de  la  cassinoïde,  portait  le  nom  de  Lemniscate  de 
Bernoulli.  C'est  Jacques  Bernoulli  lui-même  qui  propose  expres- 
sément de  nommer  cette  courbe  lemniscate;  on  l'a  donc  désignée 
très  naturellement  après  lui  sous  le  nom  de  Lemniscate  de  Ber- 
noulli. Bernoulli,  on  le  sait,  est  amené  à  diverses  reprises,  par 
d'autres  travaux,  à  une  étude  plus  ou  moins  approfondie  de  cette 

10. 
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rourbe,  qu'il  appelle  crordinaire  curva  lemniscala  ou  même  sim- 
plement leniniscata  (*).  Il  la  rencontre  (pour  la  première  fois,  si  je 
ne  me  trompe)  dans  un  petit  iMémoire  publié  dans  la  livraison  du 
i*'  septembre  1694  des  Acta  eruditoruni  Lipsiœ  (p.  336-338),  qui  a 
pour  titre  :  Jac.  B,  constructio  curvœ  accessus  et  recessus  œqua- 
bilis  ope  rectijlcationis  curvœ  cujusdam  algebraicœ,  J\  lis  le 
passage  suivant,  que  je  transcris  textuellement  (p.  33;;:  La  courbe 
qui  répond  à  la  question,  dit-il,  est  :  «  cnrva  4  dimensionum  quie 
hac  aequatione  cxprimitur 

XX  -\-  yy  =  a  yjxx  — yy^ 

quœque  circum  a\eni  BG  (2a)  constîtuta  formam  refert  jacentis 
notas  octonarii  00,  scu  complicatac  in  nodum  fascia^  sive  lemnici, 
d'un  nœud  de  ruban  Gallis  0.  11  semble  bien  aussi,  diaprés  cela,  que 
Bernoulli  eût  donné  raison  au  savant  professeur  de  TKcole  militaire 
de  Belgique,  si  celui-ci  avait  fait  remarquer  qu'il  convient  de  nom- 
mer Lemniscates  toutes  les  courbes  en  forme  de  8.         //.  Braid. 

12i7.  (1898,  29)  (G.  de  Hocqligny).  —  Tout  ca/'ré,  sauf  un, 
est-il  toujours  la  somme  de  deux,  trois  ou  de  quatre  carrés? 
(1898,  281).  —  A  celle  question,  résolue  par  JNI.  Tanner},  se  joint 
celle  de  savoir  si  pour  un  grand  nombre  de  carrés  cette  décomposi- 
tion ne  pourrait  j)as  se  faire  de  diverses  façons.  Consultons  le 
Tableau  suivant  des  produits  des  premiers  carrés  de  nombres  pre- 
miers, par  les  premiers  carrés  des  nombres  naturels,  et  de  leur  dé- 
composition en  plus  d'un  et  moins  de  cinq  carrés  : 

02  Q2  C3 

I  1111  4 

4  4    4    4    4  lO 

9  9    9    9    9  36 

16  iG  16  16  16  64 

25        25   2  5    25   7/5      100 

A  son  aide  on  arrivera  facilement  à  démontrer  que  le  carré  d'un 
nombre  composé  de  facteurs  différents  peut  être  décomposé  en  plus 
d'un  et  moins  de  cinq  carrés,  au  moins  delà  somme  d'autant  de  ma- 
nières que  les  facteurs  carrés  différents,  de  ce  carré,  peuvent  l'être. 


I 

4 

4 

9 

9  »^» 

I 

4 

4  16 

25 

1 

16 

16 

:m 

36  6i 

4 

16 

16  64 

m 

9 

30 

36 

81 

^'  144 

9 

36 

36  I4Î 

223 

16 

G4 

G4 

144 

i44  *^-">G 

16 

64 

64  256 

4  00 

25 

100 

100 

225 

225  400 

25 

100 

100  400 

625 

(')   Voir  par  exemple  Acta  erud.  fJps.,  i"  décembre  169.5,  p.  :)\:]. 
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M.  Tanncry  a  prouvé  que  le  carré  d'une  somme  de  deux  carrés  diffé- 
rents peut  toujours  être  décomposé  en  une  somme  de  deux  carrés. 
Il  est  encore  plus  facile  de  voir  qu'il  peut  cire  décomposé  en  une 
somme  de  quatre  carrés,  dont  deux  seront  égaux  entre  eux  et 
dont  les  deux  autres  seront  des  bicarrés.  De  telle  manière  que 
(5  X  i3)*=(i-+-  4)'x(4  -+-  9)*  pourra  être  décomposé  en  plus  d'un  et 
moins  de  cinq  carrés  de  quatre  manières  différentes,  savoir,  de  deux 
manières  en  deux,  et  de  deux  autres  manières  en  quatre  carrés. 

C.  Berdellë. 

1241.  (1898,  5i)  (K.  Borel).  —  Grammaire  des  mots  maximum 
et  minimum  (1898,  i85;  1899,  i3).  —  Gomme  renseignement  histo- 
rique, je  ferai  remarquer  que  Fermât  et  Descaries,  les  premiers  qui 
aient  écrit  en  français  sur  la  matière,  n'ont  jamais  dit  au  singulier 
maximum  ou  minimum^  mais  bien  maxima  ou  minima  (sous- 
entendu  quantitas);  chez  eux,  ces  mots  sont  d'ailleurs  nettement 
latins,  et  ils  disent  en  français  :  «  la  plus  grande  ou  la  moindre  ». 
Mais  il  me  semble  néanmoins  prouvé  par  là  que  l'emploi  moderne 
de  maxima  ou  minima  comme  féminin  singulier  peut  être  aussi 
ancien  que  son  emploi  comme  pluriel.  Dire  une  aire  m,axima  n'est 
pas  d'ailleurs  proprement  une  faute  de  français,  c'est  un  macaro- 
nisme  (emploi  simultané  de  deux  langues),  et  plus  on  remonte  vers 
le  XVI*  siècle,  plus  les  formes  de  ce  genre  sont  fréquenles  dans  les 
écrits  scientifiques.  Mais  celui  qui  voudrait  continuer  à  les  employer 
devrait  être  logique,  dire,  par  exemple,  des  nombres  m,inimiy  etc. 
V^à]ec\\î maximal  ne  me  semble  ni  heureux,  ni  conforme  au  génie  de 
la  langue  française.  Faudra-t-il  d'ailleurs  dire  au  pluriel  maximaux 
ou  maximals?  S'il  faut  créer  un  néologisme,  et,  en  tenant  compte 
de  l'intérêt  d'introduire  celui  de  m,axim,ant  et  de  minimant,  je  préfé- 
rerais, au  lieu  de  maximum  et  de  minimum^  dire  maximi  ou  mi- 
nimi,  soit  substantivement,  soit  adjectivement.      PallTannery. 

lâ-iT.  (1898,  53)  (G.  de  Rocquigny).  —  Nombre  de  trajets  pour 
arriver  par  les  lignes  de  division  d'un  sommet  au  sommet  op- 
posé d*un  cube  dont  les  faces  seraient  chacune  divisées  en  /i' 
carrés  égaux.  —  Note.  —  La  condition  de  ne  pas  repasser  par  un 
même  point  nous  semble  laisser  trop  de  latitude  pour  que  la  question 
puisse  être  facilement  abordable;  mais  nous  allons  la  résoudre  sous 
une  autre  condition  :  celle  où,  le  point  de  départ  étant  dirigé  vers  le 
zénith  et  le  point  d'arrivée  vers  le  nadir,  on  serait  astreint  à  descendre 
toujours,  sans  jamais  remonter.  Dans  ce  cas,  on  calcule  un  triangle  de 
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Pascal,  qu'on  complète  en  carré  de  n-r-i  rangées  de  /i  +  i  chiffres. 
De  la  dernière  rangée  oblique,  on  fait  les  deux  premières  de  droite 


Fig.  I. 


Fig.  2. 
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et  de  gauche  d'un  nouveau  carré  dans  lequel  on  opère  comme  dans 
le  premier  seulement,  au  lieu  d'additionner  les  deux  nombres  égaux 
de  Tavant-dernière  rangée,  on  en  prend  la  valeur  3  fois  et  Ton  a 
ainsi  le  nombre  cherché. 
Exemple  ;  n  =  3. 


I       I 

4      4 

1          2         1 

lo     8      lo 

3       3       i 

20       l8       l8      20 

4      6      4 

38     36     38 

10       lO 

74     74    74 

•20 

222  =  Résultat. 

Si^  avec  la  même  condition  de  toujours  descendre,  on  parcourait 
es  lignes  de  division  du  cube  en  n>  cubes  égaux,  le  nombre  de- 
mandé serait  donné  par  la  formule  suivante  : 


n  facteurs. 


n  facteurs. 


Exemples  et  modèles  des  calculs  à  faire  : 
>•*  /i  =  2  :  I  f    6    I    i5, 

i5  I  6o  \    90. 
I  A    9    I    36    1    84, 

84  «  5o^  s  10X0  A  1680.         Résultat  :  1680. 


Résultat  :  90. 


2"  n  =  3 


S 
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Nous  De  pouvons  entrer  dans  les  détails  des  démonstrations  qui 
reposent  sur  le  principe  suivant  :  Quand,  dans  un  réseau  qu'on  par- 
court, on  ne  peut  arriver  à  un  point  A  sans  passer  immédiatement 
avant  par  un  des  points  B,  G,  D,  ...  le  nombre  de  parcours  diffé- 
rents pour  arriver  à  A  est  égal  à  la  somme  de  ceux  pour  arriver  à 

l5j      \J^     Dy     •    •    .     ■ 

La  dernière  est  fondée  de  plus  sur  les  propriétés  du  tétraèdre  de 
Pascal.  [Voir  ^.  F.,  1879,  p.  175,  et  S,  M.  (Laisant),  1891,  p.  iS], 

Ch.  Bbrdellé. 

1248.  (1898,  54)  (Grlp).  —  Des  deux  égalités  : 

— (/»  -H-  a»  —  é»»  )  (6*  d*  -+■  c«  c»  ), 
e/=  ac-h  bd, 

déduire  -^  =  — -1 — j-  algébriquement,  —  Nous  avons  corrigé  des 

fautes  de  lettres  dans  l'énoncé  \voir  aussi  question  977  (1897,  26)]. 
Ordonnons  la  première  égalité  donnée,  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  e  et  de/,  on  a 


+  (a«rf»-+-  ô«c«  —  a'^c'^^  b^d^)e^ 


-f-(a«c«—  6»rf*)  (a*—  6«-H-  c«  —  d*)  =  o. 


( 


L'égalité  à  établir  étant  homogène  en  e  et  en  f^  rétablissons  l'ho- 
mogénéité en  e  et  en  /  dans  l'égalité  (i)  au  moyen  de  la  formule 
donnée  «/=  ac  -t-  bd,  elle  devient 

(ac  -h  bd)* (e^-hf*)  —  (ac  -h  bd)(a^-{-  b^-h  c* -{-  d*)ef 

+  (a»£f«-+-  6«c*—  a^c^—  6»rf«)e* 
-+-(a»6»-H-c«(i*— a*c*— 6«rf«)/* 
4-  ef{ac  —  bd)(a^  —  6*-H-  c«—  t/»)  =  o. 


d'où 


e^(ad-hbcy-^p{ab  -+-  cd)* 
—  2e/[6rf(a«-+-c*)-H-ac(6«-+-<i«)]  =  o. 


mais  le  dernier  terme  peut  s*écrire 

—  2ef[ab(ad-{-  bc)  -hcd(bc  -+-  ad\] 
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ou 

—  iej{ad->t-  bc){ab  -\-cd). 

(2)  est  donc  le  carré  de  e(ad  -\-  bc)  — /{ctb  h-  cd)  et  Ton  a 

e        ab  -\-  de 
/       ad  -t-  bc 

La  traduction  géométrique  est  fort  simple.  Si  Ton  a  un  quadri- 
latère MAFB  où  MA  =  c,  MF  =  e,  MB  =  ^,  AF  =  6,  FB  =  a, 
B/V  =  /. 

La  première  égalité  donnée  exprime  la  relation  entre  les  distances 
c,  e,  d  du  point  M  aux  sommets  du  triangle  AFB  et  les  côtés  de  ce 
triangle,  la  seconde  égalité  donnée  exprime  que  le  quadrilatère  MAFB 
est  inscriptible,  puisque  le  produit  ef  des  diagonales  est  égal  à  la 
somme  des  produits  ac  H-  bd  des  côtés  opposés;  donc  on  doit  avoir 
e        ab  -\-  de 


f       ad  -T-  de 


Welscii, 


L'énoncé  doit  d'abord  être  éclairci,  parce  que  la  première  égalité 
est  inexacte,  je  reproduis  donc  l'énoncé  et  j'en  profile  pour  revenir 
aus  notations  usuèles  (^). 

Entre  les  côtés  AB  =  a,  BC  =  6,  CD  =  c,  DA  =  </,  et  les  diago- 
nales AG  =  e,  BD  =/d'un  quadrilatère  ABCD,  on  a  la  relation  (*) 

_H  (  «2  ^  /,2  +  c2  —  c^*  )  (  a*  cî  —  ^«  rf« }  =  o. 

De  cètc  relation  et  de  l'égalité  ef  =^ae-r-bd^  il  s'agit  de  conclurCj 

^           .          ,    .1    •                   e        ad-h  bc 
par  une  transformation  algébrique,  que  y  =  — r -%* 


(*)  Les  notations  de  M.  Gouiard  difèreiit  de  cèles  de  M.  WcUcli  par  la 
permutation  des  lètrcs  e  et  /.  E.  Lemoink. 

(^)  La  relation  (i)  ne  difèrc  pas  de  cèle  qui  existe  entre  les  côtés  a,  b, 
c  d'un  triangle  et  les  distances  a,  ^,  y  d'un  point  du  plan  aus  somets.  Ccle-ci 
s'écrit  d'habitude 

a^^b'C'-ha'^oL^-h  b-?'-^  c^y'—  {b^-hc-—  a-)  {a'9}-h  ^-r) 

-  (c-4-  a^- 62)  (6-?^-h  Y=a')  -  (a' 4-  6'-  c-)  {c^f+TL-p)  =  o, 

cl  l'on  rcconalt  maintenant  la  forme  adoptée  par  l'auteur  de  la  question, 
mais  que  je  n'ai  pas  cru  devoir  conserver. 
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Ce  calcul  a  été  fait  par  Desboves  dans  la  deusièmc  édition  (1878) 
de  ses  Questions  d^Algèbre  : 
Page  23 1,  Desboves  remarque  que  la  relation  (1)  peut  s'écrire 

[{ab  -hcd)e  —  {ad-h  bc)/]*-h{ac -h  bd  —  e/)S  =  o, 
où 

—  i(ab  -h  cd){ad -\-  bc). 

La  proposition  énoncée  devient  alors  évidente.  (Il  y  a  des  fautes 
de  signes  dans  le  texte  de  Desboves  :  il  faut  remplacer  partout 
ef —  ac  —  bd  par  ac  -\-  bd  —  ef). 

Page  23^,  Desboves  écrit  encore  la  relation  (1)  sous  la  forme 

—  («"-+-  6«-f-  c* H-  d*-)e^p 

Alors  si  Ton  remplace  e/ par  ac  +  ^rf  ou  inversement,  cète  égalité 
devient  [{ah  +  cd)e — (ad -h  bc)f]^  =  o.  d'où  y  =  — ^ ■-.- 

A.  GouLARn. 
Autres  réponses  de  MM.  P.  Gustave,  Besouclein. 

1270.  (1898,  80)  (Martin).  —  Traité  sur  le  calcul  des  dijjé^ 
rences.  — (1898,  2i4;  1899,  i5).  —  L'observation  que  M.  Martin  me 
fait  à  propos  de  ma  réponse  (1898,  214)  est  juste;  je  m'aperçois,  en 
eiïet,  en  relisant  le  texte  de  la  question  qu'il  a  posée,  que  je  n'ai  pas 
répondu  à  ce  qu'il  demandait.  Je  pense  que  M.  Martin  trouverait, 
probablement,  des  indications  utiles  dans  la  Synopsis  de  Hagen 
(Erster  Band,  VII  Absc,  p.  \\'i-\'^i),  IL  Braid. 

1487.  (1899,  79)  (E.-N.  Barisien).  —  La  valeur  de 

sin.r  dx 

^/î^-h  sin'^ar 


1=  r-..-— ^' 

J   — A:  sina? -i-*/^'='-i- «>n"^ 


est 


I                      /        cosa"        \           X*  /      A'-co^T 
j-T  arc  tang  (  — )  h 7-  arc  lang  (  -—     —    — 

k.T  /•*  /tanfjj'X 

H ,- TT  ai'c  tang  (  — y—  ]  -+■  const. 

I  —  A'        I  —  A*  \      k 


Calcul,  —  On  peut  écrire 

_    Ç ^ k^ ->r 's\w'^ X  ^\x\  X  dx       '  r 
"  J  7^-+-(i--/t2;sin«j7     *  J  I 


ks'in^x  dx 

■  (  I  —  Â*)  sin^x 


=  («)-+-(ï). 
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En  posant,  dans  (a),  cosa?  =  (A-'-M)*sin6,  on  aura 

_     A*       r d{i^) i_    r^ 

^*^  ""  i-A-«  J  i-t- A*-h(i~X-*)cos'iÔ        I  — AV 

dont  l'intégrale  est,  en  0  : 

-— ^j  arc  lang(Aî  tangO)  —  j-^jjf 

et  en  a:  : 

A*                    /     k^  cosa:     \            i                     /       cosa:        \ 
T-  arc  tang  (  —  i n  arc  tang  /  l  • 

En  second  lieu,  on  a 

Ara?  A-'  /tangarX 

AUDIBBRT. 

Après  des  calculs  et  des  transformations  analogues  que  le  défaut 
de  place  nous  empêche  de  reproduire,  M.  E.  Fabry  obtient  : 

cosa* 


7=li(*^ 


arc  tang 


A:*  arc  tang-^- —  H- A:* arc  tang — ^—  JH-  const. 


v/A'2-+-  sin*u: 

A*cosa?  ,.  ta 

y/ A*  -+-  sin*a? 

M.  H.  AiiSTEiN  (Lausanne): 

I       /         .       cosa?          ,.                    A-'cosar 
7^  1  arc  sin    _  —  A:'  arc  tang 

i-^*V  /n-A-«  .    V>^-«-i-sin«ar 

f  f.  tanga:\ 

—  Aa:  -h  A-*  arc  tang  — ~—  \  -h  const. 

M.  ESPANET  : 

I      r      ,  I  .    /A* — cosaa?\ 

__  1^-  X-  r  -  -  arc  s.n  (      ^.^,      ) 

1  ,.  /2A-*v^A*-h  sin'arrosarX 

A*  arc  tang I  ,,       .   . jr T"  ) 

a  °  \A*-hsin*a: — A^cos*ar/ 


—  A' arc 


(A'sinîi.r         \  I 
sin*a7  —  A*cos*a:/j 


Il  observe  que  la  formule  suppose  A'^i. 
Pour  As=  I,  il  trouve 

\t  —  J-sin^a-^-  Jarc  sin  sin*ar  —  -^yj \  -h  sin'xcosar  h-  const. 
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M.  Tafelmacher  (Santiago,  Chili),  par  la  iransformation 

k^cos^x-h  sin'a?  =  ^', 

la  ramène  à  l'intégrale  elliptique 


/ 


E.  Lemoine. 


1488.  (1899,  79)  (E.-B.  Escott).  —  Démonstration  géométrique 
(Tune  certaine  construction  du  centre  de  gravité  V  du  trapèze, 
—  Soient  MM'  la  droite  qui  joint  les  milieux  M  et  M'  des  diagonales 
AC  et  BD  ;  P,  Q  les  points  qui  la  partagent  en  trois  parties  égales, 
MP  =  PQ  =  QM'. 

Menons  les  droites  MB,  MD  et  prenons  sur  MD  et  sur  MB 

ML=-j-,         MK  =  -^. 

La  droite  KL,  qui  contient  le  centre  de  gravité  F  du  trapèze,  passe 
par  P  et  est  parallèle  à  BD.  On  a  une  autre  droite  qui  contient  F 
en  menant  du  point  Q  une  parallèle  à  AG.  On  retrouve  déjà  ainsi 
que  F  est  sur  la  droite  HIG,  I  étant  le  point  d'intersection  des  dia- 
gonales. 

Soit  R  le  point  où  LK  coupe  AC;  les  triangles  MPR,  QFP  sont 
égaux  et  l'on  a  RP  =  PF.  Par  suite,  si  l'on  mène  CE  parallèlement 
à  BD,  et  si  Ton  prolonge  MF  jusqu'en  E,  on  a  CN  =  NE.  Il  résulte 
de  là,  puisque  N  est  sur  MM',  que  E  est  sur  AB.  On  voit  aussi  que 
BE  =  CD.  Les  triangles  CMF,  AME  sont  égaux  et  l'on  a  alors 
CF  =  AE.  Tenant  compte  de  l'égalité  précédente,  il  vient  DF  =  AB. 
Ainsi,  F  est  sur  HG  et  sur  EF,  et  l'on  a  bien  la  construction  qu'il 
s'agissait  d'établir  géométriquement.  Mannueim. 

II  est  évident,  soit  par  raison  de  symétrie,  soit  en  considérant  le 
trapèze  comme  différence  de  deux  triangles,  que  son  centre  de  gra- 
vité doit  se  trouver  quelque  part  sur  la  droite  joignant  les  milieux 
des  bases  parallèles.  Il  suffit  dès  lors  de  montrer  qu'il  se  trouve  aussi 
quelque  part  sur  la  droite  EF,  définie  comme  l'indique  M.  Escott  : 
ce  qui  sera  évident,  si  l'on  peut  décomposer  le  trapèze  en  deux  par- 
ties ayant  l'une  et  Vautre  leur  centre  de  gravité  sur  cette  droite. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  AB  soit  la  plus  grande  des  deux 
bases.  Une  parallèle  CC  à  DA  décomposera  le  trapèze  en  un  parai- 
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lélogramme  GC'AD  et  un  triangle  GG'B.  Le  parallélogramme  CC'AD 
a  sop  centre  de  gravité  au  milieu  M  de  sa  diagonale  AC,  par  consé- 
quent sur  EF  qui  est  l'autre  diagonale  du  parallélogramme  AECF. 

Quant  au  triangle  GC'B,  son  centre  de  gravité  est  aussi  sur  EF,  au 
point  K  où  cette  droite  coupe  la  médiane  BN  de  ce  triangle  ;  car  MN, 
joignant  les  milieux  de  AG  et  de  GG',  est  parallèle  aux  bases  et  égal 
à  -}  AC'=  {CD  =  ^BE.  Les  triangles  semblables  KMN,  KBE  donnent 
donc  KN  =  jKB,  et,  par  suite,  K  est  bien  au  tiers  de  la  médiane  à 
partir  de  la  base  du  triangle  GG'B  et  coïncide,  par  conséquent,  avec 
le  centre  de  gravité  de  ce  triangle.  R.  Perrin. 

Dans  le  trapèze  comme  dans  tout  quadrilatère,  le  centre  de  gra- 
vité r  se  trouve  à  l'intersection  des  parallèles  PQ,  RS  aux  diagonales 
menées  par  les  points  K  et  I  qui  divisent  en  trois  parties  égales  la 
droite  MN  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  MI  =  IK  =  KN  ;  R  et 
Q  sont  supposés  sur  AB;  il  est  d'abord  évident  que  F  sera  sur  GH, 
qui  joint  les  milieux  de  AB  et  GD. 

Maintenant,  en  appelant  AB,  b  et  GD,  a,  on  voit  que 

BQ  =  DP  =  MK  =  î  MN  =  ^  ifLuÈl  =  ^^a-b) 
et  que,  par  conséquent. 


a       (a  —  b)                           CL       . 

pr 

PH        2              3             a-+-26        2 

rQ 

GQ        b       (a      b)       b-\-ia       b 

— h         -                                   — ha 

2                    3                                                2 

Gomme  toutes  les  droites  passant  par  F  sont  divisées  par  les  deux 
parallèles  AB  et  GD  et  par  F  dans  le  même  rapport,  on  est  amené  à 


â-^*      .       GE 


la  construction  de  l'énoncé,  puisque  -j- »  c'est  -=7= 

u  HF 


-  -ha 
2 


ESPANBT. 


Nous  avons  reçu  de  Nauticus,  de  MM.  A.  Desprats  et  Tafelmacher 
(  Santiago,  Chili),  d'autres  réponses  analogues  que  le  manque  de  place  nous 
empêche  de  reproduire.  E.  Lemoine. 

1492.  (1899,  98)  (Duporcq).  -  Soient  un  triangle  ABG;  AX,  BY, 
GZ  des  directions  quelconques.  Soient  P  un  point  quelconque  dans 
le  plan  du  triangle  et  Pa,  Pô,  Pc  les  distances,  comptées  parallèle- 
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ment  à  AX,  BY,  CZ,  de  P  aux  trois  côtés  BC,  AC,  AB.  Sur  Va  je 

prends  un  point  a'  tel  que  p-7  =  X;  sur  P^  je  prends  un  point  b' 

P  b  P<^ 

tel  que   ^-p  =  jx;  sur  Pc  je  prends  un  point  c'  tel  que  p-,  =  v.  Il 

existe  un  point  P  et  un  seul  tel  que  le  triangle  a'b'c'  correspondant 


ait  son  centre  de  gravité  en  P  ou  que  Pa'-h  P6'-+-  Pc'  =  o. 

Soient  maintenant  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C  de  l'énoncé. 
Menons  AA'  qui  coupe  BG  en  M,  BB'  qui  coupe  AG  en  N,  CG'  qui 
coupe  AB  en  Q.  Déterminons  par  rapport  à  ABG  le  point  P  tel  que 

Pa        AM     P6        BN      Pc        GQ   ,^      01.0^.     »  iiai.c 

P^'  =  ÂÂ^'  P6^  =  BB'^  P?  =  CC^  (^^^  ^^'  ^'  '^^"'  P'^"''"''" 
à  AA',  BB',  GG')  et  qu'il  soit  le  centre  de  gravité  du  triangle  a'b'c', 
construction  qui  se  fait  de  la  manière  la  plus  élémentaire;  les 
droites  «i,  ^i,  Ys  ^^  coupent  en  P. 

Il  en  est  identiquement  de  même  pour  le  tétraèdre. 

On  voit  immédiatement  que  si  A'B'G'  est  le  triangle  des  pieds  des 
hauteurs  de  ABG,  P  devient  le  point  K  de  Lemoine;  pour  le  té- 
traèdre, si  A',  B',  G',  D'  sont  les  pieds  des  hauteurs  de  ABGD,  P  de- 
vient le  point  K,  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux 
quatre  faces  soit  minimum.  Si  dans  le  tétraèdre  ABGD  on  applique 
la  construction  de  M.  Duporcq  au  tétraèdre  G^  G^  Gc  G^  formé 
par  les  centres  de  gravité  des  triangles  déterminés  sur  chaque  face 
par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  sommet  opposé  sur 
les  arêtes  de  cette  face,  on  obtient  le  point  Kj  tel  que  la  somme  des 
carrés  de  ses  distances  aux  six  arêtes  soit  minimum.  D'après  cela, 
on  voit  que  si  de  Kj  on  mène  jusqu'aux  faces  des  parallèles  Kja, 
K,6,  Kjc,  K,rf  à  AGa,  BG^,  GGc,  DG^,  on  a 


Kja  ■+-  Kib  -h  Kjc  -h  K^d  =  o. 

On  peut  donc  déterminer  le  point  Kf  en  inscrivant  dans  le  tétraèdre 
ABGD  un  tétraèdre  ayant  les  droites  qui  joignent  ses  sommets  a,  6, 
Cj  d  k  son  point  moyen,  parallèles  aux  droites  AG^,  BG^,  GG^  DG^, 
problème  également  élémentaire,  l'analogue  du  problème  cité  pré- 
cédemment pour  le  triangle.  G'est  une  solution  simple  de  la  ques- 
tion 410  (1895,  4;  1898,  aSi).  Espanet. 

1496.  (1899,  99)  (Frolov).  —  Sur  une  proposition  de  Lobat- 
chefsky,  —  La   contradiction   que   M.  Frolov  a   cru   voir  dans  la 
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démonstration  de  Lobatchefsky  n'existe  pas.  Si  la  ligne  HK  coupe 
DE  en  un  point  X,  ce  point  sera  équidistant  des  trois  sommets  du 
triangle  et  par  conséquent  se  trouvera  sur  FG  (on  le  voit  par  la 
simple  considération  de  l'égalité  de  deux  triangles).  Alors  les  deux 
droites  DE,  FG  auraient  le  point  X  commun  et  cela  est  contraire  à 
rhypothèse.  Ainsi  on  a  la  démonstration  rigoureuse  du  théorème  de 
Lobatschefsky.  G.  Gallucci  (Naples). 

Pour  reconnaître  qu'il  n'y  a  aucune  «  pétition  de  principe  »  dans 
la  démonstration,  il  suffît  d'observer  qu'on  doit  supposer  prouvé, 
comme  dans  Euclide,  que  si  deux  des  perpendiculaires  élevées  aux 
milieux  des  côtés  d'un  triangle  se  rencontrent  en  un  point,  la  troi- 
sième passera  par  le  même  point.  Maintenant,  dans  la  thèse  de 
Lobatchefsky,  il  reste  possible  que  les  trois  perpendiculaires  ne  se 
rencontrent  pas  (triangle  non  inscriptible  dans  un  cercle)  et,  comme 
cas  particulier,  qu'elles  soient  parallèles  (triangle  inscriptible  dans 
un  horicycle).  Le  §  30  a  pour  but  d'exclure  la  possibilité  que  deux 
des  perpendiculaires  soient  parallèles  entre  elles  et  que  la  troisième 
ne  les  rencontre  pas,  sans  toutefois  leur  être  parallèle.  Lobatchefsky 
procède  donc  rigoureusement,  en  supposant  que  la  troisième  per- 
pendiculaire ne  rencontre  aucune  des  deux  autres  (autrement  le 
triangle  serait  inscriptible  dans  un  cercle,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse), et  en  concluant  ensuite  qu'elle  leur  est  parallèle  (c'est-à-dire 
à  la  limite  commune  des  droites  rencontrant  et  des  droites  ne  ren- 
contrant pas).  P.  Tannert. 

Les  perpendiculaires  DE,  FG  élevées  aux  milieux  des  côtés  AG, 
GB  du  triangle  ABG  étant  supposées  parallèles  entre  elles,  la  per- 
pendiculaire HK  élevée  au  milieu  du  troisième  côté  AB  ne  peut 
avoir  avec  aucune  des  deux  un  point  d'intersection  (Lobatschefsky 
entend  toujours  par  là  un  point  à  distance  finie),  car  autrement  elles 
devraient  se  rencontrer  elles-mêmes  en  ce  point  (§  29)  :  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse  qu'elles  sont  parallèles.  Gela  établi,  deux 
cas,  pour  chacune  des  deux  droites  DE,  FG,  se  présentent  comme 
possibles  :  HK  est  une  parallèle  à  DE  (ou  à  FG)  ou  elle  est  une 
simple  non  sécante  de  cette  droite  (ou  de  l'autre).  Le  raisonnement 
de  Lobatschefsky,  exempt  de  toute  petitio  principii,  écarte  ce 
deuxième  cas  et  démontre  que  c'est  le  premier  qui  a  lieu.  Pour  plus 
de  détails,  et  avec  une  démonstration  quelque  peu  différente,  on 
pourra  consulter  le  §  IJl  des  Nouveaux  principes  de  Géométrie 


f 
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avec  une  théorie  complète  des  parallèles  (  Voir  le  Recueil  com- 
plet des  Ouvrages  de  Lohatschefsky ^  publié  par  TUniversité 
Impériale  de  Kasan,  Ouvrages  écrits  en  langue  russe.  Kasan;  1884 ). 
D'ailleurs,  on  peut  reconnaître  à  vue  d'œil  l'exactitude  de  cette 
proposition  de  Lobatschefsky  à  l'aide  de  la  représentation  conforme 
connue  du  plan  lobatschefskyen  (surface  pseudosphérique)  dans  un 
cercle  du  plan  euclidien,  par  laquelle  les  points  à  Tinfini  ont  pour 
image  le  cercle  limite,  les  droites  (géodésiques)  des  cercles  normaux, 
au  cercle  limite  (les  cercles  y  étant  représentés  par  toute  ligne  à 
courbure  géodésique  constante)  des  cercles  :  et  réciproquement. 
Suivant  que  le  cercle  circonscrit  à  l'image  du  triangle  Â6G  se  trou- 
vera tout  à  l'intérieur  du  cercle  limite,  ou  lui  sera  tangent  intérieu- 
rement, ou  sécant,  le  cercle  (lobatschefskyen)  circonscrit  au 
triangle  objectif  aura  son  centre  effectif  au  fini  ou  à  l'infini  (pre- 
mier et  deuxième  cas),  ou  idéal  (troisième  cas)  :  c'est-à-dire  que 
les  perpendiculaires  élevées  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle 
ABC  se  rencontreront  en  un  point,  au  fini  ou  à  l'infini  (premier  et 
deuxième  cas),  ou  ne  se  rencontreront  pas  (troisième  cas).  Cette 
belle  remarque  est  de  mon  collègue  M.  Bianchi. 

G.-A.  Maggi  (Pise). 

11  ne  faut  pas  chercher  une  nouvelle  démonstration  rigoureuse  de 
la  proposition  30  :  celle  de  Lobatschefsky  est  absolument  irrépro- 
chable. Après  avoir  démontré  (proposition  29)  que  les  perpendicu- 
laires élevées  sur  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  rectiligneou  ne 
se  rencontrent  pas,  ou  se  rencontrent  toutes  en  un  même  point,  il 
suppose  (proposition  30)  que  deux  de  ces  perpendiculaires  DL  et  FG 
sont  parallèles.  C'est  en  vertu  de  la  proposition  29  que  DL  et  FGne 
se  rencontrent  pas;  la  troisième  perpendiculaire  HK  ne  peut  ren- 
contrer ni  DL,  ni  FG.  Par  conséquent,  il  n'y  a  point  de  «  pétition 
de  principe  ».  P.  Stackel  (Kiel). 

Répunse  analogue  aux  précédentes  de  M.  P.  Barbarin. 

1498.  (1899,  100)  {Muller).  —  Interpolation  de  indicateur . 

—  Soient /(a:)  =  (i— a:)(i  —  a7*)...(i  — a?»-')  et  a  une  racine  de 

z^ —  I 
^n — 1  =  0.  Si  a  est  racine  primitive,  on  a  /(a)  =  Lim pour 

JS  —  I 

■ 

^  =  1  ou  /(a)  =  n.  Si  a  n'est  pas  primitive,  /(a)  =  o,  donc  <p(/i) 
étant  le  nombre  des  racines  primitives  ou  l'indicateur  de  /i, 

,iç(n)  =  2/(a) 


-  ^38  — 


et  aussi 


- V  /^°^^  _  r  /( ^ ^ 


«?(/o=2s^ 


/i^"  " 


Ul-l)  O    -Alt/J-l)      -M  1   -" 


si  alors    on    fait  F(a:)  =  (i -i)  (± -.)...=  ^g 


•    on    en 


rJl  —  \ 


déduira 

F(a)    _    p    F(^)    n 

r  - 

OU,  en  divisant  par  n  et  en  supposant  /•  >  i, 

(I)  oin)  = 


r'\  F(reO 


(;.«^«ÔV/-1_,) 


Or  on  a 


F(5)  = 


iH{T'-)ii-)- 


(i-')(i^~')(?^  "')••• 


et  l'on  peut  prendre  pour  définition  de  F(;î),  pour  n  quelconque, 
cette  formule,  pourvu  que  r  =  mod;;  soit  supérieur  à  i,  ce  que  Ton 
suppose  dans  la  formule  (i).  Cette  formule  (i)  interpole  alors  o(/i) 
pour  toutes  les  valeurs  de  n.  H.  Laurent. 

1505.  (1899,  124)  (Géçé).  —  Le  Mémoire  de  M.  Hilbert  sur  la 
Transcendance  des  nombres  e  et  ii  a  été  publié  dans  les  Nach- 
richten  von  der  Kônigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften. . .  zu 
Gôttingeny  1898,  p.  ii3-ii6.  Il  est  reproduit  intégralement  dans  les 
Mathematische  Annalen,  t.  XLIII,  iSgS,  p.  216-219. 

M.  GODEPROY. 

1506.  (1899,  124)  (E.  Wôlffing).  —  Tables  de  divers  Recueils. 
—  Réponse  partielle.  —  Fer  h.  der  natiirf.  Gesells.  in  Base  t. 
Tables  I  à  X,  i834-i852  au  t.  X,  i852,  p.  237-258.  —  Viert.  dernaturf. 
Gesells.  Zurich.  Tables  I  à  XII  au  t.  XII  (1867),  p.  4o3-4r2;  Tables 
XIII  à  XXIV  au  t.  XXIX  (1879),  p.  437-444-  —  Mitth.  der  naturf, 
Gesells.  in  Bern.  Tables  i855  à  1879,  au  Vol.  de  1879,  p.  99-132.  — 
Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France.  Tables  I  à  XX,  1874-1892,  au 
Vol.  de  1895.  —  Ac.  des  5c.»  inscr.  etb.-lett.  de  Toulouse.  Tables 
I  à  XVI  (1782-1850)  au  Vol.  de  i854;  (4)  et  (5),  I  à  XII  au  Vol.  de 
i864;  (6).  I  à  VI  au  Vol.  de  1870;  (7),  1  à  VI  au  Vol.  de  1880;  (8), 
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I  à  VI  au  Vol.  de  1890.  —  Voir  H.  Stein,  Manuel  de  hibliogr,  gé- 
nérale, Paris,  A.  Picard;  1898.  —  Pour  la  plupart  des  Recueils 
scientifiques  français,  voir  J.  Demkbr,  Bibliogr,  des  Trav,sc.  {Se. 
math.,  phys.  et  nat.).  Paris,  Imp.  nationale,  1895,  1897  et  suiv.  — 

II  n'a  pas  été  fait  de  Tables  pour  A^.  A.,  J.  E.,  J.  5.,  ni  pour  beau- 
coup d'autres  Recueils  mentionnés  dans  l'énoncé  1506. 

H.  Brocard. 

1508.  (1899, 125)  (E.-N.  Barisien).  — Lieu  des  points  de  Lemoine 
du  triangle  OAB  oit  AB  est  constante  et  où  les  directions  Ok,  OB 

sont  fixes.  —  Je  pose  OA  =  5»  OB  =  r^,  AOB  =  0.  Les  coordonées 
normales  du  point  de  Lemoine  de  AOB  par  raport  à  ce  triangle  de 
référence  sont  conues,  on  en  déduit  facilement  pour  les  coordonées 
de  ce  point  par  raport  à  OA  axe  des  x,  OB  axe  des  j^  : 

^^ r-'J ?'^      .. 

Mais 

(1)  5*-+- 7)*-— 2  7)5  cos6  =  a*, 

en  éliminant  5,  t],  on  trouve  facilement  pour  l'équation  du  lieu 
^{x^-^-y^  —  xy  cos6)*(a7*-+-^* —  ixy  cosO)  =  a'ar*^*. 
Je  ne  conais  pas  cète  courbe,  toutefois  si  6  =  90,  èle  devient 

4(0?'-+-^*)'=  a^x^y^  ou  p  =  —sin2(o.  C'est  une  courbe  de  la  fa- 

4 

mille  des  courbes  p  =d=  Asin/ito,  apelécs  Rhodonées  ou  Bhodo- 
nacéeSj  de  Guido  Grandi. 

Le  lieu  du  point  Ko,  associé  de  K  et  situé  dans  l'angle  BOA,  est 
une  ellipse;  en  éfet,  KqA  et  KqB  sont  les  tangentes  au  cercle  circon- 
scrit à  BOA,  donc  KqAB  =  KqBA  =  6;  le  triangle  KqAB  est  donc 
de  grandeur  fixe;  par  suite  Ko,  point  lié  invariablement  à  la  droite 
constante  AB  dont  les  extrémités  se  meuvent  sur  OA,  OB,  décrit  une 
ellipse.  Dans  le  cas  qui  nous  ocupe,  cèle-ci  a  pour  équation 


x'^-\-  y^  —  2  xy  cos  6  = 


a^ 


4cos2ô 

Pour  trouver  le  lieu  de  K^,  associé  de  K  situé  dans  l'angle  BAO, 
on  verrait,  de  même,  qu'il  faut  éliminer  5,  t]  entre  (i)  et 


-W  „  r^i, 


S 


^=y^ -.TiT.^^^  y  = 


J2_r^2_x-a-i'  ^  52__T^2_t_,i2' 
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on  trouve 

A(y  -^  se  cos^y  (y* -\-  x^  -\-  2a?/cos6)  =  a*.T^, 

ou,  si  les  axes  sont  rectangulaires,  p  =  — cotci),  équation  d'un  cappa. 
Le  lieu  de  K/,,  associé  de  K  dans  l'angle  ABO,  est  de  même 

4  (a:  -h^cos0)*(d7'-+-j'*-f-  aar^cosG)  =  a*^'*, 

ou,  si  les  axes  sont   rectangulaires,    p  =  -  tangu),  équation   d'un 

cappa,  identique  au  précédent,  mais  tourné  de  go**. 

Remarque,  —  Les  lieus  de  K^  sont  des  courbes  semblables  quels 
que  soient  a  et  6,  et  les  lieus  de  K^  également.         E.  Lemoine. 

1551.  (1899,  i5i)  (G.  de  Rocqligny).  —  8/h-  3  est  la  somme  de 
trois  carrés.  —  D'après  un  théorème  de  Fermât,  démontré,  n  est  une 
somme  de  trois  triangulaires  au  plus;  on  a  donc 

x(x-\-l)  y{Y-\-\)  -S(ifH-l) 

2  2  2 

un  ou  deux  des  entiers  x,  y^  z  pouvant  être  nuls.  Donc 

8n  -+-  3  =  /ix(x-^i)  -h  /\y(y  -hi)  h-z(^  -m)-+-3 

=  (2ar-i-l)*-4-(2^-M)*-+-(2Z  -hi)*. 

Aucun  de  ces  carrés  n'est  nul,  la  proposition  énoncée  est  donc 
exacte,  n  augmentant,  le  nombre  des  décompositions  de  8/1-+-  3  en 
trois  carrés  effectifs  augmente.  A.  Boutin,  H.  Delannot. 

Remarque,  —  Si  /i  peut  être  décomposé  de  diverses  manières  en 
trois  triangulaires,  il  y  a  un  nombre  égal  de  manières  de  décomposer 
8/1-4-3  en  trois  carrés. 

Exemple  : 

3.4       3.4       o.i        3.4       2.3 

2  2  2  *2  a 

8x124-3  =  7*-h  7«-H  i«  =  7»-+-  5*-+-  5*  =  9*-+-  3*-+-  3«. 

H.  Delannot. 

D'après  Legendre  {Théorie  des  nombres,  3*  édit.,  t.  I,  p.  393  et 
suiv.),  tout  nombre  entier  qui  n'est  pas  de  la  forme  4'*(8n-+-  7)  est 
la  somme  de  trois  carrés. 

GiuLio  Gardoso-Laynbs  (Livourne),  Maillet. 
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QUESTIONS. 


1650.  [RSaa]     Les  formules  de  M.  Darboiix  relatives 
aux  surfaces  {Sur/.,  t.  II,  p.  348) 

dp  dpi 
àq  àqx 
âr       drx 

ou  plutôt  celles  de  la  page  872 

àpx  àq  dr        art 

ont  une  grande  analogie  avec  les  formules  d'Euler  pour  la 
rotation  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  (dans  le  cas  par- 
ticulier où  L  =  M  =:  N  rrr  o), 

j  A^-f-(C-B)gr,=o, 

cj  ^{B-X)pq  =  o 

(woir  Appell,  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  II,  p.  197). 
Pourrait-on  déduire  les  premières  de  ces  dernières,  sachant 
que  les  mouvements  du  trièdre  de  la  surface  se  réduisent  à 
des  rotations,  quand  on  suit  les  lignes  de  courbure? 

N.  Hatzidakis  (Athènes). 

Interm.y  VI  (Novembre  1899).  " 
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1651.  [I25b]     Peut-on  trou  ver  deux  triangulaires  dont 
la  somme  soit  un  cube?  G.  de  Rocquigny. 

1652.  [D2b]     A-t-on  déjà  étudié  la  série 

I  I  I  I  I 

—     ^      —    ^    —      •»•! 

112  3  5 

que  forment  les  inverses  des  termes  de  Fibonacci,  et  qui  est 
évidemment  convergente?  G. -A.  Laisant. 

1653.  [D6c]  Quelles  sont  les  séries  logarithmiques 
les  plus  appropriées  à  l'établissement  des  tables?  Y  en  a-t-il 
de  plus  rapidement  convergentes  que  les  suivantes  : 

Série  de  Borda  : 

l{x  -\-  i)--  'il  (x  ->(-  \)  —  'i.l {or  ~  \)  -\-  l{x  —  i) 

;  ,r    ->■     ,  '/    ^-   y  ^  '/    '>'   y ,    i 

Série  de  Haro  : 

l{x-h5)  =  l{x-h^)-i-l(x-\-3)  —  il(x) 

-h  l{x  —  Z)  -{-  l(x  —  ^)  —  l{x  —  5 ) 

La:^ — 2^x^-\-y'À        3  \r* — •i:):r*-h  7-2/  J 

E.-B.  EscOTï  (Grand-Rapids,  Mich.). 

1654.  [Alb]  Dans  les  exercices  sur  le  Chapitre  I  des 
Questions  d^ Algèbre  élémentaire  de  Desboves(4*' édition), 
on  a  comme  5°  la  question  suivante  : 

Vérifie r  l  '  ide n  t ité 

{x'^—dy^Y 

-f-  d(x^  —  dy^){'ixy  -h  d^)  -^  b{'xxy  -\-  dy^y  =  (.r«  -+-  dxy  -h  by^)-. 

Il  est  facile  de  voir  a  priori  que  cette  identité  est  fausse. 
J'ai  trouvé  une  correction  de  l'identité.  Je  désirerais  savoir 
s'il  n'en  existe  pas  d'autres.        G.  Gouturieh  (Louvain). 

16oo.  [V3d]  Dans  la  Préface  des  Récréations  mathé- 
matirjues  et  physiques  de  M.  Ozanam  (Paris,  1750),  je  lis 
la  phrase  suivante  : 

«  Je  m'élonne  de  ce  que  du  tems  des  empereurs  Dioclélien 
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et  Constantin,  les  loix  défendirent  les  MaLhémati'qiies, 
comme  des  connaissances  dangereuses  en  condamnant  les 
mathématiciens  et  les  sorciers  comme  également  criminels  et 
pernicieux  à  la  société  civile,  selon  ce  qui  paroît  par  le 
titre  18  du  livre  9  du  Code  de  Juslinien.  » 

J'ai  eu  la  curiosité  de  chercher  le  texte  de  Justinien,  et 
j'ai  trouvé  : 

«  Artem  geometriœ  discere  atque  exercere  publiée  inle- 
rest.  Ars  autem  malhematica  damnabilis  est  et  interdicia 
omnino  ». 

D'ailleurs  dans  les  Notes  de  Cujas  (xvi'^  siècle),  au  Code 
de  Justinien,  se  trouve  : 

«  Ars  autem  mathematica,  —  id  est,  gcnethliaca.  » 

Ozanam  me  semble  avoir  mal  compris  les  mots  a  ars 
mathematica  ».  Je  désirerais  connaître  le  vrai  sens  de  ces 
mots,  et  la  distinction  que  les  législateurs  ont  voulu  faire 
entre  ars  mathematica  et  ars  geometriœ.  Doit-on  prendre 
exclusivement  pour  ars  mathematica  le  sens  «  Astrologie  »? 

C.   Couturier  (Louvain). 

1656.  [I2c]  Quels  sont  les  nombres  entiers  N  qui 
jouissent  de  cette  propriété  que  les  «p(N)  nombres  premiers 
à  N  et  non  supérieurs  à  N  soient  tous  des  nombres  premiers? 
Combien  j  a- t-il  de  pareils  nombres?  3o  est  un  de  ces  nombres. 

G.     DE    ROCQUIGNY. 

1657.  [I25b]  La  proposition  suivante  :«  Tout  triangu- 
laire, sauf  I  et  3,  peut  être  décomposé  en  six  triangulaires, 
tous  différents  de  zéro  »,  est-elle  exacte?  Combien  de  solu- 
tions? G.    DE    ROCQUIGNY. 

1658.  [VI]  Est-il  admis  universellement  que,  dans 
l'ordre  chronologique,  l'Arithmétique  est  la  première  des 
Sciences?  G.  de  Kocquigny. 

1659.  [I13ba]  Dans  V Arithmétique  de  Bourdon, 
page  2  1 8,   on  trouve  la  proposition  V^I  :  «    Si  un  nombre 
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entier,  divisible  par  5,  est  la  somme  de  deux  carrés,  le  cin- 
quième de  ce  nombre  est  aussi  la  somme  de  deux  carrés.  » 
Si  je  l'applique  à  /|5  =  3^4-62;  45  I  5  =  9,  et  9  n'est 
pas  la  somme  de  deux  carrés.  Où  est  l'erreur? 

C.  Wargny  (Valparaiso). 

1660.  [I18c]  Quelles  sont  les  valeurs  de  a,  b  et  c  pour 
lesquelles  les  nombres  m  =  ax^  -\-  bxy  -h  cy^  et 

auront  la  même  forme  quadratique? 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapids,  Mich.). 

1661.  [I19c]     Les  équations  de  la  forme 

aa?*H-  bx^-^  ca7*-i-  dx  -¥e^ y^ 
ou 

aa7'4-  037* -h  ex  -\-  d  =y^ 

peuvent-elles  toujours  être  vérifiées  par  une  infinité  de  valeurs 
entières  de  x  et  de^? 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapids,  Mich.). 

1662.  [I19c]     Les  équations  des  formes 

a.r'-i-  6j7*h-  ex  -\-  d  =^'*, 
ax^-^-  bx^-h  cx^-h  dx  -^e  =^* 

peuvent-elles  être  résolues  par  un  nombre  infini  de  valeurs 
rationnelles  (entières  ou  fractionnaires)  de  x  eiy  quand  une 
solution  est  connue? 

Est-ce  vrai  d'équations  de  degré  plus  élevé  que  le  qua- 
trième? E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapids,   Mich.). 

1663.  [Plb]  A  et  B  sont  deus  points  donés  d'une  figure 
F;  A'  et  B'  sont  les  deus  points  corespondants  d'une  figure 
F'  semblable  à  la  première.  Y  a-t-il  une  expression  anali- 
lique  assez  simple  des  coordonées  du  point  double  des  figures 
F  et  F'  en  fonction  des  coordonées  des  points  A,  B,  A',  B' 
dans  le  cas  où  :  i"  les  figures  sont  directement  semblables; 
2"  inversement  semblables?  F.  Lemoine, 
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1664.  [Q4a]  n  droites  Ai,  A2,  A3,  ...,  A«  forment 
une  figure  sous  la  condilion  suivante  :  Quatre  d'entre  èles 
ne  passent  jamais  par  un  même  point,  soit  à  distance  finie, 
soit  à  rinfini.  J'apèle/?oi/i^  triple  un  point  par  lequel  pas- 
seraient trois  de  ces  droites.  Quel  est  le  nombre  maximum 
de  points  triples  que  peut  contenir  la  figure? 

Pour  3,  4?  5,  6,  7,  8,  9,  10,  . . .  droites,  on  trouve  facile- 
ment I,  I,  2,  4)  6,  7,  9,  1 1,  . . .  points  triples;  quèle  est  la 
loi? 

Ou  encore,  ce  qui  revient  au  même,  n  points  «i,  a^y 
«3,  , ,  .^  a„  étant  placés  de  façon  que  quatre  d'entre  eus  ne 
soient  jamais  en  ligne  droite,  quel  est  le  nombre  maximum 
de  trois  d'entre  eus  en  ligne  droite  que  l'on  peut  trouver 
dans  la  figure?  Alaucfa. 

1665.  [117]  Existe-t-il  une  méthode  régulière  (et  pra- 
ticable) pour  obtenir,  sans  tâtonnements,  la  décomposition 
effective  en  deux  carrés,  d'un  nombre  donné  (bien  entendu 
de  la  forme  4/i  -i-  ")  et  de  laquelle  résulte  nécessairement,  en 
cas  d'insuccès,  que  le  nombre  considéré  admet,  en  nombre 
pair,  des  facteurs  premiers  de  la  forme  4^*  4-  3? 

F, 'A.  MajoL 

1666.  [L*  la]  L'ellipse  qui  est  le  lieu  du  centre  de  gra- 
vité des  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  M  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  ABC,  sur  les  côtés  de  ce  triangle,  et 
qui  fait  Tobjet  delà  question  I006,  est  une  ellipse  remar- 
quable du  triangle,  laquèle  jouit  de  plusieurs  propriétés  sim- 
ples; mais  si  l'on  cherche  son  équation,  on  arive  à  des  calculs 
fortlaborieusquejen'ai  pu  terminer  simplement.  Je  demande 
si  l'on  peut  l'obtenir  par  des  artifices  qui  rendent  le  calcul  plus 
rapide.  Cète  ellipse  passe  par  les  points  A',  B',  C  situés  au 
tiers  des  hauteurs  à  partir  des  somets;  èle  a  pour  centre  le 
baricenlreG  du  triangle.  L'autre  extrémité  du  diamètre  A'G 
est  sur  BC,  etc. 

Il  n'y  a  guère  de  chance,  il  me  semble  d'ailleurs,  d'obtenir 
un  résultat  condensé  en  une  formule  simple  qu'en   em- 
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ployant  les  coordonées  normales  ou  les  coordonées  baricen- 
triques,  à  cause  de  la  simétrie.  E.  Lemoine. 

1667.  [I4a,3]  (2)  On  sait  que  le  groupe  M  dérivé  d'un 
groupe  G  régulier  et  simple  de  substitutions  et  de  son  con- 
joint est  primitif.  Nous  avons  en  particulier  indiqué  une 
limite  inférieure  de  la  classe  de  M  en  général  et  déterminé  la 
classe  de  M  quand  G  est  holoédriqueraent  isomorphe  à  un 
groupe  alterné  de  n  éléments.  L<.'s  mêmes  principes  sont, 
croyons-nous,  applicables  à  la  détermination  de  la  classe  de 
M  quand  G  est  isomorphe  à  certains  groupes  connus,  par 
exemple  à  certains  groupes  linéaires.  Consulter  notre  Thèse 
de  Doctorat  (Gaulhier-Villars,  189'i),  où  nous  avons  traité 
un  cas  particulier,  et  notre  Mémoire  couronné  sur  les  suh- 
sliiuiions  (Mémoires  des  Savants  éu^angers  à  V Académie 
des  Sciences,  1899).  E.  Maillet. 

1668.  [Qld]  Géométrie  des  êtres  plans.  —  Imagi- 
nons le  plan  peuplé  d'êtres  sans  épaisseur^  ne  concevant 
que  deux  dimensions.  Pour  ces  êtres  la  Géométrie  plane 
d'Euclide  ne  serait  pas  valable  ;  il  ne  leur  serait  pas,  du  moins 
par  les  raisonnements  de  la  Géométrie  telle  qu'on  l'enseigne 
classiquement,  rigoureusement  démontré,  par  exemple, 
qu'un  côté  quelconque  d'un  triangle  est  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres,  et  que  deux  triangles  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  et  dis- 
posés dans  le  même  ordre.  En  effet,  les  démonstrations  don- 
nées, supposant  toutes  un  retournement  dans  l'espace,  leur 
seraient  aussi  incompréhensibles  que  la  suivante  pour  nous  : 
Deux  pyramides  symétriques  par  rapport  à  un  plan  ont  le 
même  volume,  puisqu'elles  peuvent  être  superposées  par 
retournement  dans  l'espace  à  quatre  dimensions. 

Pour  que  les  théorèmes  de  noire  Géométrie  plane  soient 
rigoureusement  démontrés  à  ces  êtres  plans  il  est  aisé  de 
voir  qu'il  nous  suffira  de  démontrer,  sans  sortir  du  plan, 
que,  dans  un  triangle  isoscèle,  les  angles  opposés  aux  côtes 
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égaux  sont  égaux;  ce  qui  est  plus  facile  qu^on  ne  serait  porté 
à  le  croire. 

La  démonstration  que  j^ai  trouvée  ne  me  satisfait  pas, 
parce  qu'elle  s'appuie  sur  le  postulatum  d'Euclide.  Je 
demande  une  démonstration  indépendante  du  postulatum. 

L'impossibilité  de  trouver  la  démonstration  demandée 
entraînerait  cette  conséquence  surprenante,  qui  jetterait  un 
nouveau  jour  sur  la  nature  du  postulatum  :  un  même  théo- 
rème serait  dépendant  du  postulatum  pour  les  êtres  plans  et 
en  serait  indépendant  pour  nous  autres.         G.    Tarry. 

1669.  [I9b]  Y  a-t-il  defe  fonctions  entières,  telles  que 
f(^x)  =  a;'^ — 79^ -i- 1601  (/.  M,,  1899,  10)  pour  le  second 
degré,  mais,  étant  d'un  degré  /i  quelconque  et  donnant  des 
nombres  premiers  pour  j:  z=  o,  1 ,  .  . . ,  m  ;  m  est  un  nombre 
entier  donné,  par  exemple,  m  =  i^iog?  Sinon,  quel  est  le 
plus  grand  nombre  m  pour  un  degré  donné  /i? 

KoRSELT  (Plauen  i.  v.). 

1670.  [V]  J'ai  lu  autrefois  dans  une  petite  Arithmé- 
tique populaire  le  procédé  suivant  pour  avoir  le  produit  de 
deux  chiffres  (')  supérieurs  à  5  :  baissez  à  chacune  de  vos 
mains  deux  nombres  de  doigts  respectivement  égaux  aux 
compléments  à  dix  des  deux  facteurs,  puis,  à  dix  fois  le 
nombre  total  de  doigts  levés,  ajoutez  le  produit  des  deux 
nombres  de  doigts  laissés  ;  la  somme  sera  le  produit  demandé. 
J'ai  oublié  le  nom  de  l'auteur  de  cette  Arithmétique.  Quel- 
qu'un me  pourrait-il  bien  l'indiquer  et  me  dire  s'il  sait  qui  a 
le  premier  décrit  ce  procédé?  Ch.  Berdellé. 

1671.  [K19b^]  On  a  sans  doute  cherché  à  résoudre, 
pour  le  tétraèdre,  le  problème  correspondant  au  problème  de 
Malfatti  dans  le  plan  et  sur  la  sphère;  je  voudrais  connaître 
ce  qui  a  été  fait  à  ce  sujet.  Espanet. 


(')  J'emploie  le  mot  chiffre  pour  nombre  inférieur  à  10. 
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1672.  [Alb]  Ce  téorème  est-il  vrai?  Soit /(a,  6,  ...,  /) 
un  polînome  algébrique  quelconque,  où  a,  6,  ...,  /  ont  des 
exposants  entiers  et  positifs.  Si,  quèles  que  soient  les  valeurs 
positives  ou  négatives  non  nules  douées  aus  variables  a, 
6,  ...,/,  la  fonction  reste  positive,  /(a,  6,  . . . ,  /)  est  un 
carré  ou  est  décomposable  en  une  some  de  carrés. 

Alauda. 

1673.  [L*  12c]  Combien  y  a-t-il  de  coniques  tèles  que 
cinq  points  donés  A,  B,  C,  D,  E  soient  les  points  de  Frégîer 
de  cinq  points  de  chacune  d^èles?  Alauda. 

1674.  [I24b]     J'ai  rencontré  la  double  inégalité 
I        /n* — I       //i* — 4  ^       V^'*' — '       V^'** — 4 

les  deux  séries  étant  prolongées  jusqu'à  ce  que  Fou  arrive  à 
un  terme  nul.  Le  calcul  qui  me  Ta  fournie  m'amène  d^ailleurs 
à  l'égalité 

p=n^\     

-  =  lim       > --£~. 

Je  voudrais  savoir  si  cette  égalité  est  vraie,  si  elle  est  con- 
nue, et,  alors,  obtenir  des  renseignements  bibliographiques 
sur  la  question.  C.  Couturier  (Louvain). 

1675.  [C2k]  A(j;)  étant  une  fonction  réelle  continue 
tout  le  long  de  Oxy  je  considère  les  expressions 

<Pî/»=    /      <^tn'-i{x)\{x)dx,  ?îrt-i-|=    /       ^xn{x)dx 

[n  =  I,  «2,  3,  . . .  avec  f  i(^)  =  x]. 

Peut-on  déterminer  la  fonction  A(:c)  de  façon  que  les  fonc- 
tions ©2/1+1  (^),  (/i=  I,  2,  3,  .  .  .)  aient,  pour  a;  =  X|, 
(o-<a?j-<x),  des  valeurs  données?  Une  prompte  réponse 
me  serait  très  utile.  A.  Davidoglou  (Berlad). 
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77.  (1894,  26)  (G.  Oltramare).  —  Décomposer  en  un  produit 
de  deus  facteurs  un  nombre  dont  on  conait  une  décomposition 
en  une  some  de  deus  carés,  —  (1894,  167,  245;  1895,  209,  325).  — 
On  sait  que,  si  le  nombre  a<+6'  n'est  pas  premier,  il  existe  des 
nombres  a,  p,  y»  S  tels  que  l'on  ail  a  =  «y  -H  PS»  6  =  a8  —  Py»  ®' 
alors  a^-i- 6*  =  (a*-H  p')  (y'-h  0*).  Soit,  par  exemple,  le  nombre 
I  io5  =  33'  -h  4*.  Posons  33  =  ay  "î~  P^»  4  =  ^5  —  Py»  ^'  prenons  pour 
inconue  auxiliaire  le  produit  ^Pyo  =  u. 

Pour  que^ay  ^'  P^»  *^  ^'  Pï  soient  rationels,  il  faut  que 

33«  — 4m=/i«        et        4*-^4w  =  ^"*- 

Si  Ton  done  à  h  toutes  les  valeurs  impaires  inférieures  à  33,  et  si 
Ton  calcule  les  valeurs  corespondantes  de  4^»  ^^  trouve  que, 
parmi  ces  dernières,  il  y  en  a  trois  qui  rendent 4*-+-  ^u  caré  parfait. 
On  a  ainsi 

i«      A  =9,    A- =  32;    «7  =  21,    p8  =  i2,    «8  =  18,     Py  =  i4; 

a  =  3,  p  =  2,  Y  =  7,  8  =  6;  iio5  =  i3x85; 
2°   A  =  23,  A:  =  24;  ay  =  28,  pS  =  5,  a8  =  i4,  Py  =  io; 

a  =  i4,  P  =  5,  Y  ==  ^>  0  =  1;  i[o5  =  221X5; 
3°   A  =  3i,  X:  =  i2;  «y  =  ^2,  Po  =  i,  ao  =  8,  Py  =  4; 

a  =  8,  p  =  I,  Y  =  4»  8=1;  iio5  =  65X17- 

Si  Ton  pose  maintenant  4  =  «Y  "^  P^»  33  =  a8  —  Py,  on  n'obtient 
aucun  résultat.  (Mais  on  pourait  en  trouver  dans  d'autres  cas.) 

Remarques.  —  1°  La  recherche  des  valeurs  de  /r  et  A:  peut  être 
abrégée  considérablement  par  l'emploi  des  résidus  quadratiques. 
Ainsi,  dans  l'exemple  que  j'ai  choisi,  on  voit  facilement  que  Ton 
doit  avoir  A  =  m.8  ifci. 

2°  Étant  donée  une  seule  décomposition,  d'un  nombre  impair  dont 
tous  les  facteurs  premiers  sont  de  la  forme  4/^  +  1,  en  une  some  de 
deus  carés,  on  trouve,  par  la  métode  précédente,  toutes  les  décom- 
positions de  ce  nombre  en  produits  de  deus  facteurs.  On  trouve  en 

1 1. 


—  230  - 

même  temps  les  autres  décompositioos  de  ce  nombre  en  somes  de 
deus  carés  :  èles  sont  donées  par  les  diverses  valeurs  de  k*-hk*. 
Ainsi  iio5  =  33»-f-4*  =  9*4-32«  =  23«-h24*  =  3i*-hia«.  Si  la  mé- 
tode  précédente  ne  doue  aucun  résultat,  le  nombre  considéré  est 
premier.  A.  Goulard. 

84.  (i894|  35)  (E.  Lucas).  —  Solution  de  la  question  du  taquin 
général,  —  (1894,  21 5;  1899,  34)-  —  Voici  une  addition  à  la  solu- 
tion du  taquin  général  qui  a  été  donnée  1899,  34. 

J'ai  dit  que,  pour  ramener  les  pions  dans  Tordre  naturel,  la  dis- 
position donnée  devait  être  de  première  classe.  Cette  condition  est 
toujours  suffisante;  mais  elle  n'est  nécessaire  que  dans  le  cas  où 
q  -hr  est  impair.  On  peut  amener  un  pion  quelconque  à  sa  place, 
soit  par  k  permutations  successives  dans  le  sens  direct,  soit  par 
q -h  r  —  (A:-i-i)  permutations  dans  le  sens  rétrograde.  Lorsque 
q-\-  r  est  pair,  les  deux  nombres  A:  et  q  -h  r  —  (A:  -h  i)  sont  de  pa- 
rité difTérente.  On  peut  donc,  en  choisissant  pour  la  mise  en  place  du 
dernier  pion  le  sens  convenable,  faire  en  sorte  que  le  nombre  total 
des  opérations  eiïectuéés  soit  pair  et  que,  par  conséquent,  les  pions 
(g  -f-  r  -*-  i)  et  (ç  4-  A*  -h  3)  soient  revenus  à  leur  place.  Ainsi  dans 
le  cas  de  ^  +  r  (ou  p  -¥  r)  pair,  on  peut  toujours  ramener  les  pions 
dans  l'ordre  naturel,  quelle  que  soit  la  disposition  initiale.  Cela  est 
si  vrai  que  l'application,  que  j'ai  donnée  pour  ^  -h  r  =  6,  concerne 
une  disposition  de  deuxième  classe,  et  non  de  première  comme  je 
l'ai  dit  par  erreur.  Dans  le  taquin  ordinaire,  la  solution  n'est  pos- 
sible que  si  la  disposition  donnée  est  de  première  classe.  G*est  que 
si  l'on  y  suppose  un  pont  à  une  place  quelconque  et  si  l'on  trace  un 
contour  soit  à  droite,  soit  à  gauche,  en  réunissant  les  pions  inté- 
rieurs par  une  ligne  continue  aboutissant  au  pont,  il  est  facile  de 
voir  que  q  -\-  r  sera  toujours  impair.  H.  Delannot. 

184.  (1894,  95;  1899,  73)  (Italo  Zignago).  —  Sur  la  résolution 
d'un  problème  d'Abel. —  Q,  iovA^n  {Cours  d* Analyse,  t.  III,  a"*  8) 
démontre  la  proposition  dont  il  s'agit.  A.  Pellet. 

410,  (1895,  4)  (E.  Lemoine).  —  Point  K  dont  la  somme  eUs 
carrés  des  distances  aux  arêtes  soit  minimale.  —  (1898,  a3i; 
1899,  7,  59,  i55, 225).  —  Soient  un  trièdre  et  un  plan  passant  par  son 
sommet;  j'appellerai  conjuguée  du  plan,  par  rapport  au  trièdre, 
la  droite  commune  aux  trois  plans  menés  par  une  arête  du  trièdre 
et  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  suivant  laquelle  la  face  op- 
posée coupe  le  plan  par  rapport  aux  deux  arêtes  du  trièdre  situées 
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dans  cette  face.  Soient  alors  un  trièdre  ABGD,  Do  la  conjuguée  du 
plan  tangent  au  point  D  à  la  sphère  circonscrite,  §  le  point  où  cette 
droite  perce  de  nouveau  la  sphère.  Considérons  la  droite  d'inter- 
section (/)  du  plan  normal  à  Dd  mené  par  le  point  D  et  du  plan  dé- 
terminé par  les  points  milieux  des  arêtes  DA,  D6  et  DG,  et  la 
droite  (/')  commune  au  plan  ABC  et  au  plan  normal  à  D8  mené  par 
le  point  8.  Ces  deux  droites  déterminent  un  plan  (L).  On  obtiendra 
d'une  manière  analogue  trois  autres  plans  (M),  (N),  (P);  ces  quatre 
plans  concourent  au  point  K.  K.  Genty. 

453.  (1895,  17)  (E.  Maillbt).  —  Sur  le  problème  d'Euler  des 
n*  officiers.  (1896,  17,  90;  1898,  83,  176,  i5i).  —  Une  Note  de  la 
Rédaction  (1896,  90)  dit  que  le  problème  parait  généralement  im- 
possible pour  ^n*.  Je  précise  en  limitant  l'impossibilité  au  cas  où  n 
est  impair.  Le  problème  des  n^  officiers  paraît  généralement  impos- 
sible quand  n  est  impairement  pair,  mais  il  est  toujours  possible 
quand  n  est  impair  ou  pairement  pair.  Si  l'on  connaît  des  solutions 
pour  n  =  a  et  n  =  b,  une  méthode  très  simple,  presque  intuitive, 
fournit  des  solutions  pour  n  =  ab.  Or  le  problème  est  toujours  pos- 
sible pour  71  =  2*,  X:  >  I,  et  pour  /i  =  2/?  -h  1.  Donc  il  est  toujours 
possible  pour  n  =  2^(2/?  H-i),  A:  >  1,  contrairement  à  l'assertion  de 
la  page  85,  1898,  ainsi  que  le  montre  d'ailleurs  l'exemple  suivant, 
qui  suffira  pour  faire  connaître  la  marche  à  suivre  : 
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5.3 

H-\ 

6-2 

11-12 

10-10 

12-11 

9-k- 

8-5 

7-6 

3-7 

2-8 

1-9 

6-1 

5-2 

**3 

1240 

11-11 

10-12 

7-6 

8-6 

Q^^^ 

1-8 

3-9 

2-7 

*-2 

6-3 

5-1 

10-11 

12-12 

11-10 

*     '-/     '   /  "• 


1  î  :  '     • 


"    5 


// 


"t   j 


f'/v 


Cette  méthode  mérite  de  fixer  l'attention,   car  elle  permet  de 
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construire  les  carrés  cabalistiques  (*)  de  base  a*a*6P. .  .y^T,  A*  =  o 
ou  X:  >  I ,  les  exposants  a^^,  •  •  •  ;  Y  ^^^  nombres  impairs  a,b,  .  - . ,  ^ 
étant  tous  plus  grands  que  i.  G.  Tarry. 

1271.  (1898,  8o)  {Martin).  —  Théorie  des  fractions  continues, 
—  (1898,  2i5;  1899,  i6).  —  M.  Duran-Loriga  disait  naguère,  ici 
même,  avec  raison  (/.  M,,  1897,  p.  40  qu'une  théorie  complète  sur 
les  fractions  continues  algébriques  et,  en  particulier,  sur  la  conver- 
gence, était  encore  un  desideratum.  Etant  donnée  la  manière  dont 
M.  Martin  vient  de  préciser  la  question  1271,  je  ne  conserve  donc 
guère  d'espoir  de  pouvoir  le  satisfaire.  Quoi  qu'il  en  soit,  s'il  veut 
continuer  ses  recherches,  il  trouvera  des  références  bibliographiques 
nombreuses  : 

1**  Sur  la  partie  ancienne  du  sujet  dans  Fayard,  Notitie  storiche 
sulle  fr,  cont.  dall  sec,  XIII  al  XVII,  publié  d%ns  B.  Bon  (t.  VU, 
p.  45i  et  533;  1874). 

a°  Sur  la  partie  r^^en^e  et  les  principaux  Mémoires  originaux,  dans 
Hagbn,  Synopsis  der  hôheren  Ma the ma t ik  {Evsler  Band,  VI  Absc, 
p.  i25-i4o). 

3**  En  particulier,  sur  les  travaux  d'EuLER  dans  Vlndex  Operum 
Leonardi  Euleri  confectus  a  Johanne  G.  Hagen  s.  J.  (Berlin,  Félix 
Dames,  1896,  in-8,  p.  i5.  NN.  176-189).  Il  convient  d'ajouter  aux 
Ouvrages  énumérés  {loc.  cit.)  le  Ghap.  XVIII  du  tome  I  de  Vlntro- 
ductio  in  Analysin  infinitorum,,  p.  295.  H.  Braid. 

1299.  (1898,  126)  (F.  Michel).  —  Désignation  des  diverses  ma- 
chines à  calculer.  —  (1898,  240;  1899,  18).  —  La  machine  pour 
exécuter  l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division, 
nommée  Goldman* s  Arithmachine,  est  fabriquée  par  V Interna- 
tional Arithmachine  Co,,  Roanoke  Building,  Chicago,  Illinois. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapids,  Mich.). 

1301.  (1898,  126)  (Gh.  Bioche).  —  Étymologie  du  mot  sinus 
(1898,  264).  —  Le  célèbre  professeur  et  auteur  de  Mathématiques, 
M.  J.  Todhunter,  fait  dériver  le  mol  sinus  (sine  en  anglais,  seno  en 
espagnol),  du  latin  sinus,  sein  (partie  du  corps  depuis  le  bas  du  cou 
jusqu'au  creux  de  l'estomac);  et,  de  même  que  l'arc  circulaire,  sa 
corde  et  sajlèche  (sinus-verse)  proviennent  des  diverses  parties  de 

(')  Un  carré  cabalistique  est  un  carré  diabolique  qui  donne  un  carré 
magique  lorsqu'on  remplace  les  nombres  par  leurs  carrés,  G.  T. 
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Tare  ou  arme  de  jet  des  anciens  guerriers,  le  sinus  de  cet  arc  serait 
la  partie  de  la  corde  la  plus  rapprochée  du  sein  de  Tarcher  {voir 
aussi  English  Cyclopedia).  G,  Wargny  (Valparaiso). 

Plus  d*un  lecteur  de  Y  Intermédiaire  se  sera,  je  le  crains,  senti 
quelque  peu  dérouté  en  lisant,  dans  la  livraison  du  mois  de  novembre 
1898,  les  trois  réponses  envoyées  à  la  question  1301  (p.  264).  Je 
ne  croyais  pas,  je  Tavoue,  que  l'étymologie  du  mot  sinus  pouvait 
encore  faire  l'objet  d'un  doute;  mais  les  réponses  reçues  par  la  Ré- 
daction me  montrent  que  je  me  suis  trompé.  Sans  chercher  à  justi- 
fier mon  opinion,  ce  qui  pourrait  m'entrainer  trop  loin,  je  crois  utile 
de  citer  un  passage  de  Littré,  qui  aie  mérite  d'expliquer  clairement 
en  quelques  lignes  l'état  de  la  question  (Littré,  Dictionnaire  de  la 
langue  française,  t.  IV,  p.  igSi;  voyez  le  mot  sinus.  Paris,  Ha- 
chette ;  1874)  : 

«  Sinus.  Etym.  expression  latine  adoptée  au  moyen  âge  pour  tra- 
duire le  mot  jayb  choisi  par  les  Arabes  pour  désigner  la  demi-corde 
de  l'arc  double,  et  qui  signifie  proprement  sinus  indusii  (d*Avezac, 
Project,  géogr,,  p.  83).  Cela  écarte  la  conjecture  d'après  laquelle 
la  corde  s'appelant  autrefois  inscripta,  ligne  inscrite,  le  sinus  s'ap- 
pela d'abord  semi-inscripta,  puis,  par  abréviation,  s.-inscripta, 
s.-ins  et,  enfin,  sins,  d'où,  par  euphonie,  sinus.  » 

Baitzer  et  Littré  ne  sont  guère  en  désaccord  et  leur  avis  diffère 
tout  au  plus  par  une  nuance;  mais  il  s'agit  de  savoir  si  l'étymologie 
se  mi-inscript  a  peut  se  défendre.  Non,  dit  Littré.  Je  crois  qu'il  a 
raison;  mais  je  m'arrête,  car  je  ne  voulais  qu'exposer  l'objet  du 
litige.  H.  Braid. 

1308.  (1898,  149)  (C.-A.  Laisant). —  Quadruple  d* ellipsoïdes 
ayant  un  sommet  d'un  tétraèdre  pour  centre  et  les  trois  autres 
sommets  pour  points  conjugués.  —  I.  L'équation  barycentrîque 
de  Tellipsoïde  de  Steiner  circonscrit  au  tétraèdre  Ai  A)  As  A^  étant 
E  =  X,Xj  -4-  X1X3  H-  X1X4  -H  XjXa  -f-  XjXv  -h  X3X4  =  o,  les  équations 
des  quatre  ellipsoïdes  de  l'énoncé  sont 

X}-h2E  =  o    (Al),         X|-+-'2E  =  o    (A,), 
Xî-h2E  =  o    (A3),         XÎ-+-'2E  =  o    (AO- 

Ces  quatre  ellipsoïdes  sont  deux  à  deux  bitangents  en  deux  som- 
mets [A3  et  A4  pour  (Al)  et  (As)],  le  plan  tangent  commun  en  A3 
étant  la  face  (Xi-H  Xj-i-X4=  o)  du  tétraèdre  anticomplémentaire. 
Ils  sont  circonscrits  à  l'ellipsoïde  E,  le  plan  de  la  courbe  de  contact 
de  (Al)  étant  la  face  a\.  On  trouve  immédiatement  les  points  de  (Ai) 
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diamétralement  opposés  à  A2(2,  —  i ,  o,  o),  Aj,  A4,  les  points  de  ren- 
contré ( — 3  =b  v/ë,  I,  I,  i)  avec  la  médiane  (Xi=  X8=  X^),  avec  les 
autres  médianes  et  les  sections  diamétrales.  Les  équations  (Ai)  et 
(Aj)  deviennent  identiques  si  l'on  y  fait  Xt  =  Xj;donc  (Ai)et(Ai) 
se  coupent  dans  le  plan  Xi  =  X^.  On  voit  de  même  que  (A|),  (Aj), 
(As)  se  coupent  sur  la  médiane  (Xi  =  Xs  =  Xs)  au  point  (3, 3, 3,  — 4)» 
IL  Le  faisceau  ponctuel  des  quadriques  passant  par  Tintersection 
de  (Al),  (Af)  a  pour  équation 

(i)  X,Xî-i-  X,X}  -I-  2(X,-f-  X,)E  =  o. 

Elles  sont  ellipsoïdes,  paraboloïdes  ou  hyperboloïdes,  selon  que 
Ton  a  Xf-h  4^i^î-^  ^î|o.  Les  coordonnées  du  centre  de  ces  qua- 
driques sont  Xi,  Xj,  V    *    l—y  r — ^— 4— •  Le  lieu  des  centres  est  par 

Al  -l-  Aj     A|  •+■  Aj 

suite  la  conique 

Hi,=  nXiX,-  (Xa-h  X,)  (Xi-h  X,)  =  0,        X,-  X*  =  o. 

Le  sextuple  d'hyperboloïdes  [Hit,  Hd,  Hh,  H^j,  Hs^j  Hs^]  P^"^ 
être  intéressant  à  étudier. 

IJI.  Le  réseau  ponctuel  dépendant  de  (Ai),  (As),  (As)  a  pour 
équation 

(2)  XjXî-h  X,XÎ-f-  XsXî-h  2(Xi-h  Xj-h  X3)E  =  o. 

Il  comprend  une  famille  de  cônes  de  sommet  A4  conjugués  par 
rapport  au  trièdre  A4,  pour  X1-4- Xj-h  X3=  o.  Le  centre  des  qua- 
driques (2)  a  pour  coordonnées  Xi,  Xj,  Xs,  — r-r ^ ïTxi'   ^^ 

lieu  des  centres  de  ces  quadriques  est  la  surface  cubique 

XiX,X,-t-X4(Xi-^X,-+-X,)«=o, 

qui  touche  les  trois   faces  ai,  a^,  a^  suivant   les  droites  Xi=o, 
Xj-hX3  =  o,  ...,  et  passe  en  outre  par  les  trois  arêtes  A2A3,  AsA|, 
Al  As.  Les  quadriques  (9.)  sont  ellipsoïdes,  paraboloïdes  ou  hyper- 
boloïdes,  selon  que  Ton  a  Xi[(Xi-i- Xj-h  Xs)* — XiXjXj]^o. 
La  courbe  jacobienne  du  réseau  (2)  a  pour  équation 

Xi 

(3)  liW  A«-H11,V  KW  lî.»        =0. 

En  développant  les  quatre  déterminants  et  posant 

< 

\i-h  X2-i-X3-f-  Xv=  SXi. 


+  Ek, 

Ek, 

Ek, 

Ek, 

Ek, 

Xt+Ek. 

Ek. 

Ek. 

Ek. 

Ek. 

X,+  Ei. 

Ek. 
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on  trouvé 

(2X,)lX,X3-hX,X,-hX,X,]-2X,X,X3  =  o, 

X,X5(2Xi-X,)  =  o,        X3Xi(2X,--X,)  =  o, 

X,X,(SX,-X3)  =  o, 

ce  qui  prouve  que  la  jacobienne  se  décompose  en  six  droites  (dont 
trois  doubles  à  Tinfini),  savoir  :  les  arêtes 

(X,  =  o,  Xj=o),        (Xs=o,  Xi  =  o)        et        (Xt  =  o,  Xj=o), 

et  les  droites  de  Tinfini  (  Xi  =  o,  Xj  H-  Xj  -h  X4  =  o,  . . . ). 

JV.  Le  réseau  ponctuel  complet  dépendant  des  quatre  ellipsoïdes 
a  pour  équation 

(4)    XiXJ-hX,X|-h  X,X|-)-X4XÎ-+-2(Xi-+-Xj-hX5-+-X4)E  =  0. 

Il  comprend  (pour  SXi  =  o)  une  famille  de  quadriques  conjuguées 
au  tétraèdre.  Le  centre  des  quadriques  (4)  est  au  point 

(2Xi)(X}-h2X,X,)  — XjXaX^ 

Elles  sont  ellipsoïdes,  paraboloïdes  ou  hyperboloïdes,  selon  que  Ton  a 
Xi[(2Xi)  (SXJ -h  42X1X4)  —  2X4X5X4]  |o.  La  surface  jacobienne, 
dont  réquation  se  forme  en  ajoutant  au  déterminant  (3)  une  qua- 
trième ligne  (Ex^,  E'x^,  E'x^,  X^-hEj^),  a  pour  équation  développée 

(Xi-4-Xj-HX8-i-X4)(^-+-^-hY"-+-v~)  —  ^'  C'est  une  surface 

\Ai         Aj         A3         A4/ 

quartique,  anal  la  g  ma  tique  (lieu  des  réciproques  de  ses  points), 
passant  par  les  six  arêtes,  et,  en  outre,  par  les  quatre  droites 

(Xi  =/0,  Xj-f- XsH- X4=  o,  ...) 

situées  dans  le  plan  de  TinOni  et  qui  forment  sa  courbe  de  l'infini. 
On  reconnaît  aisément  que  la  développable  asymptote  de  la  surface 
se  compose  des  quatre  faces  (2X1 — Xj — X3 — X4=o,  ...)  du  tétraèdre 
complémentaire,  que  la  surface  coupe  la  médiane  en  A.i  aux  points 

l  a?!  = >  .rj  =  jTs  =  374  =  1  I , 

qu'elle  coupe  la  face  du  tétraèdre  anticomplémentaire 

(Xj-H  Xa-h  X4=  o) 

suivant  la  cubique  (rr ^ i, ^  =0),  réciproque  de  la 

\Ai         Aj         A3         A4  / 

face  correspondante  du  tétraèdre  complémentaire,  etc. 
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Remarque,  —  Il  est  facile  de  dualiser  la  question  en  étudiant  le 
quadruple  d^ ellipsoïdes  ayant  une  face  d'un  tétraèdre  pour 
plan  polaire  du  barycentre  et  les  trois  autres  faces  pour  plans 
tangents  conjugués.  Il  suffit  de  changer  de  nom  les  coordonnées. 

L.    RiPERT. 

1329.  (1898,  174)  {Rosace),  —  Sur  l'équation 

a7î^_a7'/7-+-ar —  =0 

V7 

(1899;  86).  —  Il  y  a  un  moyen  très  simple  de  former  une  équation 
analogue  pour  tout  nombre  premier/?  ^ — i  (mod  4)}  en  partant  de 

la  relation  connue  ^  sin  — -  =  -  )/py  dans  laquelle  r  doit  parcourir 

/• 
le  système  des  résidus  quadratiques  de/>.  Lorsque 

r  =  -(p-^s)>-p, 

*y  rit  s  T 

il  convient  de  remplacer  sin  - — par  —  sin — ^-  La  somme  qui  pré- 
cède reste  toujours  une  somme  de  termes  de  la  forme  sin  — -9  qu'on 

P 

peut  exprimer  en  fonction  rationnelle  de  a?  =  tang  -^-  Ainsi,  pour 


27:         .    4'ïï  Stt 


.27:  .4-71  .071  I     /-  ,. 

/)  =  7,  on  a  sin h  sin  — — \-  sin  —  =  -  / 7»  ou  bi 

7  7  7         '-* 

sin h  sin sin—  =  -vi: 

7  7  7        ^ 

puis,  en  multipliant  les  deu\  membres  par  2sin^9 

TT  271  /-     ,      TT 

—  1  -h  cos  — h  2C0S  —  =  v'?  Sin  - 

/  7  / 

Le  premier  membre  est  égal  à 


bien 


—  3  -i-  cos  — h  4  cos*  - 
Donc 


=  (  i-H  cos  -  j  (  —  3  -h  4  cos  ^  j 


7:  /-  Tt 


—  3  -i-  4  cos-  =  v/7  lang  -^  > 
7  i<» 


-  257  - 


TT 


c'est-à-dire,  en  posant  x  =  tang  -- , 


X  -h  X^  = 


V^7 


-- —  a:V7. 
V7 


Rosace, 


1444.  (1899,  27)  (Arnocs  de  Rivière).  —  Note,  —  Voici,  en  con- 
servant les  notations  adoptées  parTautcur  de  la  question  et  en  repré- 
sentant par  Gj^'  le  nombre  des  combinaisons  de  n  objets  k  à  A*,  les 
compressions,  en  fonction  de  n,  des  trois  sommes  £8,  £A,  £E. 

Premier  cas,  —  n  pair  : 


n 


n  — « 


n 

SE  =  (2/1  -t-i)GÏ  — i". 


Second  cas.  —  n  impair  : 


n  —  \ 


2a  =  (/i-M)G«»    ;         VA,=  3(^_^.,)G,.« 


aC,,«    —  2'»-»; 


/i-i 


SE  =  '2(/i-hOC«*   —2". 


On  voit  alors  que  les  rapports  des  deux  dernières  sommes  à  la 

première  tendent  vers  '  et  vers  2  lorsque  n  augmente  indéfîniment 
et  que,  par  suite,  pour  n  —  ce,  les  trois  sommes  sont  proportionnelles 
au\  nombres  2,  3  et  4-  Les  démonstrations,  trop  longues  pour  être 
données  ici,  ne  présentent  que  des  dénombrements  de  combinaisons, 
sans  rien  de  particulièrement  intéressant.  G.  Moreau. 

14i5.  (1899,  28)  (DE  Mo.NTESSUS).  —  Réduction  d*un  certain 
déterminant  du  sixième  ordre  à  un  déterminant  du  troisième 
ordre,  —  Note.  —  En  développant  le  déterminant  de  l'expression 
par  le  théorème  de  Laplace  suivant  les  trois  premières  colonnes,  on 
voit  facilement  qu'il  est  égal  à  la  somme 


J'  —  yo  o 

O  Z  ^  Zx 

Z Zq  — (x  —  Xx) 

X  —  ar©  o 

o  y  —  yv 

z  —  Zq  — {x —  X\) 


—  a^x  —  b%y  -^c%z  —  rfj 
a^x  -^  bny-\-  c^z-^-  d^ 
a^x  ■+-  b^y  -h  CiZ-^  df 

—  a^x  ~  bi,y  —  C4  3  —  di^ 

ax-\-  by  -h  cz  -\- d 
a\X  -^  b\y  -\-  c{z  -f-  dx 


-  258  — 
cette  somme  pourra  être  mise  sous  la  forme 

y—y^        y  —  yt  ax-^  by  -^  cz  -^d 

z — 5o     — (.r  —  Xx)         aix-h  biy  -h  ciz  -^  di 

si  le  système 

( ai  —  ai)x  -h  (b^^  bi,)y  -h  (Ci—  c^) z  =  d,,— d^, 
(a^— a  )x -h{bs— b  )jy-h{Ci— c  )z  =  d  —  d^^ 
(a, -h  aj)a7 -h  (61  H- 6,)7 -h  (ri -+- c,  )^  =  —  (^i -4- rf,) 

est  compatible.  Mehmet  Euine  (Gonstantinople). 

L'auteur  de  la  question,  à  qui  nous  avons  comuniqué  cète  réponse 
partièle,  nous  a  fait  remarquer  qu'il  ne  sufît  pas  que  les  équations 
du  sistème  dont  parle  M.  Emine  soient  compatibles;  il  faut  aussi  que 
les  deus  dernières  colones  des  deus  déterminants  soient  identiques 
pour  qu'ils  se  réduisent  au  seul  déterminant  qui  résout  complètement 
la  question,  mais  dans  ce  cas  particulier  seulement.     E.  Lemoine. 

1433.  (1899,  3o)  (S.  de  la  Campa).  —  Dérivées  à  indices  quel- 
conçues.  —  Cf.  N.  A.,  1884,  p.  2^0,  un  article  à  ce  sujet  de 
il.  Laurent.  M.  Peano  m'écrivait  il  y  a  deu\  ans  que  d'après  le 
Jahrbuch  iiber  die  Fortschritte  der  Mathematik  rien  n'avait  clé 
publié  depuis  à  ce  sujet. 

J'ajouterai  qu'on  peut  démontrer  aisément  que  si  pour  n  entier 

d^  y 

— —  =/(ar,  n), 

on  a 

/{x,  o)  =  y,        /(x,  —  1)  H-  A  =/^  dx, 

/{Xj  —  i)-^  A,:r-h  A,=  [fydx]dx,         ..., 

hormis  le  cas,  ordinaire,  où  /(x^ — n)  prend  une  forme  illusoire. 

De  Montbssus. 

Premières  idées  dans  les  œuvres  de  Leibniz,  Eller^  Laplace,  Fourier. 
—  1814,  SiMÔEs  MarCiIOCchi  E  Valente  do  Conto,  Lisboa  MemoriaSy 
3,  II,  48. —  i8'24,  LiBRi,  Torino  Menxoricy  XXV II ï,  25 1. —  i83-2,  Liou- 
VILLE,  /.  E.  P,,  XXI,  1,  71.  —  1834,  LiouviLLE,  J.E,  P.,  XXIV,  17.  — 
i835,  LiouviLLE,  Cr.,  13,  2 19.—  1839,  Jurgensen,  Cr.,  19, 8  j.  —  1840, 
Kelland,  Trans,  Edinb.  H.  Soc^  XIV.  —  |8Î4,  Serret,  J,M.,  IX, 
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193.  —  i846,  HoppE,  Cr.,  33,  78.  —  1848,  Centër,  Cambr.  andDabL 
Journ.,  3,  7.74-  —  '849,  Keli.ano,  Trans,  Edinb,  R.  Soc,  XVI.  — 
i853,  Kelland,  Trans.  Edinb.  R.  Soc.  XX.—  i854,  LiouviLLE./.iV., 
XX,  iiD.  —  i858,  Tardy,  Annali  di  Mat, y  I,  i3î.  —  1859,  Spitzbr, 
Arch.  Grun.,  XXXIII,  116.  —  1860,  Gréer,  Ç.  /.,  III,  3*27,  370.  — 
1861,  Vachtchenko-Zachartciiexko,  Q,  /.,  IV,  237.  —  1864,  HoLM- 
GREN,  Mem.  Ac  Stockholm^  V.  —  1866,  Roberts,  Q.  /.,  VII,  3 16. — 

1867,  Roberts,  Q.  /.,  Vllf,  52,  139;  Grcnwald,  Z.  5.,  XII,  ^\\,— 

1868,  BoRCHARDT,  Berlin,  Berichte,  623;  Letxikow,  S.  M.  i/.,  ill,  1; 
TvcHSEN,  Tidsk,  f.  Math.,  2*  série,  IV,  89.—  1869,  Borchardt,  Bull. 
Bonc,  II,  277;  Gexocchi,  Torino  Atti,  IV,  263.  398.  —  i87J,MosT, 
Z.  S.,  XVI,  190;  Genoccih,  Torino  Memorie  2*  série,  XXVI,  61.  — 
1872,  RuTGRRS,  Diss.  over  differ.  van  f^ebroken  orde  en  haar 
gebruik  by  de  afleiding  van  bepaalde  integrnlen  Diss.  Leiden, 
(Traduction  française,  Arch.  néerl.y  VH,  27.)  —  ^873,  Sonine, 
S.  M.  M. y  VI,  4i3.  —  Letmkow,  S.  M.  M. y  VI.  —  1875,  Buciiwaldt, 
Tidskr.  f.  Math.,  3*  série,  V,  i,  93, 128.  —  1876.  Buciiwaldt,  Tidskr. 

/.  Math.,  V  série,  VI,  41;  Bull.  Ac  Copenh.,  5i.  —  1880,  II.«mmond, 
Am.  Journ.  of  Math.,  III,  164  ;  Grl'nwald,  Sitz.  ber.  bôhm.  Ges., 
276;  Halphen,  S.  M.,  VIII,  62.  —  1884,  H.  Laurent,  N.  A.,  3*  série, 
III,  240.  —  1888,  Nkkrassov,  s.  m.  m.,  XIV,  45.  —  1889,  Nekrassov, 
S.  M.  M.,  XIV,  410. —  1890,  Lindner,  Ueberbegrenzte  Ableitungen 
mit  komplexem  Zciger.  Programm  Côslin. —  1893,  Poincaré,  /?É;pwe 
de  Métaphysique  et  de  Morale,  I,  26;  Zorawski,  Bull,  intern. 
Cracovie^  242,  —  1895,  Franken,  Bull.  Ac  Stockholm,  LU,  481. 

E.  WoLFFiNG  (Stuligart). 

14515.  (1899,  3i)  (E.-N.  Barisien).  —  Élimination  de  ©  entre  les 
deux  équations 

A  sin*  <p  -4-  2  B  sin  9  cos  cp  -h  G  cos*  <p-4-2Dsino-h2E  ces  ©  H-  F  =0, 
A'sin'©  -f-  2B'sincp  cos^  -h  C'cos*o  -!-  2D'sin5p  -+-  2E'cosç  -h  F'  =  o. 

Je  pose 

B  _  d  —  b  D  _rl-^b  E  _e  —  a 

A  ~      8      '  A  ■"      8      '         A  ""      4      ' 
C  __  a-h  e  —  c  F  _  a-^e-h  c 

Â~"  4  ^''         Â""  4  '' 

B'    D' 
et  j'exprime  de  même  -n'  t"''  '  '  *  P^*  ^^^  formules  que  l'on  obtient 
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en  accentuant  toutes  les  lettres  qui  figurent  dans  les  précédentes. 
Les  équations  donbées  sont  alors  telles  que  si  Ton  pose 


tang  -^  =  Xf 

2 


elles  deviennent 


IX 

sin©  = -» 


cos  o  = 9 


ax^-^  bx^->r  cx^  -h  dx  -h  e  =  Oy 
a'x^-h  6' 37' -h  c'x»-h  cFx-{-e'  =  o, 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  x  entre  ces  dernières.  C'est  un  pro- 
blème connu,  résolu  dans   les  Traités  d'Algèbre  supérieure.    Voir 
aussi  le  Traité  d^ Analyse  de  M.  H.  Laurent  (t.  T,  p.  34o). 
Le  résultat  est 


(ab')            (ac')                   (ad)  (ae') 

(ac')  {ad')-^(bc')  {ae')-^{bd')  {be') 

{ad)  {ae')-^{bd')  (be')-+-(cd)  (ce') 

(ae')            (6e')                   (ce')  (de') 


o. 


A.  BuiiL. 


De  quelque  manière  qu'on  procède,  on  est  toujours  ramené,  4>  dé- 
signant une  fonction  de  cp,  sinus,  cosinus,  tangente,  exponentielle,  à 
éliminer  ^  entre  deux  équations  telles  que 

«**-+-  6*'-+-  c^'^-  rf*-f-e  =0, 
a'*^-^  6'*»-H  c'*«-+-  cT*  -h  e'=  o. 

Le  résultant  se  trouve,  par  exemple,  dans  V Algèbre  supérieure 
de  Saliion,  traduction  O.  Chemin,  p.  1 18,  donné  sous  forme  de  déter- 
minant, forme  la  plus  simple  et  la  plus  avantageuse  pour  le  calcul 
et  la  découverte  des  simplifications  possibles  dans  chaque  cas  parti- 
culier. ESPANET. 

Exprimons  sinop  et  coscp  en  fonction  de  tang^  =  x.  Si  Ton  pose 

a4=C-+-F  — 2E,        «3=4(0-  F),        a,=  2(F  —  C -f- 2A), 
ai  =  4(D-+-B),        a=F-hC-h2E,        <  =  C'-4-F— 2E', 

on  trouve  le  système 


(I) 


\  a^x^  -H  «s-r'  ■+-  a^x^  -^  a\X  -^  a  =  o, 

« 

(  a\  x^  -4-  «3  x^  -H  a\  ar*  -h  a',  j'  -h  a'  =  o. 


—  261  — 


Si  nous  éliminons  x  entre  ces  deux  équations,  nous  obtiendrons  le 
déterminant 


o 

Avo 

Ajo 

Ajo 

Aïo 

Au 

A„ 

A„ 

o 

—  Aïo 

A„ 

A„ 

o 

-A„ 

A 10 

A„ 

0 

-A„ 

-A31 

—  A30 

o 

-A„ 

-A„ 

-A,, 

Aio 

=  o, 


où  nous  avons  posé 


Al         I 

M.  DE  MONTCHEUIL. 


1462.  (1899,  5o)  (P.  Barbarin).  —  Note.  —  Il  est  douteux,  à  mon 
avis,  que  a  l'admirable  symétrie,  d'une  très  haute  portée  philoso- 
phique, »  dont  parle  Tauteur  puisse  «  constituer  une  preuve  infaillible 
de  ce  que  la  proposition  àil^  postulat  d'Euclide  n'est  qu'une  hypo- 
thèse simple  et  agréable».  En  effet,  elle  n'est  pas  simple,  car  Legendre 
a,  pendant  quarante  ans,  travaillé  à  la  démontrer,  malheureusement 
sans  atteindre  son  but,  et  le  plus  illustre  des  mathématiciens  contem- 
porains, M.  Hermite,  a  exprimé  dernièrement  l'opinion  que  c'est  «  une 
question  aussi  importante  que  difficile  et  délicate  ».  Elle  est  encore 
moins  agréable,  car  ceux  qui,  à  l'exemple  de  Legendre,  se  con- 
sacrent de  nos  jours  à  la  recherche  d'une  démonstration  de  cette 
proposition,  sont  exposés  à  bien  des  ennuis.  Peu  importe! 

M.  Frolov  (Genève). 

Quoique  cètc  Note  ne  soit  pas  une  réponse,  je  la  donc  télé  qu'éle  m'est 
envoyée,  tout  en  jugeant,  personèlement,  que  la  question  de  l'impossibilité 
d'une  démoDstration  du  postulatum  d'EucIide  est  bien  établie. 

E.  Lbmoine. 

1520.  (1899,  iTj)  (F.  Farjon).  —  Sur  divers  théorèmes  relatifs 
à  6  droites. —  Réponse  partielle. —  Dans  son  beau  Mémoire  Z>tc  Tan- 
gentengeometrie  an  der  Steiner'schen  Hypocycloide  {Comptes 
rendus  de  l'Acad.  des  Sciences  de  Vienne,  t.  LXXVIII,  juin  1878), 
M.  S.  Kantor  a  publié  les  deux  théorèmes  suivants  : 

«  1.  Les  six  points  Pi,  . . .,  P^  sont  toujours  sur  une  conique. 

»  2.  Si  les  six  droites  Di,  ...,  De  sont  tangentes  à  une  hypocy- 
cloide de  Steiner  (à  trois  rebroussements),  la  conique  G  se  réduit  à 
un  cercle,  w 
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Un  théorème  analogue  intéressant  est  encore  le  suivant  : 
«  3.  Dans  tout  pentagone  circonscrit  à  l'hypocycloïde,  le  cercle 
de  Miquel  dégénère  en  une  droite  et  en  la  droite  de  Tinfini.  » 

A.  Droz  Farnt  (Porrentruy). 

1521,  (1899,  128)  (Mehuet  Emine).  —  Origine  de  diverses  for- 
mules de  combinaisons.  —  En  rappelant  queCR  =(  l> 
les  trois  formules  de  M.  Emine  deviennent  : 

(m-^  n  —  i\  _  /  m  -h  n  — 1\ 
n         )  "  \     m  —  i      /  ' 

KAw-h/i  —  f\       f  m  -\-  n  —  'i.\       /  m  -h  n  —  aX 

'  \        =(""rr')*("'*r"> 

qui  sontconnuesdepuis  longtemps  (vo/'r,  par  exemple,  NoviyAlgebra 
superiore,  Firenze;  i863,  p.  i5,i43).  Suivant  BaUzer(£'/e/n.</i  il/a/., 
II"  Partie,  p.  is».o  de  la  trad.  Cremona)  la  théorie  des  permutations 
et  des  combinaisons,  en  son  état  actuel,  se  trouve  complètement  dans 
VArs  conjectandi  de  Jacques  Bcrnoulli  (Op.  posth.y  I7i3),  mais  les 
trois  formules  qui  précèdent  sont  sûrement  plus  anciennes. 

V.  Retali  (Milan). 

1523.  (1899, 129)  (P,  Tannery).  —  Origine  de  l'expression  a\c 
des  coordonnées.  —  Voici  quelques  notes  de  nature  à  faciliter,  tout 
au  moins,  la  solution  de  cette  question  : 

Et  d'abord,  le  mot  coordonnée  est,  je  crois,  de  Leibniz.  C'est 
aussi  l'avis  du  P.  Hagcn  dans  sa  Synopsis  der  hôberen  Mathe- 
maiik  (\.  Il,  Berlin,  1894.  p.  68).  Il  est,  en  tout  cas,  certain  que 
Leibniz,  lui-même,  en  revendique  la  paternité;  car  il  écrit,  le 
i*""  avril  1692,  dans  les  Acta  Eruditorum  (p.  170),  «  . .  tara  ordi- 
nata,  quam  abscissa,  quas  per  or  et  y  designari  mos  est,  quas  et  coor- 
dinatas  appellare  soleo,  cum  una  sit  ordinata  as  unum,  altéra  ad 
alterum  latus  anguli,  a  duobus  condirectricibus  comprehensi,  etc.  ». 
Si  le  mot  a  été  employé  antérieurement,  c'est  d'une  manière  excep- 
tionnelle et  à  rinsu  de  Leibniz;  sa  loyauté  ne  permet  pas  qu'on  en 
doulc. 
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Si  l'on  voulait  insister  cependant  sur  l'emploi  simultané  des  mots 
axes  et  coordonnées^  il  faudrait  reculer  de  deux  ans  la  date  précé- 
dente. Le  plus  ancien  exemple  s'en  trouve,  probablement,  dans  cet 
autre  passage  de  Leibniz,  publié,  de  nouveau,  dans  les  Acta  Erudi- 
torunij  le  i*""  juillet  1694  (p.  3i2). 

«  Galculus  autem  ita  instituetur  :  assumatur  aliquis  angulus  rectus 
fixus,  cujuscrura  utcumque  producta  constituere  intelligantur  duos 
axes  relationis  curvarum,  seu  axem  cum  axe  conjugato;  in  quos 
demissae  normales,  ex  puncto  curvaî  quooumque,  erunt  ordinata  x^ 
etordinata  conjugata  seu  abscissa^;  uno  verbo  coordinàtœ xety; 
quarum  relationem  ex  datis  quaerendo  habebitur  aïquatio.  » 

Voilà  bien,  cette  fois,  les  mots  axes  des  coordonnées  x  et  y^ 
réunis  entre  eux;  je  ne  sache  pas  qu'ils  l'aient  été  auparavant. 

H,  Braid, 

1528.  (1899,  i3o)(G.  Fontenê).  —  L'extension  du  théorème  d'Euler 
au  produit  de  deux  sommes  de  huit  carrés  a  été  signalée  pour  la  pre- 
mière fois  par  Graves  {Philosophical  Magazine,  t.  XXVI,  p.  32o; 
]84:3).  Des  démonstrations  de  cette  proposition  furent  publiées 
simultanément  par  Graves  lui-même  et  par  Young  dans  les  Procee- 
dings  of  tke  Royal  Irish  Acad,,  1847.  Cette  question  fut  d'ailleurs 
l'origine  d'un  long  débat  qui  dura  de  1847  à  1862,  dans  les  Trans- 
actions of  the  Royal  Irish  Academy  et  dans  le  Phil,  Ma  g.  Le 
Mémoire  de  Samuel  Roberts  Sur  V impossibilité  de  l'extension  du 
théorème  d^Euler  à  des  sommes  de  seize  carrés  ou  plus,  Mémoire 
inséré  dansle  Q uar te rly  Journal (i,  XVI, p.  159-170;  1879), contient 
sur  ce  sujet  d'intéressantes  données  bibliographiques  et  critiques.  La 
Note  de  Cayley  y  est,  entre  autres^  indiquée. 

Cette  Note,  intitulée  Démonstration  of  a  theorem  relating  to  the 
products  of  sums  of  square^  a  paru  dans  le  Phil.  Mag.,  t.  IV, 
4*  série,  p.  5i5-5i9;  i852.  M.  Godeproy. 

Note,  —  Voir  aussi  /.  M.,  1899,  p.  207-208.  rép.  1459. 

La  Rédaction. 

1530.  (1899,  i3o)  (N.  Quint).  —  Demande  de  renseignements 
sur  un  livre.  —  A  la  suite  de  ma  question,  M. -T.  Sundara  Row  a  eu 
la  bienveillance  de  m'envoyer  son  Livre.  Voici  donc  la  réponse  com- 
plète : 

Geometrical  Exercises  in  Paper  Folding,  by  F.  Sundara  Row 
(Madras,  Addison  and  C";  1893).  N.  Quint  (La  Haye). 
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Nous  avons  reçu  le  renseignement  demandé  de  plusieurs  corres- 
pondants, MM.  Irlam  Ellis  (Manchester),  W.-W.  Beman  (Ann- 
Arbor,  Mich.),  Hanumanta  R\u  (Madras),  E.-B.  Escott  (Grand - 
Rapids,  Mich.)  E.  Lemoike. 

453i.  (1899,  146)  (E.-B.  Escott).  —  Possibilité  de  superposilion 
par  découpures  de  deux  polygones  équivalents.  —  Voir  un  Mé- 
moire de  Gerwien.  Cr.,  1. 10,  p.  228.  Voir  aussi  un  Article  de  Sévénc 
dans  N.  A.,  18G7.  Ce  Travail  est  indépendant  du  premier. 

A, 'P.  Ericsson. 

Les  réponses  donécs  à  la  question  587  (1895,  201)  qui  se  trouvent 
dans  ce  Journal  1896,  91,  188;  1897,  61^  conviônent  aussi  en  détail  à 
la  question  de  M.  Escott.  E.  Lemoine. 

1544.  (1899,  149)  (E.-N.  Barisien).  —  Cercle  des  neuf  points. 
—  A  la  page  291  de  la  6*  édition  du  Traité  de  Géométrie  de  Rouché 
et  de  Comberousse,  le  théorème  de  Féuerbach  est  élégamment 
démontré  au  moyen  de  la  transformation  par  inversion.  Adoptons 
les  notations  et  la  fîgure  employées  dans  cet  Ouvrage. 


Le  point  milieu  a  étant  le  pôle  d'inversion  et  a  F  la  constante  de 
cette  inversion,  la  langenle  KK'  a  pour  transformée  le  cercle  des 
neuf  points.  Par  suite,  les  points  K,  K'  ont  pour  transformés  les 
points  de  contact  de  ce  cercle  avec  le  cercle  inscrit  et  le  cercle 
exinscrit  de  centre  ï'.  Les  points  de  contact  demandés  sont  donc 
respectivement  à  la  rencontre  de  ces  cercles  avec  les  droites  aK, 
aK'.  De  même  pour  les  autres  cercles*  exinscrits.  Sur  le  cercle  in- 
scrit, on  arrive  au  même  point  au  moyen  de  trois  droites;  on  peut 
donc  énoncer  un  théorème  relatif  à  ces  droites.  Mannheim. 

Voir  aussi  N.  A.,  p.  220;  i865. 
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QUESTIONS. 


H22.  [06h]  (1897,  174)  Existe-t-il  des  surfaces  mi- 
nima  connexes  sans  point  singulier  à  distance  finie  et  pos- 
sédant plus  de  deux  nappes  infinies  (c'est-à-dire  telles  que 
la  section,  par  une  surface  fermée,  mais  très  grande,  quel- 
conque, se  compose  de  plus  de  deux  courbes  séparées),  le 
nombre  de  ces  nappes  étant  d'ailleurs  limité?  Par  exemple, 
dans  les  surfaces  minima  étudiées  par  M.  Goursat  dans  son 
Mémoire  couronné  {Sur  les  sur/aces  qui  admettent  les 
plans  de  symétrie  des  polyèdres  réguliers)^  en  est-il  qui 
n'aient  pas  de  points  singuliers  à  distance  finie? 

J.  Hadàmard. 

Nous  répétons  cet  énoncé,  qu'une  faute  d'impression  dénaturait  absolu- 
ment; il  y  est  ajouté  une  explication.  La  Rédaction. 

1676.  [K14b]  On  demande  une  bibliographie  des  tra- 
vaux sur  la  question  relative  aux  polvèdres,  discutée  par 
M.  Brunel  {Procès-verbaux  des  séances  de  la  Soc.  des 
Se.  ph.  et  nat.  de  Bordeaux,  1876-1877)  et  plus  récem- 
ment par  M.  Bricard  {N.  A,,  3**  série,  t.  XV;  1896). 

S.  DicKSTEiA'  (Varsovie). 

1677.  [T2b]  A-t-on  étudié  la  résistance  à  une  pression 
verticale,  exercée  en  son  sommet,  d'une  pièce  circulaire 
dont  la  section  n'est  pas  symétrique  par  rapport  au  plan  de 
la  fibre  neutre;  par  exemple,  d'un  bandage  de  roue  de  loco- 
motive? ,  E.  Francken  (Liège). 

1678.  [R9b]  Dans  beaucoup  d'essais  pratiques  on  con- 
sidère un  choc  comme  déterminé  par  le  produit  de  la  masse 
frappante  (mouton)  et  de  la  hauteur  de  chute.  Cependant,  à 

Interm.,  VI  (Décembre  1899).  1 1 
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produit  conslant,  les  effets  du  choc  doivent  varier  avec  la 
hauteur  :  la  vitesse  du  coup  doit  souvent  avoir  une  influence 
considérable. 

Quels  sont  les  travaux,  théoriques  ou  expérimentaux, 
publiés  sur  ce  sujet?  E.  Francken  (Lléçe). 

1679.  [T2b]  Une  pièce  circulaire,  de  section  non 
symétrique  par  rapport  à  sa  fibre  moyenne  (un  bandage  de 
roue  de  wagon,  par  exemple)  est  comprimée,  dans  le  plan 
de  celle-ci,  par  deux  forces  égales,  normales  et  diamétralement 
opposées  :  où  trouve-t-on  l'étude  de  la  fatigue  et  de  la  défor- 
mation d'une  telle  pièce?  Kn,  France. 

1680.  [M*  8a]  On  sait  que  l'équation  de  la  trochoïde 
en  coordonnées  rectangulaires  est 

/ R  —  Y 

a:  =zjz  /m* —  {y  —  R)*-h  Rarccos —y 

R  étant  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde  et  m  le 
rayon  du  point  générateur  de  la  trochoïde.  Je  désire  savoir 
silaclassification  suivante  des  roulettes,  trochoïdesetcycloïdes 
est  admise  : 

A.  Directrice  rectiligne. 

1.  Point  générateur  sur  le  cercle  roulant cycloïde, 

2.  Point  générateur  à  l'extérieur  du  cercle  roulant,     trochoïde  amplifiée. 

3.  Point  générateur  à  l'intérieur  du  cercle  roulant  .     trochoïde  réduite. 

B.  Directrice  circulaire. 

a.  Le  cercle  roule  à  l'extérieur  de  la  directrice  : 

4.  Point  générateur  sur  le  cercle  roulant épicycloïde. 

rJ.  Point  générateur  à  l'extérieur  du  cercle  roulant,     épitrochoïde  amplifiée. 

6.  Point  générateur  à  l'intérieur  du  cercle  roulant,     épitrochoïde  réduite. 

b.  Le  cercle  roule  à  l'intérieur  de  la  directrice  : 

7.  Point  générateur  sur  le  cercle  roulant hypocycloide, 

8.  Point  générateur  à  l'extérieur  du  cercle  roulant,     hypotrochoïde  amplifiée. 

9.  Point  générateur  à  l'intérieur  du  cercle  roulant,     hypotrochoïde  réduite. 

C.  Wargny  (Valparaiso). 
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1681.  [Via]  L'étude  de  l'œuvre  magistrale  de  Schrô- 
der  [Vorlesungen  uber  die  Algebra  der  Logik  (Leipzig, 
Teubner;  1890)  me  fait  proposer  ici  la  question  suivante 
dont  M.  Schrôder  n'a  pas  trouvé  la  réponse  : 

Étant  donné  un  ensemble  M  d'éléments  connu  pour  deux 
de  ceux-ci  a  et  6,  si  une  certaine  relation  ^  (*)  (la  subsumtio 
de  la  Logique)  existe  ou  n'existe  pas  ;  cette  relation  peut  être 
définie  pour  trois  éléments  quelconques  a,  6,  c  par  les  pro- 
priétés fondamentales  suivantes  : 

(i)  a^a, 

(2)  De  a^6  et  6^c,  on  déduit  a^c, 

(3)  a  =  b  signifie   l'existence   simultanée   des  relations 

(4)  Il  y  a  deux  éléments  o  (rien)  et  i  (tout),  tels  que 
o£a,  a^i. 

(5)  Pour  les  éléments  a,  b  quelconques,  il  y  a  deux  élé- 
ments aô,  a -h  6  de  M,  tels  que  de  c^a  et  c^6,  on  déduit 
c^ab;  de  a ^ c  et  6 ^ c,  on  déduit  a-i-  b^c.  On  nomme  ab 
le  produit  et  a  +  6  la  somme  logique  de  a  et  6. 

(6)  Si  a  H-  i  =  I ,  a6  =  o,  et  a  +  c  =  i ,  ac  =  o,  on  a 
b=  c. 

(7)  A  chaque  élément  a  appartient  un  élément  «i  [et 
d'après  (6)  un  seul ]  tel  que  a  +  «4  =  1 ,  aat  =  o. 

Toutes  ces  conditions  et  la  suivante  sont  remplies  si  M  ou 
I  est  l'ensemble  des  points  de  l'espace  et  a,  6,  c,  ...  des 
ensembles  de  points,  si  a£6  signifie  a  est  contenu  dans  6, 
si  nous  prenons  ab  pour  le  plus  grand  commun  contenu, 
a  +  6  pour  le  plus  petit  commun  contenant  de  a  et  6  et  at 
pour  l'ensemble  des  points  non  contenus  dans  a. 

(8)  ab  -\-  abi=  a. 

Ya-t'il  une  autre  interprétation  intuitive  de  U ensemble 
M  et  de  la  relation  ^  qui  satisfasse  aux  conditions  (i), 
(7),  mais  non  à  (8)? 


(')  1  doit  être  lu  contenu  dans. 
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J^ai  réussi  seulement  à  démontrer  que,  pour  les  ensembles 
M  à  un  nombre  fini  d'éléments,  (8)  est  une  conséquence  des 
relations  (i),  (7).  Korselt  (Plauen  i.  V.). 

1682.  [A3]     Peut-on  exprimer  par  des  inégalités 

/i>o,        ...,       /m>o, 

où  /i,  . . . ,  fm  signifient  des  fonctions  entières  connues  des 
coefficients  d'une  équation /*(^)  =  o  du  degré  2/1,  que  cette 
équation  a  toutes  ses  racines  complexes?  Le  bézoutien  de 
y  indique  seulement  qu'entre  certaines  an  —  i  fonctions  en- 
tières des  coefficients  n  doivent  avoir  des  valeurs  positives. 

KonsELT  (Plauen  i.  V.). 

1683.  [118]  Pour  qu'une  forme  quadratique  f  soit 
positive,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait  /i  >►  o,  ..., 
/!»>  o,  où  y*i,  ^2?  •  •  •  >  fm  signifient  des  fonctions  connues 
rationnelles  des  coefficients  de/*.  Y  a-t-il  encore  de  semblables 
conditions  pour  les  formes  de  degré  a/i>  2^? 

Korselt  (Plauen  i.  V.). 

1684.  [S2e]  Les  molécules  d'un  liquide  pesant  indéfini 
dans  tous  les  sens  se  meuvent  parallèlement  avec  une  vitesse 
constante  v.  On  fixe  dans  ce  liquide  une  paroi  carrée  de 
côté  a.  Elle  est  verticale  et  perpendiculaire  au  courant.  Le 
régime  permanent  s'établit.  On  demande  : 

1*^  L'équation  des  lignes  de  courant; 

2°  La  pression  supportée  par  la  paroi.  Ferber, 

1685.  [119]  Si  rf  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  6,  c,  résoudre  en  nombres 
entiers  les  équations  rf^  _ -  ^2  _|.  ^12  =3:  6»  -{-  b'^  =  c^  +  c'*. 

Quels  sont  les  plus  petits  triangles  acutangles  et  obtusan- 
gles  non  isoscèles  satisfaisant  aus  conditions  précédentes  (*)? 

HoFFBAUER. 


(*)  On  sait  que  les  plus  petits  triangles  non  isoscèles  dont  les  côtés  sont 
des  nombres  entiers  sont  2,  3,  4?  acutangle;  3,  t\,  5,  rectangle;  4>  5,  6,  obtus- 
angle;  suite  assez  curieuse. 
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1686.  [123  J  Quels  sont  les  auteurs  qui  se  sont  occupés 
des  cumulants?  et  dans  quels  Ouvrages  ou  Recueils  leurs 
travaux,  sur  ce  sujet,  ont-ils  paru?        Gustave  Picou. 

1687.  [R7f]  Deux  mobiles,  dont  les  positions  initiales, 
A  et  A',  sont  sur  une  même  verlicale,  sont  assujettis  à  se 
mouvoir  respectivement  sur  deux  courbes  (U)  et  (U')  et 
abandonnés  simultanément  sans  vitesse  initiale  à  Faction  de  la 
pesanteur.  Leur  distance  est  une  fonction  (p(^)  du  temps.  Con- 
naissant celte  fonction  et  l'une  des  courbes,  (U')  par  exemple, 
peut-on  déterminer  la  courbe  (U)?  Le  peut-on,  au  moins, 
lorsque  la  courbe  (U')  se  réduit  à  une  courbe  verticale? 
Existe-l-il  des  systèmes  de  courbes  (U),  (U')  tels  que  la 
distance  des  deux  mobiles  pesants  reste  constante? 

Je  voudrais  aussi  connaître  les  variations  de  direction  de 
la  droite  qui  joint  les  deux  mobiles.  H.   Bilenki. 

1688.  [M^n]  On  s'est  préoccupé  de  rechercher  les 
équations  de  courbes  dont  les  formes  se  rapprochent  sensi- 
blement de  celles  de  certains  spécimens  de  feuilles  et  de 
fleurs;  s'est-on  livré  à  des  recherches  analogues  pour  les  sur- 
faces des  coquilles,  de  celles  notamment  dont  les  formes 
rappellent  les  surfaces  spirales?  Espahet. 

1689.  [K12c]  Un  correspondant  voudrait-il  me 
donner,  sans  développements,  le  principe  d'une  solution 
purement  géométrique  des  trois  questions  suivantes  : 

Construire  une  conique  :  i''  Connaissant  deux  points, 
deux  tangentes  et  une  droite  contenant  un  sommet; 

2®  Connaissant  trois  points,  une  tangente  et  une  droite 
contenant  un  sommet; 

3^  Connaissant  trois  tangentes,  un  point  et  une  droite 
contenant  un  sommet.  Volvlque. 

1690.  [D2b]  Soient  ao,  ai,  as,  ...  des  nombres  qui 
tendent  vers  une  limite  a.  En  se  servant  de  l'identité 

(x  -h  i)(x  -h  ^), ,  ,{x  -h  n)       x(x-h  i)  . .  .{x -h  n  —  i) 
n\  i!(/i  —  i)! 

(x  —  i)x, .  ,(x  -^  n  —  a) 


2!(n  — 2)1 


— . .  .=  f 
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examiner  dans  quelles  conditions  il  est  permis  d'écrire 

lim  I 1 i^ Lan r? — ^^ — Tî ^a„_i -+-...     -  n 

Bosace, 

1691.  [J2f]  Je  marque  cinq  points  au  hasard  sur  une 
tige  AB,  de  longueur  /;  j'apèle ces  pointsD, E^  F,  G,  Hen  supo- 
saut  qu\ine  fois  tous  marqués  ils  se  succèdent  dans  l'ordre 
A,  D,  E,  F,  G,  H,  B.  Je  supose  qu'en  jetant  cète  tige  en 
l'air  èle  se  brise  en  retombant  et  forme  les  six  segments 
AD,  DE,  EF,  FG,  GH,  HB;  je  veus  avec  ces  six  segments 
former  un  tétraèdre  abcd  dont  ils  seront  les  arêtes  dans  les 
conditions  suivantes  :  AD  serait  6c,  DE  serait  ca,  EF  serait  a6, 
FG  serait  da,  GH  serait  db,  HB  serait  de. 

1°  Quèle  est  la  probabilité  de  pouvoir  former  éfective- 
ment  ce  tétraèdre? 

2"*  Quèle  est  la  probabilité  qu'en  prenant  au  hasard  trois 
de  ces  segments  on  puisse,  avec  eus,  former  un  triangle? 

E.  Lemoine. 

1692.  [J2f]  On  jète,  au  hasard,  trois  points  sur  la  cir- 
conférence d'un  cercle  de  rayon  R.  Je  voudrais  avoir  la  pro- 
babilité pour  que  la  plus  grande  diférence  entre  deus  des 
côtés  du  triangle  formé  par  ces  trois  points  soit  plus  petite 
qu'une  longueur  donée  a,  E.  Lemoihb. 

1693.  [C2j]     Quel  que  soit  a,  l'égalité 


i 


/(x)dx  =  a 


est  vraie  pour  f{x)=zx  —  ^,  aussi  bien  que  pour  f{x)=^\x\. 
Plus  généralement  on  peut  prendre  /(^)  =  [^]  +  ?(^— [^]), 

pourvu  que     /    f  (^)  dx  =  o.  Y  a-l-il  une  forme  de  f{x) 

plus  générale?  Rosace, 

1694.  [C2j]     Quel  que  soit  a,  l'égalité 

r^  f{x)dx  =  f{a)-^{a^[a])\f{a-^x)--f{a)\ 
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est  vérifiée  par  toute   fonctîoa  de   [x],    Y  a-t-il    d^autres 
formes  possibles  pour  f{x)?  Rosace. 

1695.  [I19a]  Étant  donné  un  nombre  a,  trouver  un 
nombre  x  tel  que  ax  =z y^-\-  k^  où  k  est  un  petit  nombre. 
Un  certain  nombre  de  solutions  peuvent  être  trouvées  par 

les  approximations  de  y/a,  par  les  fractions  continues,  mais 
elles  ne  sont  pas  les  seules. 

E.-B.  EscoTT  (Grand-Rapids,  Mich.). 

1696.  [XI]  Je  désire  avoir  des  renseignements  biblio- 
graphiques sur  la  question  suivante  : 

Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  avec  dix,  douze, 
quinze  ou  vingt  chiffres  exacts  (méthode  due  à  Hower  et 
modifiée  par  Thoman). 

M.  Clavero  y  Guervos  (Tarragone). 

1697.  [K5c]  On  donc  un  cercle  et  quatre  points  A,  A', 
B,  B' sur  ce  cercle;  soitD  l'intersection  de  AA'  et  de  BB'. 
Je  demande  une  construction  géométrique  du  problème 
suivant  :  Mener  par  D  une  sécante  coupant  le  cercle  en  C 
et  G'  et  tèle  que  AB',  BG',  GA'  se  coupent  au  même  point, 
c'est-à-dire  que  les  deus  triangles  ABG,  A'B'G'  soient  tri- 
plement homologiques  par  permutation  circulaire. 

Alauda. 

1698.  [BlOa]  On  employait  autrefois,  pour  les  coniques 
et  les  quadriques,  les  équations  générales 

Aj«-+-  Bar^-h  Gx*-+-  D^ -^  Ea?-+-  F  =  o, 
A^2  4_  Bj^'h-  Gz*-f-  Dxy  -^  Exz  h-  Fyz  ■+-  Gx-^. .  .=  o. 

Gette  dernière  équation  est  dans  V Aperçu  historique  de 
Ghasles  (i83^);  l'équation  des  coniques  est  dans  le  Manuel 
des  candidats  à  l^ École  Polytechnique,  de  Gatalan  (t.  I, 
1857)  î  '^  ^'  ^^  (i858)  de  cet  Ouvrage  montre  que  l'on  possé- 
dait alors  notre  équation  actuelle  des  quadriques 

Ax'--h  A>2  -+-...-h2G'«-4-D  =  o. 
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Je  désirerais  savoir  en  quelles  années  précises  et  par  qui 
ont  été  introduites,  dans  les  deux  équations,  les  nombres  2 
devant  tous  les  coefficients  des  termes  où  une  variable  entre 
au  premier  degré.  L.  Ripert. 

1699.  [BlOa]  En  i858,  dans  le  t.  Il  de  son  Manuel, 
Catalan,  employant  l'équation  actuelle  ¥{x^y^z)=^o  de 
quadrique,  écrivait  F^=  Ax  +  B"y  +  B'^ -h  C,  ...,  en 
spécifiant  que  F^.,  F^,  . . .  représenteraient  des  demi-déri- 
vées.  Cette  convention,  qui  était  commode,  n'est  plus  admise 
aujourd'hui  parce  que  l'on  a  pensé  que  la  désignation  par 
F^,  Fj>  •  •  •  des  déris^ées  entières  est  seule  conforme  à  la 
définition  fondamentale  de  la  dérivée  d'une  forme  algébrique. 
Mais  aujourd'hui  aussi,  on  considère  comme  discriminants 
des  formes  quadratiques  à  2,  3,  . . .,  /?  variables,  parce  que 
cela  est  commode,  les  fonctions  de  coefficients 

A,=  (AA'),        A5=(AA'A'),         ...,        A„=  (AA'. .  .A«-»), 

tandis  que  l'application  de  la  définition  fondamentale  du  dis- 
criminant d'une  forme  algébrique  donne 

A,=  2»(AA';,        A3=2»(AA'A'),         ...,        A;»=  a«(AA'...A«-»% 

Je  désirerais  connaître  les  dates,  probablement  rappro- 
chées, où  ont  été  prises  les  décisions  d'employer,  pour  les 
formes  quadratiques,  d'une  part  des  dérivées  entières,  d'autre 
part  des  fractions  de  discriminants.  Je  demande  en  outre  si 
cette  opinion  est  partagée  que  les  deux  décisions  ne  sont  pas 
logiquement  conciliables  et  qu'il  y  aurait  lieu  de  revenir  à  la 
pratique  usitée  en  i858  des  demi-dérivées,  qui  sont,  comme 
les  fractions  de  discriminants,  la  conséquence  naturelle  de 
l'introduction  des  nombres  2  dans  les  coefficients  de  F  =  o. 

L.     RlPERT. 

1700.  (S)[D2ba]     Démontrer  que 


Lim 


m"'  n 


pour  m  infini.  Âudibert. 


><«»• 
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RÉPONSES. 


453.  (1895,  17)  (Maillet).  —  Sur  le  problème  des  36  officiers 
(1896,  17,  90;  1898,  83,  176,  i^%\  1899,  aSi).—  J'ajouterai,  à  la  ré- 
ponse de  la  page  aSi,  que  nous  avons  reçu  il  y  a  plusieurs  mois,  de 
MM.  Gaston  et  Harold  Tarry,  la  démonstration  de  l'impossibilité  de 
ce  célèbre  problème  sur  lequel  tant  d'illustres  matématiciens  ont 
travaillé  inutilement.  Malgré  l'intérêt  considérable  de  la  Gomuni- 
cation  et  son  importance,  nous  avons  un  tel  retard  de  publication 
à  cause  de  l'abondance  des  questions  et  des  réponses  qui  nous  sont 
envoyées  que  l'étendue  de  la  démonstration  nous  empêche  de  la 
reproduire  dans  le  journal.  Nous  avertirons  les  lecteurs  dès  que 
MM.  G.  et  H.  Tarry  auront  fait  paraître  leur  démonstration  ailleurs. 

E.  Lemoine. 

701.  (1896,  7^)  (P.-H.  Schoute).  —  Sur  le  lieu  de  certains  points 
de  contact  de  tangentes  à  une  courbe  transcendante  (1896,  i4i). 
—  Soit  cp(ar,  y)  z=  o  l'équation  d'une  courbe  plane  G  algébrique  ou 
transcendante  Les  points  de  contact  des  tangentes  de  la  courbe  G 
qui  passent  par  un  point  donné  (^1,  J^i)  sont  situés  sur  une  courbe 
dont  on  peut  former  l'équation  en  remplaçant  dans  l'équation 

d^{x  y)  d^{x,jrX  ^ 

^  ^  dx  ^         dy  ^ 

où  y'  —  -—,  y'  par  — — —•  D'abord  on  peut  réduire  l'équation  (i) 
à  l'aide  de  la  relation  q  =  o  à 

Soient  x(^»  t')  =  o  l'équation  de  la  courbe  G  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  et  Ziiâ7-H  Pi^  +  i  =  o  l'équation  d'une  droite  donnée  /. 
Menons  les  tangentes  au\  points  d'intersection  de  G  et  de  /.  Ges 
tangentes   appartiennent   à    une   enveloppe    dont  on  peut  former 

12. 
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l'équation  en  remplaçant  dans  l'équation 

^^>  du  dv 

où  p'=  — >  p'  par  ^  ^  ^*  »  D'abord  l'équation  (3;  peut  être  réduite 

à  l'aide  de  la  relation  X  =  <^- 

L'équation  de  cette  enveloppe  se  trouve  sans  passer  par  l'équation 
y(^u^v)  =  o.  Pour  que  la  droite  ux -\- vy -^  i  =^  o  soit  tangente  à  la 
courbe  C,  les  relations  a4-py=o  et  a?-i-p'7  =  o  doivent  être 
satisfaites.  Il  en  résulte 


u  =  ,  >         a?  — ',  > 


—  I  — I 


9 


(4)  i'' =  737^7'     ^==ç-ui^' 

Substituant  les  valeurs  de  x,  y,  y'  dans  l'équation  (i),  on  obtient 
l'équation  différentielle  de  la  courbe  G  en  coordonnées  tangentielles. 

Dans  cette  équation  on  remplace  v'  par  ^__  ^  * 

La  voie  la  plus  directe  pour  obtenir  l'équation  de  l'enveloppe 
cherchée  est  de  substituer  dans  l'équation /(a?,  y,  y')  =  o 

Étant  donné  que  l'équation  différentielle  réduite  /=o  est  algé- 
brique et  de  la  forme  2Aw«p^'"7'*y''=  o»  ^^  ^^^^  aisément  que  le 

degré  de  l'équation  reste  le  même  quand  on  substitue  y  =  "^  __*^ 

et  quand  on  fait  les  substitutions  (5). 

Quand  on  forme  l'équation  différentielle  /=o  en  éliminant  une 

constante  a  entre  ^(x,  7>  «)  =  <>  ^t  ^  +y  5v  ~  ^'  *^*  ^^"^  substi- 

tutions  nous  donnent  respectivement  le  lieu  des  points  de  contact 
courbes  du  système  ç  =  o  avec  les  rayons  d'un  faisceau  dont  le 
sommet  est  (ari,7i),  et  l'enveloppe  des  tangentes  menées  aux 
points  d'intersection  de  la  droite  /  et  des  courbes  du  système  à 
paramètre  a. 
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Exemple  : 

f  ^y  —  sin(â7  -h  a)  =  o, 

/s^«-hy«— 1  =  0, 

j^«(ar  — ar,)«-+-(7— j',)»— (a:  — ari)«=o, 

(m  —  ai)'p«H-  M* (t'ai —  ac'i)*—  p'(i'Mi  —  a,i?)*=  o. 

W.  BouwuAN  (Schiedam). 

H06.  (1897,  170)  (BoiTiN)  (1897,  239;  1898,  68).  -  Voir  ii56, 
p.  3 1  et  p.  281.  La  Rédaction. 

1194.  (1898,  3)  (H.  Brocard).  —  (1898,  i36,  201,  278;  1899,  181). 
—  Le  lieu  géométrique  suivant  est  aussi  du  cinquième  degré  :  Par 
un  point  M  du  plan  d'une  conique  on  mène  une  corde  variable 
MAB.  Les  normales  en  Xet  B  se  rencontrent  en  P,  et  le  point  P 
se  projette  en  Q  sur  AB.  Le  lieu  du  point  Q  est  une  quintique. 

E.-N.  Barisien. 

124i.  (1898,  5i)  (E.  Borbl).  —  Grammaire  des  mots  maximum 
etjninimum  (1898,  i85;  1899,  i3,  227).  —  Une  faute  d'impression 
a  rendu  incompréhensible  la  conclusion  de  ma  réponse  (1899,  227). 
Ce  que  j'ai  proposé,  c'est  de  dire  maxime  et  minime  au  lieu  de 
maximum  et  minimum,  et  cela  par  opposition  à  maximant  et  mi- 
nimant,  Paul  Tannkry. 

1242.  (1898,  5i)  (R.  Bricard). —  Genre  de  démonstration.—  La 
preuve  de  l'égalité  B  =  G  résultant  de  l'impossibilité  reconnue  des 
hypothèses  B  <  G  et  B  >  G  est  employée  en  Arithmétique  dans  la 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur.  Voir  le  Traité  d'Aritmé- 
tique,  par  G. -A.  Laisant  et  E.  Lemoine  (Paris,  Gauthier- Villars  et 
fils,  p.  95-97;  1895).  H.  Brocard. 


M 


1323.   (1898,   173)  {Rosace)  (1899,  204).  —   Si   la   réponse   de 

Jr*        dx 
I     \x\ —  =1^1  —  |«| 

serait  erronée.  Mais  celle-ci  est  évidemment  exacte;  ma  question 
reste  donc  posée.  Rosace, 

1331.  (1898,  193)  (G.  FoNTENÉ). —  Sur  des  groupes  de  sept  lettres 
prises  trois  à  trois  dans  chaque  groupe,  les  lettres  devant  être 
rangées  dans  un  même  sens,  —  Note.  —  J'ai  trouvé  quelques  paires 
de  groupes  analogues  à  ceux  de  la  question  :  cge,  <^dg^  bde^  aef, 
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abc,  hfg^  cdf  ti  bcg^  dgf,  cde^  a^e,  abd,  befy  acf. 


cgb 

cgd 

deg 

deb 

axid 

aef 

gfe 

^/« 

efa 

efc 

cab 

eag 

fdc 

fdb 

fgh 

fgd 

fec 

fed 

dag    et 

dae 

gac    et 

gae 

gfa    et     gfb 

abf 

abc 

abd 

abf 

dge 

dgc 

bed 

beg 

bce 

bcg 

bdf 

bda 

eca 

ecf 

cdf 

cda 

cbg 

cbe 

Il  y  a,  je  crois,  cent  vingt  paires  de  groupes  analogues  avec  appli- 
cation à  la  partie  algébrique  de  Téquation  du  septième  degré. 

M.  Glavero  y  Gubrvos  (Tarragone). 

1332.  (1898,  \^^)  {Grip),  —  Point  dont  la  somme  des  carrés 
des  distances  aux  quatre  côtés  et  aux  trois  diagonales  d*un 
quadrilatère  soit  minimale  (1899,  20).  —  I.  On  peut  appliquer  à 
cette  question  la  solution  indiquée  par  M.  Schols  pour  un  problème 
plus  général.  MM.  d'Ocagne  et  Laisant  Font  démontrée  (/.  E,  P., 
t.  LXIII;  1893)  par  le  calcul;  nous  allons  exposer  ici  une  démon- 
stration  géométrique  : 

Soient  Mi,  Mj,  ...,  M^  les  symétriques  d'un  point  quelconque  M 
par  rapport  aux  droites  données  di,  di,  ,,.,  dn\  le  centre  M'  des 
moyennes  distances  de  ces  points  a  été  appelé  le  barycentre  symé- 
trique de  M.  Les  points  M,  M'  se  correspondent  dans  deux  figures 
symétriquement  semblables  cp,  ç'.  En  effet,  si  PP'  est  un  second 
couple  de  points  homologues,  on  passe  de  M'  à  P'  en  construisant 
une  ligne  polygonale  M'mim]. .  .mn-tP' dont  les  côtés  successifs 

M'mi,  mi/ni,  ...,  m^^iP'  sont  équipollents  aux  segments  —M]  Pi, 

-MjPf,  ...,  —  M^P/,.  Tous  les  côtés  de  cette  ligne  sont  égaux  à 
n  n 

—  MP  et  les  angles  en  mi,  m^,  ...,  mn^\  sont  doubles  des  angles 

/• 

d\di^  did^f  ...;  dn-idn'y  elle  est  donc  toujours  semblable  à  elle- 

M'P' 
même  et  le  rapport  a  une  valeur  constante  (moindre  que  i,  le 

périmètre   de   la   ligne    M'mi...P'   étant   égal   à   MP).   De  plus, 
lorsque  MP  tourne  d'un  angle  a,  M'P'  tourne  du  même  angle  en 
sens  contraire. 
Le  point  double  de  9,  cp'  est  le  point  L  dont  la  somme  des  carrés 


n 
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des  distances  aux  droites  di,  d^,  ...  est  minimale;  car  L  coïncide 
avec  son  barycentrc  symétrique.  Les  lignes  doubles  de  «p,  9'  sont  les 
parallèles  La?,  Ly  aux  bissectrices  des  angles  de  deux  droites  homo- 
logues MP,  M'P'.  Cela  posé,  si  Ton  construit  une  suite  de  points  M, 
M',  M',  M",  . . .  dont  chacun  ait  pour  barycentre  symétrique  son 
consécutif,  les  points  M,  M',  M'^  sont  sur  une  même  droite  LM ,  et 
les  points  M',  M",  M^»  sur  la  symétrique  de  LM  par  rapport  à  Lx. 
Le  rapport  de  similitude  de  9,  ^'  étant  <i,  les  points  M,  M', 
iM',  ...  se  rapprochent  constamment  de  L. 

IL  Le  lieu  des  points  M  tels  que  la  droite  MM'  soit  parallèle  à  une 
direction  donnée  xy  est  une  droite  passant  par  L. 

M.  Espanet  (1899,  10)  construit  cette  droite  lorsque  les  lignes 
di,  d^y  ...  se  réduisent  à  trois  et  forment  un  triangle  ABC.  Il  est 
intéressant  de  définir  cette  droite.  Soient  A',  B',  C  les  points  où 
elle  rencontre  BC,  CA,  AB.  Projetons  A'  en  P  sur  AB  et  en  Q 
sur  AG,  marquons  le  milieu  R  de  la  droite  PQ  et  menons  k! z  paral- 
lèle à  PQ,  Aa  perpendiculaire  k  xy.  Le  faisceau  A'(PQ<«R)  étant 
harmonique,  les  perpendiculaires  abaissées  de  A  sur  ses  rayons 
forment  un  second  faisceau  harmonique.  Or  PQ  est  perpendiculaire 
à  l'isogonale  de  AA'  par  rapport  à  l'angle  BAC.  On  en  déduit  que 
AA'  est  la  conjuguée  harmonique  de  l'isogonale  de  Aa.  D'après  cela, 
menons  A  a,  B^,  Gy  perpendiculaires  à  xy^  leurs  isogonales  con- 
courent en  un  point  U  de  la  circonférence  ABC;  A'B'G'  est  la 
polaire  trilinéaire  de  U. 

III.  Pour  trouver  le  même  lieu  dans  le  cas  de  quatre  droites  for- 
mant un  quadrilatère  ABGD,  menons  les  droites  Aa,  B^,  G  Y)  ^^ 
perpendiculaires  à  xy^  puis  cherchons  les  conjuguées  harmoniques 
A  a',  Bp',  G  y',  D8'  des  isogonales  des  droites  A  a,  Bp,  Gy,  Do  par 
rapport  aux  angles  A,  B,  G,  D  du  quadrilatère;  Aa'  et  Gy',  B^' 
et  Do'  se  coupent  sur  la  droite  cherchée. 

IV.  On  peut  se  proposer  le  même  lieu  pour  des  droites  ^i, 
dti  . . . ,  dn  passant  par  un  même  point  L.  Or,  si  M' est  le  barycentre 
symétrique  de  M  et  M'  celui  de  M',  les  droites  homologues  MM', 
M'M'  sont  dans  le  rapport  de  similitude  des  figures  9,  q'  et  leurs 
directions  sont  symétriques  par  rapport  à  la  droite  double  hx.  Par 
suite,  si  l'on  mène  LN,  LN'  équipollents  à  M'M,  M'M',  les  points 
N,  N'  se  correspondent  dans  les  fîgures  ç,  tp';  de  plus,  si  l'on  mène 
hç  équipollent  à  M'M',  c^N  sera  équipollent  à  M'M.  D'après  cela, 
soit  N  un  point  quelconque  d'une  parallèle  menée  par  L  à  la  direc- 
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tion  donnée  xy\  cherchons  son  barycentre  symétrique  N'et  prenons 
le  symétrique  p  de  N'  par  rapport  à  L;  la  parallèle  à  pN  par  Lest  le 
lieu  des  points  M  tels  que  MM'  est  parallèle  à  xy, 

V.  Nous  terminons  par  une  remarque  qui  généralise  une  propriété 
du  point  de  Lemoine.  Désignons  par  D/it  le  point  d'intersection  des 
droites  ^/,  dk\  les  droites  d\^  d^f  . . . ,  dn  ont  d'ailleurs  des  positions 
quelconques  dans  le  plan.  Le  point  L  est  le  centre  de  gravité  de 
tous  les  points  D/jt,  chacun  de  ces  points  étant  chargé  d'une  masse 
proportionnelle  au  carré  du  sinus  de  l'angle  des  deux  droites  qui  le 
déterminent.  J.  Necberg  (Liège). 

1426.  (1899,  3)  (Gui).  —  Enveloppe  des  coniques  qui  touchent 
les  côtés  d'un  triangle  ABC  en  trois  points  A',  B',  C  tels  que 
AA',  BB',  ce  soient  parallèles ,  —  ai,  pi,  yi  étant  un  point  de  la 
droite  de  l'infîni,  Téquation  générale  de  ces  coniques  est 


\/h\/},-s/'i'- 


En  coordonnées  barycen triques,  de  cette  équation  et  de  l'équation 
tti-^Pi  +  Yi  =  o,  on  déduit  facilement,  en  différentiant  par  rapport 

à  «1,  Pi,  Yi» 

(a)'-+-  (P)'-I-(y)'  =  0        ou        (a-np-hY)»—  27apY  =  o, 

qui  est  l'enveloppe  cherchée. 

A.  Stoll  (Bensheim),  Leboulleux,  L.  Ripert,  E.  Duporcq. 
En  coordonnées  tangentielles  l'équation  est 

_1       _i         -1  I  I 

u    'H-p    «-4- (V    «=0         ou       2 22 — =o. 

M*  vw 

Leboulleux,  L.  Ripert. 

L'enveloppe  admet  le  barycentre  comme  point  double  isolé  et  les 
trois  côtés  pour  asymptotes  d'inflexion. 

A.  Stoll  (Bensheim),  L.  Ripert,  E.  Duporcq. 

La  question  a  une  conséquence  inattendue,  concernant  Vhypocy- 
cloïde  à  trois  rebroussements.  En  efl'et,  corrélativement  à  la  ques- 
tion de  Gulj  r enveloppe  des  coniques  circonscrites  à  ABC  et 
ayant  aux  sommets  des  tangentes  a',  b\  c'  telles  que  les  points 
aa\  bb',  ce'  soient  en  ligne  droite  avec  le  barycentre  est  la  quar- 
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lique  tricuspidale 

(i)        (U-hV-4-W)»-27UVW  =  o        ou        S~  — -22:^ 


I  -,  1 


admettant  la  droite  de  riofini  pour  tangente  double. 

Or,  pour  un  triangle  équilatéral,  les  équations  (i)  sont  les  équa- 
tions connues  de  Vhypocycloïde  à  trois  rebroussements.  Cette 
courbe  est  donc  V enveloppe  des  coniques  circonscrites  à  un 
triangle  équilatéral  et  telles  que  l'axe  d'honiologie  de  ce 
triangle  et  du  triangle  formé  par  les  tangentes  aux  sommets 
passe  par  le  bary centre. 

De  plus,  réquation  ponctuelle  barycentrique  de  l'hypocycloïde  à 
trois  rebroussements  qui  est  peu  commode  à  obtenir  en  partant  des 
définitions  ordinaires,  se  trouve  ici  presque  immédiatement,  parce 
que  la  propriété  qui  sert  de  définition  est  descriptive  : 

(i)  5"*'f"^"~*''        XtJi-+-|iv-hvX  =  o. 

Rapports  des  dérivées  : 

(2)  a(fjt-hv)=  P(v-4-X)  =  y(X-h  [Ji). 

(i)  et  (2)  sont  trois  équations  linéaires  en  A,  [jl,  v.  L'éliminant  est 


^PY(^i-»^^)  =  "- 


En  résumé,  et  cela  suffirait  pour  prouver  Futilité  des  corrélations 
dualistiques,  voilà  une  question  qui  paraissait  bien  indépendante  de 
rhypocycloïde  à  trois  rebroussements  et  qui  donne  :  i^  une  pro- 
priété de  cette  courbe  que  je  crois  nouvelle  et  à  laquelle  on  ne  pou- 
vait guère  songer  directement;  2°  un  moyen  de  trouver  son  équation 
beaucoup  plus  simple  que  les  moyens  ordinaires.       L.  Ripert. 

Plus  généralement,  si  le  point  de  concours  M(X,  Y,  Z)  des  droites 
AA',  BB',  ce  décrit  la  droite 

(i)  MX  +  NY-hPZ  =  o, 

représentons  la  conique  variable  par  Téquation 

En  difi'érentiant  les  équations  (i)  et  (2)  par  rapport  aux  paramètres 
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variables  X,  Y,  Z,  on  obtient 

i 

— ^  fl^X  •+-...=  o,        M  c?X -+-..,=  o. 
X» 

Le  point  de  contact  de  la  conique  avec  son  enveloppe  satisfait 

donc  ^\m  relations 

i  1  1 

x^  y*  -S* 

(  3  )  -- —  =  -^ —  =  — - . 

MX*       NY*       PZ« 
Entre  (i)  et  (2)  on  élimine  facilement  X,  Y,  Z;  il  vient 

(Mjr)5+(Nj^)^ -h  (?«)"»  =  0 
ou 

(Ma? -h  N7  -+-  P^)»  —  ^yMNPxyz  =  o. 

Pour  passer  à  la  question  proposée,  on  fait  M  =  N  =  P,  si  Ton  a 
choisi  les  coordonnées  barycentriques.         J.  Neubebg  (Liège). 

Il  est  facile  de  généraliser  le  problème  en  supposant  que  le  point 
commun  aux  droites  AA',  BB'  et  CC  décrive  une  courbe  quel- 
conque F;  il  sufGt  de  considérer  la  transformation  qui  fait  corres- 
pondre à  tout  point  de  coordonnées  barycentriques  (ai)pi,Yi)  la 

droite    ayant   pour   équation    barycentrique h  ^^  •+-  ~  =  o,  et 

ai        pi       Yi 

de  l'appliquer  successivement  deux  fois  à  la  courbe  F  pour  obtenir 
l'enveloppe  correspondante.  Par  exemple,  si  F  est  une  conique  cir- 
conscrite au  triangle,  l'enveloppe  est  la  droite  qui  passe  par  les 
points  où  les  tangentes  à  F  aux  sommets  du  triangle  coupent  les 
côtés  opposés.  E.  DupORCQ. 

Supposons  que  les  côtés  du  triangle  soient  les  axes  et  la  droite 

X  Y 

— 1-4-  — 1  =  0.  Soit  m  le  coefficient  ani^ulaire  des  droites  AA', 
a       0 

BB',  ce.  L'équation  de  la  conique  sera 

[by  -{-  am*x-^abm)*=i  ^mxy(b  -\-  am)*; 
la  dérivée  par  rapport  à  m  donne 

a(bj^  ■+-  am>x-^abm){imx  -k-  b)  =  ixy{b  h-  am){b  4-  3am). 
Ces  deux  courbes  ont  un  système  de  cordes  communes  formé  des 


I 
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deux  droites 


i  hy  +  anC^'X  H-  ahm  =  o, 

(  ^y(f>  -+-  3am)  —  am^x{3b  -h  am)  -h  abrn{am  —  b)  =  o; 

la  première  passe  par  les  points  de  contact  avec  les  deux  axes,  la 

seconde  coupe  la  conique  au  point  de  contact  du  troisième  côté  dont 

,,  i  ab  .  —  b^ 

1  abscisse  est  x  =  -, >  et  en  un  autre  point  x  =  -r — —. » 

b -{- ani  '^  ôm{b  -^  am) 

—  G'  ni^ 
y  =  ■:r-n •  L'enveloppe  est  formée  des  côtés  du  triangle  et  du 

i-       1  .  irj.   .    X        y  (b-^am)^       .    ,. 

lieu  de  ce  point;  on  en  déduit  — h  =V  —  i  = :: — ; —  et  le  lieu 

a        b  ôaoni 


est 


(X        y        \  ab 


E.  Fabry. 


1456.  (1899,  3i)  (E.-N.  Barisien).  —  Une  tangente  en  Q  à  Vas- 
troïde  rencontre  la  courbe  en  deux  autres  points  IN  ef  P;  les 
tangentes  à  la  courbe  en  ^  et  en  V  se  coupant  en  M,  quel  est 
le  lieu  du  point  M?  —  (1897,  aSg;  1898,68).  Voir  aussi  1106  (1897, 
170)  (BouTiN)  (1897,  239;  1898,  68). 

1°  Si  O)  est  le  paramètre  du  point  Q,  l'astroïde  est  représenté  par 
X  =  cos'o),  y  =  sin'u),  la  tangente  PN  a  pour  équation 

/  X  X  y 

(i)  h  -: —  =  r, 

cosw        sincij 

et  le  paramètre  cp  d'un  point  P  ou  N  satisfait  à  l'équalion 

cbs'o        sin^o 

L    _^ L    =    I 

cosoj         sincij  ' 

ou,  en  posant  w  =  <p  -+-  0, 

sinao  cos8  H-  2Coscp  sinô  =  sin2(p  COS28  -+-  cos2(p  sin*o, 
ou,  en  supprimant  le  facteur  i  —  cosS, 

sin2cp  (1  -h  2  coso)  -4-  2  sin8  cos  2^  =  0, 

équation  qui,  en  y  remplaçant  8  par  to  —  q,  devient 

.    ,  .         .  costo       sinu)  _,, 

sin(«p4- w) -H  sinçcosç  =  o    ou 1 — : —  =— i.    L  équation 

^  ï        r  cos  9        sm^  ^ 

X  y 

de  la  tangente  PM  (ou  NM)  est,  d'après  (i), -+-  -^—-  =  1:  mais 


28i    — 

d'après  l'équation  précédente,  elle  est  satisfaite  par  a?  =  —  coscu, 
^'  =  —  sin  0)  ;  a:  et  ^  sont  donc  ici  les  coordonnées  du  point  xM  par  le- 
quel passent  les  tangentes  aux  points  réels  ou  imaginaires  de  Tinter- 
section  de  la  tangente  en  Q  avec  Tastroïde.  Gomme  on  a  a?'  -+-  ^*  =  i ,  le 
lieu  du  point  M  est  un  cercle.  Le  diamètre  de  ce  cercle  passant  au 
point  M  forme,  avec  PN  et  Taxe  des  x,  un  triangle  isoscèle.  L'autre 
extrémité  de  ce  diamètre  est  sur  la  normale  au  point  Q,  comme  cela 
se  voit  très  facilement,  d'une  autre  manière,  par  le  théorème  sur  le 
centre  instantané  de  rotation. 

La  solution  algébrique  est  plus  naturelle  que  la  solution  trigono- 
métrique.  Si  l'on  pose  sino)  s=  X,  sincp  =  ;;  et  que  Ton  substitue  dans 

,,.         .        cos'cp       sin'cp  .,     .     ^ 

1  équation   ^  -\ — : — J   =  i ,  il  vient 

coso)        sino) 

z^-^  3X»-s*— 2X(i  — Xî)z»-+-3X««»— A*  =  o 
ou  (^  ■—  X)*(2*-i-2X«»—  aX^  —  X*)  =0. 

La  résolution  de  l'équation  biquadratique -z*-+- aX-s*  —  aX^ — X*  =  o 
s'obtient  ainsi  :  on  l'écrit  (.5*  H- X«)»=  X*;5*-|- aXz -f-X*;  jx  étant 
une  quantité  quelconque,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

(^'-+-  X«4-  fx)*  =  (2fX-t-X*)z*-h  2Xz(fJH-l)4-  (JL*-+-  X«. 

En  exprimant  que  le  second  membre  est  un  carré  parfait,  on  obtient 

2{x'=X*(i-+-X*),  d'où  2fx=v/4^*(i  —  X*=  (sin  îoj)'";  l'équation  biqua- 

dratique  devient  donc  ^'-hX -5 -h  fx  =  ±  (  3  /a  [iH-  X*-+-/fx*-i-  X*),  où 

t. 
\k  a  la  valeur  ^(sinaa))^.  On  peut  alors  la  résoudre  par  rapport  à  z 

et  discuter  facilement  les  cas  de  réalité  des  racines. 
1"*  La   relation    entre  la  développée   de  l'ellipse   et  l'astroïde  est 

1  % 

fort  simple.  Soit  (-)  -4-  lj\  =i  (a>6)  l'équation  de  la  pre- 
mière; si  on  la  projette  normalement  sur  un  plan  qui  coupe  le  plan 
de  la  développée  de  l'ellipse  suivant  l'axe  des  x  et  fasse  avec  lui  un 

angle  dont  le  cosinus  soit  t*  les  coordonnées  des  points  projetés 

seront  x'  =  x,  y'  =  -^-  Donc  l'équation  de  la  courbe  projetée  sera 

111 

x'^  -\-y^  =  a*,  c'est  une  astroïde.  La  proposition  précédente  con- 
duit à  ce  théorème  :  Sur  chaque  normale  à  une  ellipse  il  y  a,  en 
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plus  du  centre  de  courbure  qui  correspond  à  son  pied,  4  autres 
centres  de  courbure  de  rellipse,  dont  a  réels  et  2  imaginaires; 
les  normales  en  ces  points  se  coupent  en  un  point  de  l'ellipse 
qui  a  les  mêmes  axes  que  la  développée. 

3*  La  solution  de  M.  Retali  (1898,  68)  me  suggère  les  remarques 
suivantes  :  La  distance  de  la  tangente  au  centre  est,  d'après  (i),  égale 
à  sinco  cosoi.La  polaire  réciproque  de  Tastroïde  par  rapport  au  cercle 
qui    passe    par     les    sommets   du    carré  inscrit   a    pour   équation 

rsin  aO  =  i,  ou,  après  la  rotation  du  système  d'un  angle  égal  à  -  > 
rcos26  =  I,  c'est-à-dire,  en  coordonnées  cartésiennes, 

tandis  que  l'équation  de  lalemniscateest(a?*-H^*)*  =3?*  —  ^*.  Si  l'on 
mène  alors,  par  l'axe  des  x  du  plan  de  l'astroïde,  un  plan  qui  coupe 

le  premier  sous  un  angle  dont  le  cosinus  soit  ^ —  i ,  la  lemniscate 
est  la  projection  normale  de  l'astroïde  sur  ce  plan,  et  réciproque- 
ment. Si  l'on  veut  prouver  directement  le  théorème  relatif  à  la 
lemniscate  qui  serait  analogue  au  théorème  relatif  à  l'astroïde  qui 
fait  l'objet  de  la  question  1106  et  pour  lequel  on  trouverait  une 
hyperbole  équilatère,  on  emploierait,  comme  le  conseille  M.  Retali 
{loc.  cit.),  un  paramètre  pour  la  lemniscate  et  l'emploi  d'un  para- 
mètre imaginaire  est  indiqué;  par  exemple  : 

C0S9  sintp     / 

X  =  i-  9         y  = —  V —  I  • 

C0S2Qp  C0S2Ç 

On  suit  alors  la  même  méthode  que  dans  i"". 

Des  résultats  analogues  ne  peuvent  s'appliquer  à  la  cardioïde,  car 
l'astroïde  et  la  lemniscate  ont  un  centre,  tandis  que  la  cardioïde  (et 
le  limaçon  également)  n'ont  aucun  point  qui,  par  projection,  puisse 
devenir  le  centre  d'une  courbe. 

Ph.  Weinheister  (Tharandt,  Saxe). 

La  propriété  de  l'astroïde  dont  il  s'agit  dans  la  question  1106 
est  vraie  pour  toutes  les  courbes  de  la  quatrième  classe  à  trois  tan- 
gentes  doubles  cuspidales.  Elle  est  corrélative  d'une  propriété  des 
quartiques  à  trois  points  doubles  à  tangentes  d'inflexion  (telle  que 
la  lemniscate  de  Bernoulli)  dues  à  Laguerre  {N,  A.,  1878),  qui  les 
démontre  par  le  calcul.  Voir  aussi  sur  ce  sujet  i?.  M.  S„  1892,  p.  256. 
Quant  à  dire  qu'une  lemniscate  de  Bernoulli  devient  une  cardioïde, 
cela  ne  peut  être  qu'une  inadvertance;  en  effet,  la  cardioïde  qui  a 
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trois  points  de  rebroussement,  n'est  que  de  troisième  classe,  et  sa 
corrélative  est  une  cubique  à  point  double.  E.  Duporcq. 

1466.  (1899,  5i)(E.-B.  Escott). —  Démonstration  de  la  formule 

n\  =  71"  —  /i(/i  —  i)«H ^^ {n  —  9.)». . ..  Depuis  que  j*ai  posé 

la  question,  je  me  suis  aperçu  qu'elle  l'avait  déjà  été  dans  le  Journal 
par  M.  Couturier  (1895,  i65)  et  qu'elle  y  avait  reçu  plusieurs  ré- 
ponses (1896,  26,  229;  1897,  59). 

E.-B.  Escott  (Grand-Ra pid s,  Mich.). 

1307.  (1899,  124)  (E.-N.  Barisien).  —  Sur  un  lieu  de  centres  de 
cercles.  —  La  solution  de  ce  problème  peut  être  rattachée  aux  con- 
sidérations suivantes  que  je  me  borne  à  indiquer  succinctement  : 

10  Si  de  deu\  points  P  et  Q  on  mène  les  tangentes  à  une  conique  S, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  autres  points 
d'intersection  H,  I,  J,  K  de  ces  tangentes  prises  deux  à  deux  soient  sur 
un  même  cercle  est  que  les  deux  points  P  et  Q  se  trouvent  sur  une 
même  hyperbole  équilatère  avec  les  quatre  foyers  (réels  et  imagi- 
naires) de  S; 

2**  Le  point  R  où  se  coupent  les  diagonales  HJ  et  IK  déterminant 
concurremment  avec  les  points  P  et  Q  un  triangle  autopolaire  par 
rapport  au  faisceau  des  coniques  passant  par  H,  I,  J,  K,  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  du  triangle  PQR  sera  en  particulier  le  centre  du 
cercle  qui,  par  hypothèse,  appartient  au  faisceau  ; 

3°  Les  diagonales  du  quadrilatère  HIJK  et  les  cordes  de  contact 
des  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  avec  la  conique  1  étant  quatre 
droites  concourantes  (et  harmoniques),  le  point  R  est  relativement 
à  £  le  pôle  de  la  droite  PQ; 

4°  Par  un  point  R  pris  à  volonté  dans  le  plan  d'une  conique  £  on 
peut  mener  deux  cordes  telles  que  les  normales  à  la  conique  en  leurs 
extrémités  soient  concourantes  :  ces  cordes  sont  les  tangentes 
menées  de  R  à  la  parabole  inscrite  dans  l'angle  droit  formé  par  les 
axes  de  la  conique  S,  la  corde  de  contact  étant  définie  comme  la 
polaire  relativement  à  £  du  point  R'  obtenu  en  joignant  R  au 
centre  O  et  prolongeant  cette  droite  de  deux  fois  sa  longueur; 
ou  encore,  en  considérant  les  pôles  P  et  Q  des  cordes  dont  il  s'agit, 
ces  points  seront  les  intersections  de  la  polaire  de  R  relativement 
à  £  avec  une  hyperbole  équilatère  passant  parle  centre  O  et  admet- 
tant comme  asymptotes  les  parallèles  aux  axes  de  £  menées  par 
le  point  Ri,  symétrique  de  R  par  rapport  à  0. 


I 
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De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  les  coordonnées  a?  et  ^  des 
points  P  et  Q,  déterminées  par  la  résolution  des  équations  simul- 
tanées 

(i)  6*aa: -Ha'Pj^  — a*6'— o, 

(2)  xy -\-^x -k- ajr  =  Of 

doivent  satisfaire  identiquement  à  une  équation  de  la  forme 

(3)  X* — y^ — c^-\-'ikxy  =  Oj 

la  constante  A*  étant  à  déterminer  convenablement  à  cet  effet.  Ainsi, 
en  éliminant  séparément  y,  par  exemple,  entre  les  équations  (i) 
et  (2)  et  ([)  et  (3),  on  aura  deu\  équations  du  second  degré  en  x 
qui  ne  devront  différer  que  par  un  facteur  constant,  ce  qui  conduit 
à  deux  relations  linéaires  en  k  entre  lesquelles  l'élimination  de  ce 
paramétre  est  immédiate.  Par  ce  procédé,  ou  encore  en  identifiant 
réquation  à  deux  indéterminées  /,  m, 

l(x^—y^—  c*)  -¥-  mxy  -\-  ^a:  -i-  atj^  =  o, 

conséquence  des  égalités  (2)  et  (3),  avec  le  produit 

(6*aiP  -+-  a^^y  —  a2ô»)(Xa7-t-  fx^-f-  v)  =  o, 

X,  [A,  V  désignant  de  nouvelles  indéterminées,  on  parviendra  à  l'équa- 

tion  quadratique  très  simple  6*a* — a*p'= ^ ^ ,  qu  il  est 

avantageux  de  décomposer  dans  les  deux  suivantes  par  l'introduc- 
tion d'un  paramètre  arbitraire 

(5) 

Ce  premier  résultat  acquis,  j'observe  que  l'équation 

^      1        X{xy-h  par  +  a^)  — 3ap(6«ax-+-a»P7  — a26«)  =  o, 

conséquence  des  deux  équations  (i)  et  (2),  étant  celle  d'une  hyper- 
bole équilatére  passant  par  les  sommets  du  triangle  PQR,  et  par 
suite  par  l'orthocentre  de  ce  triangle,  ce  dernier  point  s'obtiendra 
comme  le  deuxième  point  de  rencontre  de  l'hyperbole  envisagée  avec 

la  perpendiculaire  abaissée  par  exemple  de  R  sur  PQ. 

Or  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  perpendiculaire 
peuvent  se  représenter  au  moyen  d'un  paramètre  auxiliaire  cd  par 
les  équations  x  =  a(i  -h  ô^o)),  y  =  p(r-!-  «'w);  et,  si  l'on  introduit 


—  28G  — 
ces  expressions  dans  l'égalité  (6)y  il  viendra 


—  CD  = 


Mais  en  tenant  compte  des  valeurs  (5),  je  trouve  tout  simplement 
a*  H-  ô*  c«  c* 


—  U)  = 


— -,^  »   0?  =  — -  oLj    y  = rr  B  et,  réciproquement, 

et  enfin 

,        V  -         •  F«         .  «^  ^* 

(7)  a«rp«— 6«j^î —  =  o, 

ce  qui  est  le  résultat  cherché. 
Il  faut  noter  l'expression  du  carré  du  rayon  en  fonction  des  coor- 

données  du  centre  p*=  — — t^(^^* — ^y^ — a'-f-6').  Maintenant 

j'observe  que  les  expressions  des  coordonnées  a  et  p  du  point  R  en 
fonction  de  celles  a?,^,  de  l'un  ou  l'autre  des  points  P,  Q,  sont 


a  =  — 


et  j'ai  par  suite  pour  le  lieu  des  points  P  et  Q,  dans  les  conditions 
supposées, 

J'observe  encore  que  ^  et  t]  désignant  les  coordonnées  du  point  de 
concours  des  normales  menées  à  £  aux  points  où  cette  conique  est 
coupée  par  les  deux  cordes  issues  de  R,  Ç  et  t)  s'exprimant  ration- 
nellement comme  il  suit,  au  moyen  des  coordonnées  a,  ^  du  point  R, 

^_  c«  b^a^—a^^^-ha^b^  _       c«   ^  l,t ^i ^  gi ^i ^  gt i,i 

^  ""  a«  62a2-ha«p2._ctî6i  "'  ^  ~~       b^     ô«a«-t-  a«~p»4^î^»~  ' 

de  sorte  que  j'aurai,  d'accord  avec  les  équations  (5), 

et  en  éliminant  0, 

C'est  le  résultat  auquel  était  parvenu  l'auteur  de  la  question. 
En  résumé,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 
(t  Le  lieu  du  point  de  concours  de  deux  cordes  d'une  section 
conique  tracées  de  telle  sorte  que  les  normales  à  la  conique  en  leurs 
extrémités  soient  concourantes  et  qu'en  même  temps  le  quadrilatère 
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des  tangentes  correspondantes  soit  inscriptible  dans  un  cercle,  est 
une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les  directions  des  diamètres 
conjugués  égaux  de  la  première;  le  centre  du  cercle  se  déplace  en 
même  temps  sur  une  troisième  conique  dont  les  asymptotes  sont 
perpendiculaires  à  celles  de  la  deuxième.  Enfin  le  lieu  du  point  de 
concours  des  normales  est  une  quartique  nodale  et  les  pôles  des 
cordes  décrivent  aussi  une  courbe  du  quatrième  ordre.        E.  Malo. 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  du  point  par  lequel  passent  les  quatre 
normales.  Soient  (a?,^),  (a?',^')  les  points  de  rencontre  de  deux  côtés 
opposés  du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  aux  points  d'inci- 
dence. En  exprimant  que  l'ellipse  et  Thyperbole,  qui  passe  par  les 
pieds  des  normales  menées  du  point  (a,  P),  coupent  la  polaire  du 
point  (oi^i  y)  aux  mêmes  points,  on  a  : 

^s _  yl  x^—  a^ 


Les  quatre  pieds  des  normales  issues  de  (a,  ^)  sont  situés  sur  la 
conique 

a^\x{b*  —  y^)-^  b^Xy(a^—  x^) 
—  XY{a^y*-i-b^x^)  —  xjr{b^X^-{-a^Yi—a^b^)  =  o; 

qui  se  décompose  en  deux  droites 

a^b^ — b^Xx  —  a^\y  =  o        et        Xy  -{-  Yx  -\-  xy  =  Oj 

la  seconde  est  la  polaire  du  point  x'y'.  On  en  déduit  3737'  =  —  a'*, 
yy — =  6'*.  Les  deux  systèmes  de  tangentes  issues  des  points  (a:,^), 
{x',y)  sont  représentés  par  les  équations 

(b^X^-^-  a^Y^—  a^b^){b^x^-\-  a^y^  —  x^y^)  —  (Xy -{-Yx -h  xy^a^b^     =  o. 

Pour  qu'une  circonférence  puisse  passer  par  les  points  communs  à 
ces  systèmes  de  droites,  il  faut  que  l'on  ait 

cî(x^yi—  a^b^)  -+-  (a«-4-  6«)(^>2a?»—  aïjî)  =  o; 

l'équation  de  la  circonférence  est  alors 

(X2-h  Yî)(a«7î—  ^>2a:2)  -+-  c^Xx{b^-hy^)  -+-  c^Yy(a^-^x*)  =  o. 

On  voit  qu'elle  passe  toujours  par  le  centre  de  l'ellipse.  Son  centre 
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a  pour  coordonnées 


2 


^-  ^^''^t*x^—a^y^'  ^  ~  1^^^  b^x^—a*y^' 


on  en  déduit 


Le  lieu  du  centre  est  l'hyperbole 

a^ At 

aSX«— 6>Y«=  fL__ï_ 

4 

Les  axes  de  l'ellipse  font  aussi  partie  du  lieu  demandé,  ainsi  que  du 
lieu  indiqué,  d'ailleurs,  par  M.  Barisien.  E.  Fabry. 

1648.  (1899,  223)  (Budis).  -  A  propos  de  V Annuaire  du  Bu- 
reau  des  Longitudes,  —  §  I.  —  Les  désaccords  apparents  n'existe- 
ront plus  dans  les  prochains  Annuaires  ;  car  à  partir  de  1900 
toutes  les  données  sont  exprimées  en  temps  ciViï  compté  à  partir  de 
minuit,  de  o**  à  24**  sans  interruption. 

§  IL  —  Le  désaccord  signalé  entre  les  indications  des  pages  35  et 
36  de  V Annuaire  pour  1899  provient  d'une  faute  d'impression  à  la 
page  35: 

Au  lieu  de  1899  il  faut  lire  1898  ;  les  nombres  3  (*),  18  et  11 
correspondent  en  effet  à  l'année  1898,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer 
en  consultant  V Annuaire  de  Tannée  précédente.  Le  calcul  direct  et 
le  calcul  inverse  des  trois  nombres  s'accordent  donc  complètement. 

§  III.  —  L'accord  pour  1895  n'a  plus  rien  d'étonnant. 

§  IV.  —  L'objection  tirée  de  V Astronomie  populaire  provient 
d'une  confusion  faite  par  l'auteur  de  la  question.  Arago  donne  la 
Table  des  É pactes  grégoriennes  et  l'Epacte  contestée  est  VÉpacte 
julienne:  la  règle  d'Arago  ne  prouve  donc  rien  contre  le  chiffre  de 
VAnnuaire  qui  est  parfaitement  correct.  M.  Rocques-Dcsvallées, 
calculateur  au  Bureau  des  Longitudes,  particulièrement  compétent 
sur  les  questions  relatives  aux  Calendriers,  m'a  fourni  les  vérifica- 
tions les  plus  complètes  à  ce  sujet. 

Alfred  Cornu, 

Secrétaire  de  la  Commission  de  Y  Annuaire, 

(^)  Par  erreur,  V Intermédiaire  donne  4;  mais  les  raisonnements  ulté- 
rieurs supposent  bien  3.  A.  C. 
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1571. 

L'I 

1666. 

V 

1424.  i449}  i525,  i55o, 

iGio, 

L*4 

i5o7,  ï^2o. 

1616,  1617,  162G,  1645, 

1670. 

L*9 

>15',. 

VI  : 

t53i,  1607,  16Ô8,  1681. 

L'12 

i536,  1673. 

V3   I 

655. 

L^16 

i5oo,  1577,  1608,  i636. 

V4   1 

'^82. 

L>17 

1609. 

V5   1 

:634. 

LM7 

1627. 

V7 

i5oi,  i5o2,  i5i5,  i5iG, 

i5i7. 

M*l 

l4'-22. 

1524. 

M'3 

1489,  i5o8,  1637. 

V8 

i483. 

M*  4 

i5o3. 

V9 

1425,  1443,  1447,  i44«, 

1459. 

M' 5 

i446,  1604,  1618. 

i494>  i5o5,  i5oG,  i53o, 

i532, 

H<6 

1427,  i5o9,  i549,  '619,  1644. 

1602,  i6o3,  1606,  i63o, 

i63a, 

M'8 

i456,  1680. 

i633. 

MM 

1589. 

XI 

1696. 

W9 

1475. 

X2   : 

[423,  1559. 

W 

1688. 

X5 

i568. 

N^l 

1599. 

X7 

i583. 

N^ 

1443. 

L 

i485,  1495,  1626. 

02 

1426,  1476,  iG38. 
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Les  noms  inscrits  sont  exclusivement  ceux  des  auteurs  de  questions  ou 
de  réponses. 

U italique  désigne  les  pseudonymes. 

Les  chiffres  ordinaires  indiquent  les  numéros  des  pages.  Les  numéros 
sans  astérisque  se  rapportent  aux  questions  posées;  avec  astérisque,  ils 
désignent  le  rappel  des  questions  au  moment  de  la  publication  des  ré- 
ponses; en  caractères  gras,  ils  indiquent  les  réponses  annoncées  dans  le 
texte  ou  publiées. 


Achète,  70. 

Act  (E.-L.),  87. 

Alauda,    n*,   loo,    i3i*,   245,   248, 

271. 
Albus,  28,  206*. 
Alpha,  23*. 
Altschuler,  182*,  199. 
Amstein  (H.),  232. 
Archibald  (R.-C),  219. 
Aubry  (V.),  104,   157,    i58*,    i6o*, 

'97- 
Audibert,  157,  232,  272. 

Autonne  (L.),  26. 

Avillez(J.  d'),  207. 

Bail  (R.),  144. 

Barbarin  (P.),  19,  5o,   5i,  58,  90, 

119*,  149,  237,  261*. 
Barbette  (E.),  i4*. 
Barisicn  (E.-N.),   3i,   82,    G9*,    79, 

102*,    125,    149,    i55*,   i5G*,   i63*, 

l83*,     196,     203*,     207*,      220,      221, 

23i*,  239*,  259*,  264*,  275,  281*, 

284*. 
Béel,  88*,  181*. 
Belga,  i39*. 
Reman  C\V.-W.),  ifi*,  264. 


Berdellé(C.),8i*,88,  i33*,  149,  196. 
212,  222,  227,  229,  247. 

Berenguer  (A.),  110*. 

Berry  (A.),  176,  208. 

Besouclein,  3,  i58*,  231. 

Bcttazzi  (R,),  137,  158. 

Bilenki  (H.),  127,  192*,  269. 

Bioche(C.),  55*,  252*. 

Boklen  (  O.),  70*,  90*. 

Borel  (É.),  i3*,  214,  127*,  276*. 

Bourget  (H.),  4,  5,  29,  46*,  119*, 
172,  188*,  207*, 

Boutin  (A.),  23,  109*,  110,  162,  165, 
175,  176,  216*,  240,  275*. 

Bouwmann  (W.),  275. 

Boyer  (J.),  38*,  112*,  201*. 

Braid  (//.),  13,  18,  33.  63*,  85*, 
101,  112.  117,  139,  i5i,  162*,  178, 
178*,  182,  19H,  226,  231,  252,  253, 
263. 

Bricard  (R.),43,  138,  275. 

Brocard  (H.),  8,  20,  36,  38,  39,  44, 
47,  48,  63,  68*,  68,  88, 119,  120*, 
127,  i3i*,  134,  144,  i48,  181*,  182, 
i85*,  187,  189,  191,  201,  204,  205. 
208.  212,  230,  :^7:i*,  275. 
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Brunei  (G.),  210. 

Buhl  (A.),  18,  115,  133,  260. 

Campa  (S.  de  la),  3o,  3i,  258*. 

Carré  (V.),  165,185. 

Carron  (G.),  38*. 

Caspary  (F.),  23,  182. 

Ccsàro  (E.),  26,  io4*,  i53*,  155, 190, 

193,213,  216,  217. 
Cibum,  88*. 
Colonel  Néru,  29. 
Colot  (E.),  88*. 
Cornu  (A.),  loi*,  288. 
Coulime  (R.),  8*. 
Couturier  (C),  142,  187,  192,  197» 

209,  242,  243,  2'^8. 
Darboux  (G.),  <>6*. 
Davidoglou  (A.-C),  248. 
Delahaye  (G.),  212. 
Dclannoy   (».),   35,  47%   208,   240, 

250. 
Dellac(H.),  8*,  202*. 
Delta,  208. 

Desprals,  181,  182,  234. 
Dickslein  (S.),  26Ô. 
Dillettante,  117*. 
Dreif  39*. 

Droz-Farny  (A.),  141,  197,  282. 
Dumont  (F.),  137*. 
Duporcq  (E.),  20,  22,  98,  137*,  i5o, 

i52,  155,  234*,  278,  280,  284. 
Duran-Loriga  (J.-J.),  23,  116*,  117*, 

144,  182,  183,  219. 
Ego,  69*. 
Elling-IIolst,  99. 
Ellis  (W.-I.),  264. 
Emine  (M.),  28,  39,  128,   129,  162, 

207*,  258,  262*. 
Eneslrum  (G.),  16,  76,  i23,  192*. 
Epsilon^  3,  4>  ^Of  «87*,  208*. 
Ericsson  (A.-P.),  4,  101,  108,  109, 

110,  111,  112,  149,  168*,  179,  201, 

208,264. 
Escott  (E.-B.),  6,  11, 15,  19,  5i,  79, 

80,  i46,  i52,  161*,  173,  18G*,  190*, 

194,202,204*,  204,207,  209*,  2 II*, 

220,  221,  233*,  242,  24/,,  252,  264, 

264*,  271,  28/,*,  284. 
Espanet  (G.).  8,  22.  43,  63,  165,  iq?, 


200,  218,  225,  232,  234,  235,  247, 

260,  269. 
Fabry  (E.),  216,  232,  281,  288. 
Fahl  (y.),  168. 
Farjon  (F.),  128,  261*. 
Fauquembergue  (E.),  96,  116,  131, 

142,  160, 165,  166,  186. 
Ferber,  32,  268. 
Flyc Sainte-Marie  (C),  184*. 
Fontcné  (G.),  Sa,  53,  i3o,  207*, 263*, 


Franel  (J.),  6,  40,  53,  54,  73,  82*, 

84*,  143,  i5o,  189*. 
France  (A".),  266. 
Francken  (E.),  260,  266. 
Frolov  (M.),  100,  235*,  261. 
Gallucci  (G.),  236. 
Gelin  (F.),  142. 
Genly  (E.),  251. 
Gévéy  n4>  218,  238*. 
Giliet  (J.),  108*. 
Gino  Loria,  2,  141,  i52,  173. 
Gob  (A.),  M*. 
Godefroy  (M.),  238,  263. 
Goidcnberg  (A.),  i46,  174. 
Gos^  1^1*. 

Goulard  (A.),  9,  231,  250. 
Goursat  (E.),  24,  36*,  178*. 
Gram  (J.-P.),  85. 
Grip,  2,  3,  20*,  229*,  276*. 
Guervos  (G.  y),  102,  120,  271,  276. 
Gvd,  4.  «4»*»  ^1^%  218,  278*. 
Gustave  (P.),  19,  44,  129,  231. 
Hadamard  (J.),  i,  26,  265. 
lîadé,  17*. 
Uatzidakis    (N.-J.),   107,    171,    193, 

210,  241. 
Hendlé(P.),  137,  160,  218. 
HofTbauer,  14,  136,    i45,    i46,   208. 

268. 
Houssin  (G.),  108*. 
Humilis,  63*,  219. 
Hurwitz  (A.),  5o. 
Ivaoofr  (I.),  48,  84. 
Jean-Baptiste^  175. 
Joncsco  (J.),  200. 
Jonquicres  (E.  de),  95. 
Julius,  193. 
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Jung  (G.),  46,  132,  165. 

Kandidatt,  ()*. 

Karl,  i8o*. 

Kleklcr  (Paula),  188,  207,  208. 

Kluyvcr  (J.-C),  'jO. 

Korsell  (A.),  143,  170,  171,247,268 

Korteweg  (D.),  119'»  12  »• 

Lacombe  (M.)t  156,  159. 

Laisant  (C.-A.),  38,  45*,«o,166,  173, 

242,  a53*. 
Lambert,  176. 
Lapoinle  (G.)»  142. 
Lasker  (E.),  117*. 
Laurent  (H.),  i38*,  181,  238. 
Laussedat,  1,  104*. 
Laynes  (G.-C),  181,  199,  206,  240. 
Léauté(H.),  35*. 
Lebel  (J.),  i5o,  165. 
Leboulleux,  278. 
Lecornu  (L.),  36. 
Lefebvre  (B.),  66. 
Lefèvre  (E.),  194. 
Lémeray(E.-M.),  6,  38*. 
Lemoinc  (E.),  7*,  44,  5a,  59*,  78, 

91*,  135,  i55*,  174, 178,  206,  209*, 

isiO,  218,  223*,  230,  233,  234,  240, 

244,  246.  25o*,  258,  261,  264,  270, 

273. 
Lévy  (L.),  187. 
Loguisty  36*. 
Longchamps  (G.  de),  54. 
Longraire  (de),  179*. 
Lucas  (E.),  34*,  25o*. 
Lurni  (J.),  3,  187*. 
Maggi  (E.-A.),  237. 
Maillet  (E.),  99,  116, 119,  147,  224, 

240,  246,  25i*,  273*. 
Majol  {E.-A.),  70, 81, 144,  i48,  165, 

184,  192,  245. 
Malo  (E.),  85*,  287. 
ManDheim  (A.),  4i  134,  233,  264. 
Margraphf  32. 
Markoff  (V.),  122. 

Martin,  i5*,  15,  16*,  16,  22 1*,  252*. 
Mehmke  (R.),  171. 
Michel  (F.),  10,  18*,  252*. 
Milèse,  27,  44*»  72*- 
Monlcheuil  (M.  de),  261. 


Monlcssus  (M.-K.  de),  28,  165,  257*, 

258. 
Moreau  (G.),  257. 
Afuller,  100,  237*. 
Nadal,  174. 
Nauticus,  234. 
Neuberg  (  J.),  164. 167,  184, 197, 198, 

278,280. 
Niewenglowski  (G.-ÏI.),  110*. 
Nipher  (F.-E.),  170,  21G*, 
Noël,  22*,  40*,  41,  16G*. 
Notyet,  170. 
Novice,  179*. 

Ocagne  (M.  d'),  34*,  34,  186. 
OItramare  (G.),  249*. 
Palmstrc>m  (A.),  40,  119*,  142,  144, 

161,  162,  165,  211,  216. 
Peano  (G.),  135. 
F>ellei  (A),  212,  250. 
Perrin  (R.),  77,  234. 
Pelersen  (J.),  38. 
Petit-Bois  (G.),  206. 
Phileter,  4. 
Picou  (G.),  269. 
Pietrocola  (C.),6. 
Plusse,  40*  • 
Quœrens,  98. 
Quemquœris,  80,  21 3*. 
Quint  (N.),  i3o,  i45,  263*,  263. 
Raaij  (J.  van).  135,  165. 
Rabago  (D.de),  5,  19),  195. 
Ramsey  (A. -S,),  174. 
Rau  (H.),  264. 
RÉDACTION  (La),  34,42,72,119,153, 

212,  263,  265,  275. 
Regio,  9*,  179*. 
Regor,  4. 
Retali  (V.),  18*,  101,  141,  203,  206, 

262. 
Ricalde  (G.),  39*,  48*,  75,  95*,  142, 

144,  160*  186,  J94,  210*. 
Ripert  (L.),  19*,  22,  42*.  43%  44, 

44*,  69,  2o3*.  256,  272,  278,  279. 
Rivière  (A.  de),  28,  33*,  257*, 
Rocquigny  (G.  de),  48*,  5a,  53,  108*, 

116*, 116, 144*»  '48.  151,175,  191*, 

192*,     221,     226*,    227*,    2'|0*,     24a, 
243. 
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Ronianus,  127. 

Rosace,  4o*>  82,  86*,  91,  ii3,  126, 

156, 157,  165,  168,  169,  179,  184, 

194,  203.  204*,  216,  256*,  257,  270, 

275*,  275. 
RotciVf  225*. 
Rudls,  224,  288*. 
Russo  (G.),  67*. 
Salvan,  197. 

Schmidt  (E.),  2.3*,  i56*. 
Schoute  (P.-H.)î  102*,  120,  270*. 
Schwarz  (  H. -A.),  97. 
Servant  (M.),  112*,  202*. 
Slâckci  (P.),  237. 
Stark,  6. 

Slephanos  (C),  27,  121,  i23. 
StoU  (A.),  43,  45,  54, 157,  165,  184, 

278. 
Stôrmer  (C),  i3o,  220. 
Slott  (W.),  104,  197,  207. 
Stuyvaert,  sH,  2o5*. 
Tafelmacher  (A.),  165, 184,  233,  234. 
Tannery  (P.),  15,  38*,  47,  48,  100, 

II 5*,  129,  141, 144,  i48,  158,  165, 

181,  189,  191,  199,  223,  227,  236, 

262*,  275. 


Tanturi  (A.),  75. 

Tarry  (G.),  5,  142*,  188*,  247.  252. 

Tarry  (H.),  10*. 

Teilhet(P.-F.),  ie«*. 

Trinitario,  201*. 

Tussilage,  172,  216*. 

Tzitzéica  (G.),  24. 

Ursus,  i36*. 

Vacca  (G.),  17,  38,  144,  165,  176. 

Valdès  (E.),206. 

Vallée-Poussin  (C.  de  la),  214. 

Vivanti  (G.),  177*. 

Volvique,  269. 

Wargny  (C),  136,   158,    244.  253, 

266. 
Wassilief,  i45. 
Weinineister  (P.),  70,  127,  171,  igj, 

283. 
Wends  (Cécile),  86,  163. 
Welsch,  11,  40,  67,  68,  72,  89,  91, 

120,  157, 160.  230. 
Wôiffing  (E.),  12.  18,  124,  208,  238*, 

259. 
VoussouHan,  108*, 
Zignago  (I.),  74,  200*. 


Nous  adressons  nos  remerciments  à  M.  H.  Brocard,  qui  a  bien  voulu  se 
charger  de  la  rédaction  des  Tables  des  matières,  suivant  le  type  inauguré 
au  Tome  I,  type  qui  parait  donner  toutes  les  facilités  désirables  pour  les 
recherches. 

La  Rédaction. 
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ERRATA. 


TOME   I  (1894). 

Page  226,  ligne  2,  au  lieu  de  aP-^  =,  lisez  aF-'  —  i  =. 
>»     260,  ligne  i3y  en  remonlant,  ejfacez  R. 
»      261  y  ligne  5,  après  162,  V  88,  dans  la  colonne  des  réponses,  lise: 


» 


202. 


TOME  III  (1896). 


»      109,  ligne  12,  en  rcraonlant,  au  lieu  de  b  ■=.  239,  lisez  b  =  289. 
»      178,  ligne  i4,  en  remontant,  au  lieu  de  normiiile,  lisez  tangente. 
»     225,  ligne  11,  au  lieu  de  théorie  des  nombres,  lisez  Récréations  ma- 
thématiques, t.  IV. 

n     267,  dans  la  dernière  équation,  au  lieu  de  y/c^  —  a?,  lisez  v/c  —  x. 
»     268,  dernière  ligne,  au  lieu  de  Cii,  Legornu,  lisez  L.  Lecornu. 


TOME  IV  (1897). 

^     ,.                     »•      j    126.127           f       126.127 
100,  ligne  19,  au  heu  de -hi,  lisez '  — 1 


2  2 

»      174»  ligne  6,  en  remontant,  au  lieu  de  convexes,  lisez  connexes. 
»      209,  ligne  3,  en  remontant,  au  lieu  de  2r  -4- 1,  lisez  2Z  +  \. 
»     298,  I"  colonne,  ligne  89,  ajoutez  168. 
»  »  4o,  ajoutez  237. 

»  »  4»»  supprimez  272*. 

3oo,  »  17,  ajoutez  272'. 

3oi,  ligne  4»  ^<^  H^u  de  2  en  remontant,  lisez  12. 

3o2,  ligne  20,  au  lieu  de  ligne  21,  lisez  ligne  11. 


TOME  V  (1898). 
»     54,  la  première  égalité  de  la  question  1248  doit  être  corrigée  ainsi  : 

—  (^■■+/'-a=)(«=c-4-rf=e=) 

»      174,  ligne  6,  en  remontant,  au  lieu  de  réelle,  lisez  positive. 


